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Geometrische Deutung der Additionstheoreme 


der hyperelliptischen Integrale und Functionen 1. Ordnung 


im System der confocalen Flachen 2. Grades. 
Von 


. 
Orro SraupeE in Breslau. 


Einleitung. 


Indem die Theorie der hyperelliptischen Functionen 1. Ordnung 
seit Jacobi’s Formulirung des Umkehrproblems auf die Benutzung 
zweier unabhingiger complexer Variabler als der Elemente der Unter- 
suchung hingewiesen worden war, hat sie diese Elemente bald in ab- 
stracter Form als zwei Individua eines algebraischen Gebildes vom Ge- 
schlechte 2, bald in geometrischer Form als Punktepaare auf einer 
Riemann’ schen Fliche oder einer algebraischen Curve von gleichem 
Geschlechte vorgestellt. Neben diese Auffassungen, denen die simul- 
tane Betrachtung zweier unabhiingiger Elemente in einem zweifach 
ausgedehnten Gebilde wesentlich ist, trat die Vorstellung eines Indi- 
viduums in einer vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. So erschien 
die Vereinigung zweier unabhingiger complexer Variabler durch ein 
einziges geometrisches Element vertreten, sei es dass man, nach 
Analogie der Gauss’schen Darstellung einer complexen Verinder- 
lichen, den reellen Punkt im Raume von vier Dimensionen, sei es 
dass man, mit Zuziehung complexer Bestandtheile des gewdhnlichen 
Raumes, den Punkt oder die Tangentialebene einer Fliche oder den 
Strahl eines Strahlensystems in’s Auge fasste. 

Wenn die Verwendung des reellen vierdimensionalen Raumes natur- 
gemiiss weniger geeignet schien, die analytische Vorstellung zu unter- 
stiitzen, so gewann dagegen die Benutzung der im reellen Gebiete des 
gewohnlichen Raumes zweifach, im complexen Gebiete vierfach aus- 
gedehnten Gebilde um so héheres Interesse. 

In unmittelbare Beziehung zu der Geometrie der Fldchen tritt die 
Theorie der hyperelliptischen Functionen mit der von Herrn Weier- 
strass*) gegebenen Darstellung der Punktcoordinaten der F'liche 


*) Vgl. Weierstrass, Ueber die geoditischen Linien auf dem dreiaxigen 
Ellipsoid, Monatsberichte der Kgl. Academie zu: Berlin, Jahrg. 1861, S. 986. 
Diese Arbeit enthilt implicite das im Text bezeichnete Resultat. 
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2. Grades durch Quotienten der hyperelliptischen #-Functionen von 
2 Variabeln. Durch Untersuchungen iiber Cyclidensysteme wird ferner 
Herr Darboux*) zur Darstellung der Cycliden und durch Speciali- 
sirung dieser Fliichen 4. Ordnung zur Darstellung der allgemeinen 
Fliche 3. Ordnung durch hyperelliptische Functionen gefiihrt. Hieran 
schliesst sich die Darstellung der Kummer’ schen Fléache, auf welche, 
ausgehend von der Einfiihrung der elliptischen Liniencoordinaten im 
System der confocalen Strahlencomplexe zweiten Grades, Herr, Klein**) 
hinweist, und welche, gestiitzt auf die Theorie der identischen Rela- 
tionen awischen den 9- Functionen zweier Veriinderlicher, die Herren 
Cayley***), Borchardt}) und Weber7+) sillieiin. Den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Darstellungen der Kummer’ schen 
Fiche zeigt Herr Rohn7{}}), indem er die Transformation 1. und 
2. Ordnung der hyperelliptischen Functionen in Verbindung mit der 
Geometrie der Kummer’schen Fliche untersucht. 

In dieses Gebiet geometrischer Deutungen der hyperelliptischen 
Functionen, bei welchen das Pdar zweier unabhingiger Variabler durch 
ein Element eines vierfach ausgedehnten geometrischen Gebildes im 
complexen Gebiete des gewéhnlichen Raumes vertreten wird, fallen 
die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit. 

Dieselbe beabsichtigt die Additionstheoreme der hyperelliptischen 
Integrale und Functionen vom Geschlechte p = 2 im System der con- 
focalen Fliichen 2. Grades zu deuten und die besziiglichen functionen- 
theoretischen Sdtze an elementargeometrische Vorstellungen anzukniipfen. 
Dass gerade die Additionssiitze den Zielpunkt der Betrachtung bilden, 
mag seine Rechtfertigung in dem historischen Interesse derselben 
finden: nachdem die Theorie der hyperelliptischen Functionen aus 
wesentlich analytischen Gesichtspunkten nach Analogie mit der Theorie 


*) Vgl. Darboux, Sur une nouvelle série de systémes orthogonaux algébriques, 
Comptes Rendus, Bd. 69 (1869), S. 392; Mémoire sur une classe de courbes et de 
surfaces, Comptes Rendus, Bd, 68 (1869), S. 1311; Sur une classe remarquable de 
courbes et de surfaces algébriques, Paris 1873, 8. 148— 150. 

**) Vgl. Klein, Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Diffe- 
rentialgleichungen, Mathematische Annalen, Bd. V (1872), S. 302. 

***) Vel. Cayley, On the double 0-functions in connexion with a 16-nodal 
quartic surface, Crelle’s Journal, Bd. 83 (1877), S. 210. 

+) Vgl Borchardt, Ueber die Darstellung der Kummer’schen Fliche 
4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten durch die Gépel’sche biquadratische Rela- 
tion etc., ibid, S. 234. 

+t) Vgl. Weber, Ueber die Kummer’sche Fliche 4. Ordnung mit 16 
Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den #-Functionen mit 2 Verinderlichen, 
ibid. Bd 84 (1878), S, 332. 2 

ttt) Vgl. Rohn, Transformation der hyperelliptischen Functionen p = 2 
und ihre Bedeutung fiir die Kummer’sche Fliche, Mathemat. Annalen, Bd, XV 
(1879), S. 315, 
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der elliptischen Functionen aufgebaut worden ist, scheint es berechtigt, 
die hyperelliptischen Functionen nachtriglich nach denjenigen geo- 
metrischen Beziehungen zu verfolgen, aus welchen die Theorie der 
elliptischen Functionen ihre erste Anregung geschépft hat. Die Ten- 
denz geometrischer Anschaulichkeit mag ferner die Beschrdinkung auf 
bestimmte ealitdtsverhiiltnisse -der benutzten geometrischen Gebilde 
rechtfertigen, welche fiir die folgenden Ausfiihrungen massgebend ge- 
wesen ist. 

Es macht deshalb die Untersuchung keinen Anspruch darauf, 
den bearbeiteten Stoff in seiner ganzen Reichhaltigkeit erschépft zu 
haben. Es bliebe einer weiteren Bearbeitung vorbehalten, die ent- 
wickelten Resultate nach allgemeineren Richtungen auszudehnen. An 
Stelle des Systems der confocalen Flichen wiirde als geometrische 
Grundlage die allgemeine Flichenschaar 2. Grades, sowie mit gleichem 
Rechte das reciproke Gebilde des Fldchenbiischels, einzutreten haben. 

Neben die Betrachtung der Additionstheoreme wiirde die analoge 
Behandlung aller der einzelnen Gebiete gestellt werden miissen, welche 
die analytische Theorie der hyperelliptischen Functionen darbietet. 
Dariiber hinaus kénnte man zu den von Jacobi*) eingefiihrten 
Systemen confocaler Fliichen und den projectivischen Verallgemeine- 
rungen derselben in Rdwmen von p + 1 Dimensionen aufsteigen, und 
hier die hyperelliptischen Functionen von beliebigem Geschlechte p in 
entsprechender Weise deuten. Der unmittelbaren Weiterfiihrung**) 
der von Jacobi***) angeregten Arbeiten iiber die geometrische An- 
wendung der elliptischen Functionen auf Kegelschnittsysteme wiirde 
damit ihre Grenze gesetzt sein. 

Was die allgemeine Disposition der vorliegenden Arbeit angeht, 
so ist in Kapitel I die geometrische Bedeutung der symmetrischen 
algebraischen Functionen zweier unabhingiger Variabler (§§ 1. 3. 4) 
und der Ditferentiale der Integralfunctionen (§§ 5. 7) eines hyperellip- 
tischen Gebildes vom Geschlecht p = 2 abgeleitet, sowie die Mehr- 
deutigkeit der algebraischen Irrationalitiiten des Gebildes (§§ 2. 6) 
geometrisch interpretirt. 

In Kapitel II erscheint die durch die hyperelliptischen #-Func- 


*) Vgl. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, herausgeg. von Clebsch, 
8. 198. 

**) Als ein Beitrag zu dieser Weiterfiihrung schliesst sich die vorliegende 
Arbeit den friiheren Aufsitzen des Verfassers: ,,Ueber Fadenconstructionen des 
Ellipsoides“ (Math. Annalen, Bd. XX, S. 147) und: ,,Ueber geoditische Polygone 
auf den Flachen 2. Grades“ (ibid, Bd. XXI, S. 219) an; tiber deren Absicht und 
Veranlassung vgl. Math. Annalen, Bd. XXI, 8, 219. 

*#*) Vel. Jacobi, ,,Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten 
auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie‘, Crelle’s Journal, Bd. 3, 
8. 376. 

1* 
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tionen erreichte Verkniipfung der algebraischen und Integralfunctionen 
unter der Form von Parameterdarstellungen geometrischer Gebilde 
versinnlicht. Es wird dadurch eine Weiterfiihrung der Weierstrass- 
schen Darstellung der Fliche 2. Grades in dem Sinne angestrebt, dass 
einerseits neben den 4 #-Functionen, welche den homogenen Coordi- 
naten der Pankte der Fliche proportional gesetzt sind, auch die 12 
iibrigen #-Functionen ihre Bedeutung erhalten, andrerseits aber iiber 
die einzelne Fliche hinausgreifend, der ganze Raum der Behandlung 
mittels transcendenter Parameter zuginglich gemacht wird. 

Den Hauptzielpunkt des Kapitel III bildet die geometrische Deutung 
der einfachen Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale, bei 
welchen es sich um die Reduction gegebener Summen von 3 Inte- 
gralen auf Summen von 2 Integralen derselben Art handelt, 

In Kapitel IV werden die mit dieser Deutung gewonnenen Hilfs- 
mittel zur Ableitung geometrischer Schliessungsséitze innerhalb des Strahlen- 
systems der gemeinsamen Tangenten zweier confocaler Fldchen beuutzt. 

Kapitel V endlich geht auf die geometrische Deutung des Abel’ schen 
Additionstheorems aus, mittels welcher die Reduction gegebener Summen 
beliebig vieler Integrale auf Summen von je 2 Integralen derselben 
Art durch geometrische Construction geleistet wird, 


Kapitel I. 
Analytisch-geometrische Grundlagen. 


§ 1. 
Elementare Eigenschaften der gemeinsamen Tangenten zweier confocaler 
Flichen 2. Grades. 


Ein System confocaler Flachen 2. Grades sei durch die Gleichung: 
nd y? 2 ne e 
(1) t—~ * 3-5 * te — 
mit dem Parameter @ gegeben, in welcher x, y, 2 gewdhnliche recht- 


winklige Coordinaten, und «, B, y positive reelle Constanten (a> B > y> 0) 
bedeuten. 





Die elliptischen Coordinaten 4, u, v eines Punktes sind die drei 
bei gegebenen rechtwinkligen Coordinaten 2, y, z desselben durch die 
Gleichung (1) bestimmten Werthe des Parameters 9; sie entsprechen 
in bekannter Weise den Ungleichungen: 


(2) e>v>Bpro>ur>yrosé>d>—ocw. 


Die rechtwinkligen Coordinaten 2, y, 2 driicken sich vermédge der 
Formeln: 
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als symmetrische mehrdeutige Functionen der elliptischen Coordinaten aus. 

Im Anschluss hieran gilt es zuniichst, neben den Coordinaten der 
Punkte des Raumes die Bestimmungsstiicke einer Reihe anderer geo- 
metrischer Elemente als Functionen der elliptischen Coordinaten von 
analogem Charakter darzustellen. Den Mittelpunkt der Betrachtung 
bilden die gemeinsamen geradlinigen Tangenten zweier confocaler 
Flachen, neben welche sich von selbst gewisse naher zu definirende 
Ebenen des Raumes stellen werden. 

Die 4 gemeinsamen Tangenten zweier Flachen @ = g, und gp=@Q, 
des Systems (1), welche durch einen beliebigen Punkt mit den recht- 
winkligen Coordinaten x, y, 2 und den elliptischen Coordinaten 4, u, v 
hindurchgehen, kénnen als gemeinsame Erzeugende der beiden Be- 
riihrungskegel vom Punkte a, y, ¢ an die Flichen g, und g, durch 


‘die beiden Gleichungen : 





(3) er +55,-+ <<" ee + "a +355 -1) 
-(+ gt + aa | bi 


6B — e, Y — @x 
x = 1,2, 





in laufenden Coordinaten 2’, y’, 2 gemeinschaftlich dargestellt werden. 

Um jede der 4 gemeinsamen Erzeugenden auch analytisch fiir sich 
allein definiren zu kénnen, transformirt man die Gleichungen (3) 
zuerst auf ein neues Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der 
Punkt a, y, 2, und dessen Axen die Normalen N,, N,, N, der 3 
durch ihn hindurchgehenden Flachen 4, uw, v des confocalen a 
sind, Diese 3 Normalen mégen kurz als die , Aen des Punktes 4, wu, v 
bezeichnet werden. Die durch die verlangte Transformation einzu- 
fiihrenden neuen Coordinaten X, Y, Z driicken sich durch die friiheren 
Coordinaten 2’, y’, 2 in folgender Weise aus*): 


an — P,f .% -s i +) —1), 
(4) ee on) nt ~ + = -—1), 


i or 
~— Pe, + y vy “y-? —1): 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, I. Th., 
Art. 171 (3. Auflage 1879), 
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Hierin bedeuten P,, P,, P, die Lingen der vom Anfangspunkte 
a =0, y =0, ¢ =O des urspriinglichen Coordinatensystems auf die 
Tangentialebenen 7, T,, TJ, der Flachen 4, wu, v im Punkte 2, y, z 
gefillten Perpendikel. 


Durch die Transformation (4) nehmen die Gleichungen (3) die 
folgende Form an: 


Zz 
rt 


ete =(0, x=—1,2. 





Hieraus ergiebt sich fiir die 4 gemeinsamen Erzeugenden der Be- 
rihrungskegel vom Punkte x, y, 2 an die Flichen g, und g,: 








/(o— (ee (@a—2) , (e- (er—») (@2— ») 
X:¥:Z— +V a —41)(»—4)° toh fer—alee= ae) Ga) ae 


wo die 3 Terme eli Hand in Folge der ‘aii 


(w— v)(@,—A4) (@2—4) +(v—A) (0; —#) (0.—#) + (A—#) (0,2) (02-1) 
=—(u—v)(v—A)(4—p) 

unmittelbar die Richtungscosinus*) der 4 gemeinsanten Erzeugenden 
mit Bezug auf die Axen des Punktes 4, u, v vorstellen. Die 4 ver- 
schiedenen Vorzeichencombinationen, welche diese Proportion darbietet, 
entsprechen den 4 gemeinsamen Tangenten der Flaichen g, und g, 
durch den Punkt 2, y, 2 

Im Folgenden sollen zur besseren Uebersicht der Realititsverhilt- 
nisse fiir die Parameterwerthe g, und @, die besonderen Annahmen 
eo, = 4, und g, =m, gemacht und iiber 4, und mw, die Verfiigungen 
—w<i,<y und y < uw <6 getroffen werden. Das erhaltene 
Resultat lautet dann: 

Die Gleichungen der 4 gemeinsamen Tangenten, welche an das 
Ellipsoid 4 = 4, und das einschalige Hyperboloid u = u, des confocalen 


Systems von einem Punkte i, u,v gezogen werden kinnen, bezogen auf 
die Axen des Punktes, sind in der Proportion: 


Yim DGD, 4 / FI GAD , 4 7/'0= 00H 
(5) X:Y¥:Z=+ BD OD et Vf Cate one / PWN 


enthalten, wo die Ausdriicke rechter Hand umnmittelbar Richtungs- 
cosinus sind. 

An diese Darstellungsweise der gemeinsamen Tangenten der 
Flichen 4, und uw, kniipfen sich sofort einige Folgerungen an. 


Durch jeden Punkt, dessen elliptische Coordinaten A, uw, v den 
Ungleichungen: 


(6) @e>v>B, m>u>y, 4>’A>—co 


*) Vgl. Liouville, Liouville’s Journal, 1. Serie, Bd. XII, S. 423. 


COO te a tan aaa 
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entsprechen, gehen 4 reelle, im Allgemeinen getrennte Tangenten an 
die beiden Flichen 4, und g,; ein: solcher Punkt mag ein ,jfusserer 
Punkt mit Bezug auf die beiden Flichen 4, und uw,“ oder kurzweg 
ein ,diusserer Punkt“ genannt werden. 

Da sich die Richtungscosinus der Winkel, welche die 4 Tangenten 
in dem iiusseren Punkte 4, w, v mit den Axen des Punktes einschliessen, 
nur in den Vorzeichen unterscheiden, so hat das Quadrupel dieser 
Tangenten die EHigenschaft, durch Spiegelung an einer jeden der 
3 Tangentialebenen 7,, 7;,, TJ, der Flichen 4, w, v je in sich tiber- 
zugehen, oder anders ausgedriickt: 

Die 4 gemeinsamen Tangenten, die an die beiden Flichen 1, und 
Uy, von einem dusseren Punkte gelegt werden kinnen, ordnen sich in 
Bezug auf jede der 3 Axen des Punktes in 2 Paare, so zwar, dass 
bei jeder der 3 Anordnungen die bevorzugte Axe den Winkel eines jeden 
Paares halbirt. 

Mit Riicksicht hierauf sollen 2 durch den Punkt 4, uw, v gehende 
gemeinsame Tangenten der beiden Fliichen 4, und p, ein Paar in 
Bezug auf die Axe Nz, N, oder N, conjugirter Tangenten im Punkte 
4, w, v“* heissen, wenn ihr Winkel resp. durch die Axe N,, N, oder 
N, halbirt wird, oder was dasselbe ist, wenn sie durch Spiegelung 
resp. an den Ebenen 7), 7, oder J, in einander iibergehen. 

Es kénnen also die 4 Tangenten in dem dusseren Punkte 4, uw, v 
auf 3 Weisen in Paare conjugirter Tangenten gruppirt werden. Von 
diesen 3 Gruppirungen wird spiiter hauptsichlich diejenige zur An- 
wendung gelangen, bei welcher die Normale N, ausgezeichnet ist; 
wenn daher weiterhin von ,zwei einander conjugirten Tangenten im 
Punkte 4, w, v“ ohne niihere Bestimmung gesprochen wird, so sollen 
immer 2 solche Tangenten gemeint sein, deren Winkel von der 
Normale N, halbirt wird. 

Ruckt der Punkt 4, wu, v auf die Fliche 4, oder u,, so fallen die 
in Bezug auf N, oder beziiglich N, conjugirten Tangenten jeweils in 
eine zusammen. Alle 4 Tangenten werden fiir einen Punkt der 
Durchdringungscurve der Flichen 4, und m, coincident. 


§ 2. 
Vertheilung der einfachen Wurzelfunctionen auf die ausseren Punkte 


und die zugehérigen Normalebenen, sowie auf die gemeinsamen Tangenten 
der Flachen 4, und uy. 


Wenn man die Gleichungen (5) der gemeinsamen Tangenten der 
beiden Flaichen 4, und w, auf das urspriingliche Coordinatensystem 
des § 1 mit den laufenden Coordinaten 2’, y’, e zuriicktransformirt, 
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so nehmen dieselben in Folge der Relationen (4) die folgende Ge- 
stalt an: 


; : G1) e—e) . ( x" yy’ = eg —1) 
Pu Vx (v—u) \a—p + b—wu Y . 























a 
— aa fo Bite—#). ( xa" indy yy ae ae’ ie )=0 
a (v—w)(u—4) \a—v v—6 Gong . i 
Vf GoD. ( we gy’ sf. 1) 
. (uw — a) (v—A) a—yv v—B v—y 
(7) 





/ (v—Ao) (¥—to) va’ yy ee oe 
+ Fi: } ene (25 + B—4 + y—4 —1) pe SB 
, Noes) . (_s2 yy’ | apa ) 
Py (yv—w)(u—4) \a—a + 6 ? y—A 1 


~ (4o—A) (wo—2) , 
LF Pu eel 








Von den durch diese 3 Gleichungen mit ihren doppelten Vor- 
zeichen dargestellten 6 Ebenen gehen je 3 durch jede der 4 gemein- 
samen Tangenten der Flichen 4, und gw, im Punkte 4, wu, » und je 
2 durch jede der 3 Axen des Punktes. Jede der 6 Ebenen enthilt 
eine Axe und zwei in Bezug auf diese Axe conjugirte Tangenten in 
sich; je 2 durch dieselbe Axe gehende Ebenen enthalten alle 4 Tangenten. 

Die hiernach zu den gemeinsamen Tangenten der Flaichen A, und 
#) im Punkte 4, w, v einerseits und zu den Axen des Punktes andrer- 
seits in naher Beziehung stehenden 3 Ebenenpaare (7) sollen ,die dem 
Punkte zugehirigen Normalebenenpaare* heissen und mit E,, E,, E, 
bezeichnet werden, entsprechend den Axen N,, N,, N, des Punktes, 
die sie enthalten. Die beiden Ebenen eines Paares mégen dadurch 
unterschieden werden, dass dem Buchstaben # das in der entsprechen- 
den Gleichung (7) zur Verbindung beider Terme geltende Vorzeichen 
als oberer Index beigefiigt wird. Sonach sind E;- und E;+ die beiden 
durch die 1. Gleichung (7) dargestellten Ebenen, welche die Axe N; 
und je 2 in Bezug auf diese conjugirte Tangenten enthalten. Wo im 
Folgenden ausschliesslich das Ebenenpaar EF, zur Verwerthung gelangt, 
werden die Elemente desselben schlechthin ,die Normalebenen des 
Punktes 4, u, v“ genannt werden. 

Um iiber die Bedeutung der Vorzeichen in den Gleichungen (7) 
bestimmte Angaben machen zu kénnen, muss man iiber die Richtung 
der Hauptaxen der confocalen Flachen, der Axen der fusseren Punkte 
und der gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und uw, bestimmte 
Festsetzungen einfihren. 

Die Hauptaxen der confocalen Flichen sollen in der gewéhnlichen 
Weise orientirt sein, so dass, von der positiven Hiilfte der z-Axe aus 
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gesehen, die positive Hilfte der x-Axe in der umgekehrten Richtung 
des Uhrzeigers um 90° gedreht werden muss, um mit der positiven 
Hilfte der y-Axe zusammenzufallen. 

Von der positiven z-Axe aus gesehen, soll ferner die positive 
Durchlaufungsrichtung des Hauptschnittes « — y (¢ =() des Ellip- 
soides A, als die der Richtung des Uhrzeigers entgegengesetzte er- 
scheinen. Diese Richtung iibertriigt sich durch Continuitaét auf alle 
Kriimmungscurven uw = wu (y <u < Wo), welche die Zone (u)m,) des 
Ellipsoides 4, zwischen den beiden Aesten der Kriimmungscurve u = Uy 
durchziehen, und damit auf die Azen N, der fiusseren Punkte des 
Ellipsoides 4), An der Zone (u,u,) sind 4 Felder zu unterscheiden, 
fiir deren Punkte die Coordinaten 2, y beztiglich die Vorzeichen: 
++, —+,——, + — haben; innerhalb des einzelnen Feldes ist, 
in der positiven Richtung der Kriimmungscurven u =m gemessen, 
das Differential dv positiv oder negativ, jenachdem das Product xy 
positiv oder negativ ist. Mit andern Worten gesagt, es nimmt die 
Variable vy lings der positiven Richtung der Kriimmungscurven « = u 
zu oder ab, jenachdem zy positiv oder negativ ist. 

Die positive Richtung der z-Axe erscheint, wenn man auf der 
Aussenseite des Ellipsoides 4, den Hauptschnitt w = y durchlauft, 
bestiindig von der Rechten zur Linken laufend. In gleichem Sinne 
soll als die positive Richtung der einzelnen Stiicke der Kriimmungs- 
curven v =v, welche die Zone (u)u,.) quer durchsetzen, die von der 
Rechten zur Linken fiihrende Richtung gelten. Diese Richtung tiber- 
trigt sich auf die Aven N, der Punkte der Zone. In der positiven 
Richtung der Kriimmungscurven v = v gemessen, ist das Differential 
dw positiv oder negativ, jenachdem fiir die betreffende Stelle z positiv 
oder negativ ist. 

Die Bestimmungen, welche iiber die positive Richtung der Kriim- 
mungscurven “@ =m und der Stiicke der Kriimmungscurven v = v auf 
der Zone (uy @,) des Ellipsoides 4, getroffen wurden, sollen continuirlich 
auf die entsprechenden Zonen der das Ellipsoid 4, umschliessenden 
Ellipsoide 4 iibertragen werden. Die so fiir jeden fusseren Punkt P 
festgesetzte Richtung der Kriimmungscurven v = v und w =p des 
betreffenden Ellipsoides 4 theilt sich beziiglich den Axen N, und N, 
des Punktes mit, deren Anfangselemente im Punkte P mit deu be- 
ziiglichen Kriimmungscurven zusammenfallen. 

Die Normale N, des Ellipsoides 4 im Punkte P soll immer mit 
ihrer positiven Richtung in das Innere des Ellipsoides fihren, sodass 
dd, in dieser Richtung gemessen, positiv ist. 

Auf einer gemeinsamen Tangente der Flaichen 4, und wa) kann das 
Differential dv nur dann aus einem positiven in einen negativen Werth 
oder umgekehrt tibergehen, wenn die Tangente die Ebene v = 6 oder 
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vy = « durchsetzt, da sonst die Tangente eine Fliche v = v beriihren 
miisste, was nicht mdglich ist. Demnach kann die positive Richtung 
der Tangente geradezu dadurch definirt werden, dass der Werth des 
in dieser Richtung gemessenen Differentials dv positiv oder negativ 
sein soll, jenachdem an der betreffenden Stelle xy positiv oder 
negativ ist. 

Die durch die Formeln: 


— Va —iVa—pla —» Ve—iVp—uby —8 

oe Va—6Va-y °’ © Wa-BpVO—y 

pany TE see 

Va—yVB—y 

als Functionen der A, w, v definirten rechtwinkligen Coordinaten er- 
halten ihre verschiedenen Vorzeichen durch die Zweideutigkeit der 
Quadratwurzeln. Fiir die Punkte eines festen Ellipsoides 4(4 < A,) 
wird man den Wurzeln mit der Variablen 4 ein bestimmtes, etwa 
das positive Vorzeichen ertheilen; das Gleiche soll allgemein fiir die 
constanten Wurzeln Ya — B, Ya — y, VB—y geschehen. Aber auch 
die Wurzeln /a —u, VB — wu, ¥v —y diirfen fiir fiussere Punkte 
ein constantes positives Vorzeichen erhalten, da sie, als stetige Func- 
tionen des Ortes betrachtet, in Folge der Ungleichungen (6) im 
aiusseren Raume ihr Vorzeichen nicht wechseln. 

Die Zweideutigkeit der Coordinaten z, y, 2 der dusseren Punkte 
des Ellipsoides 4 fallt daher auf die Quadratwurzelu /a— v, Vv — B, 
Vu —y, die im iusseren Raume verschwinden und somit ihr Vor- 
zeichen wechseln kénnen. Jenachdem diese 3 Wurzeln das positive 
oder negative Vorzeichen erhalten, werden die Coordinaten 2, y, 2 
beziehungsweise positiv oder negativ sein. Es sollen mit Riicksicht 
hierauf die Wurzeln /a — v, Y/v — B, Yu — y, einschliesslich der 
betreffenden Vorzeichen, die ,,dem Punkte x, y, 2 zugehirigen ein- 
fachen Wurzelfunctionen“ heissen. 

In analoger Weise, wie die rechtwinkligen Coordinaten 2, y, 2 
eines Punktes P driicken sich die vom Coordinatenanfangspunkt auf 
die Tangentialebenen 7, T,, TJ, der Flichen 4, wu, v im Punkte P 
gefallten Perpendikel P,, P,, P, durch die elliptischen Coordinaten 
des Punktes aus; es ist niimlich*): 





= LPL Se Va—wVB—uVa—y 
(9) P, Vu ——s. , Pu a Vu—iVo—p r 


Pw Va—vVv —BVo—y ; 


, i d Vo—u u 
*) Vgl. Salmon-Fiedler a. a. O., Art. 165, 
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Es sollen nun hier unter /a —v, /v —B, Vu— y die dem 
Punkte P zugehdrigen einfachen Wurzelfunctionen verstanden, alle 
iibrigen Quadratwurzeln aber positiv gerechnet werden, sodass P, immer 
positiv, dagegen P, positiv oder negativ, jenachdem z, und P, positiv 
oder negativ ist, jenachdem sy positiv oder negativ ausfallt. In dieser 
Bedeutung sollen P,, P,, P, auch in den Substitutionsformeln (4) 
genommen werden, nach welchen P,, P,, P, die Coordinaten des 
Mittelpunktes M der confocalen Fliichen in Bezug auf die Axen des 
Punktes P sind. In Uebereinstimmung mit den obigen Festsetzungen 
iiber die Richtung der Axen Nj, N,, N, liegt dann der Punkt M 
immer auf der positiven Seite der Ebene N, N,, d. i. auf der Seite der 
positiven Halbaxe N,, ferner auf der positiven oder negativen Seite 
der Ebene N,N,, jenachdem z positiv oder negativ, endlich auf der 
positiven oder negativen Seite der Ebene N, N,, jenachdem xy positiv 
oder negativ ist. 

Auf Grund der gemachten Festsetzungen ist die Bedeutung der 
Vorzeichen in den Gleichungen (7) allgemein angebbar. Die Gleichung 
des 1. Ebenenpaares (7), welches die Normale N, als Axe hat, lautete 
in den Coordinaten X, Y, Z: 


Vo=iVemm yp Vaan nme 
Ran," * eee 

Denkt man sich auch hier den beweglichen Punkt P =A, u, v 
auf die Zone (u,u,) eines festen Ellipsoides 4 beschrinkt, so kann 
von den vorkommenden Quadratwurzeln nur eine einzige, Vu) — #, 
als Function des Ortes 4, w, v betrachtet, ihr Vorzeichen wechseln. 
Das Gleiche wiirde gelten, indem der Punkt P= A, wu, v iiberhaupt 
in dem durch die Ungleichungen (6) bestimmten fusseren Raume sich 
bewegte, wenn nicht die Quadratwurzeln //v — 4 und fu — A beim 
Durchgang durch 4 = — oo selbst unendlich wiirden; es hat indessen 
ein dabei bewirkter gleichzeitiger Vorzeichenwechsel der beiden Quadrat- 
wurzeln auf die vorliegende Gleichung keinen Einfluss. Demnach ge- © 
hért das doppelte Vorzeichen in der Gleichung wesentlich zu der 
Quadratwurzel //u,— u. 

Die positive Richtung der beiden gemeinsamen Tangenten der 
Flichen 4, und w,, welche in der Ebene E,~ oder E,+ liegen, bildet 
nun nach der Definition dieser positiven Richtung mit der positiven 
Richtung der Normale N, im Punkte P immer einen spitzen Winkel ; 
jenachdem sie daher mit N, einen spitzen oder stumpfen Winkel 
bildet, gilt in der betrachteten Gleichung das obere oder untere Vor- 


zeichen, sofern man /u,— uw, wie die itibrigen Wurzeln, positiv 
denkt und das zu /u,—w gehérige doppelte Vorzeichen explicite 
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schreibt. Es gilt daher auch in der 1. Gleichung (7) das obere oder 
untere Vorzeichen, jenachdem die in der dargestellten Ebene E, ent- 
haltenen*) gemeinsamen Tangenten der Flichen 2, und uw, mit N, einen 
spitzen oder stumpfen Winkel bilden. 

Mit Riicksicht hierauf soll unter der ,,einer Normalebene E, zu- 
gehorigen einfachen Wurzelfunction“ der positive oder negative Werth 
von /#)— ™ verstanden werden, jenachdem die in der Ebene ge- 
legenen*) Tangenten mit der Axe N, einen spitzen oder stumpfen 
Winkel bilden, Bedeutet dann in der 1. Gleichung (7) Yu, — w die 
der darzustellenden Ebene EF, zugehérige Wurzelfunction, so bleibt an 
Stelle des doppelten Zeichens + nur das Zeichen — explicite stehen. 

Um die beiden durch den Punkt P—A, u,v gehenden und in 
einer der Normalebenen FE, enthaltenen gemeinsamen Tangenten der 
Fliichen 4, und uw, ihrerseits zu unterscheiden, soll denselben je einer 
der beiden Werthe von )/A, — 4 zugeordnet werden, der positive Werth 
derjenigen Tangente, welche mit der Axe Nj, einen spitzen, der 
negative derjenigen, welche mit N, einen stumpfen Winkel bildet. 
Diese Zuordnung rechtfertigt sich mittels der 2. Gleichung (7) in 
analoger Weise, wie die Zuordnung der Wurzel /u,—w zu den 
Ebenen EF, mittels der 1. Gleichung (7). 

Zusammenfassend kann man die vorstehenden Ergebnisse so aus- 
sprechen : 

Einem den Ungleichungen (6) entsprechenden Werthsystem A, w, v 
der elliptischen Coordinaten entsprechen 8 dussere Punkte P, die sich 
durch die Vorzeichen der sugehirigen einfachen Wurzelfunctionen 
Va—v, Vv—8B, Vu—y unterscheiden. 

Zu jedem dieser 8 Punkte gehiren zwei Normalebenen E,, welche 
durch die Verschiedenheit des Vorzeichens der szugehirigen einfachen 
Wurzelfunction Vu, — ue auseinander zu halten sind. 

In jeder der beiden Normalebenen liegen zwei in dem betreffenden 
Punkte einander conjugirte Tangenten der Flichen 2, und uw, welche 


durch das Vorzeichen der zugehérigen einfachen Wurzelfunction VA, — 4 
charakterisirt werden. 


§ 3. 
Die homogenen Coordinaten der beiden Normalebenen eines Punktes als 
Functionen seiner elliptischen Coordinaten. 


Die 1. Gleichung (7) der dem Punkte P=2w,y,2=4,u,¥v wu- 
gehérigen Normalebenen E, lautet, wenn man wach dem in § 2 ge- 





*) In einer Ebene des Raumes liegen im Allgemeinen 4 gemeinsame Tan- 


genten der Flichen 4) und go; es ist aber hier nur von der Anordnung der 4 
durch einen gegebenen Punkt gehenden Tangenten die Rede, 





(1 
































Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 13 


troffenen Uebereinkommen nur das obere der beiden Vorzeichen explicite 
stehen lisst, ferner in homogener Schreibweise x:t, y:t, 2: ¢ fiir 
x,y, 2 einftihrt und nach den laufenden Coord:saten te y,2,t ordnet: 





Vv—2, — Ay ats Mo > x _ Va- ae — Ag Vinny — - x& P 
| a ee 
Vv —ig Vo ~ ito : y Vu-—’y Viuo— r » 

(10) +{ Vat Vom=p Bet Fates “g ta} 
! _ Vo—g Vv—a : Z cas 4) Vu—2, Viig—u ‘ eile, . 

= Vv—2 Vo—w Pu w—y + Vo—u Vu -2 Pe sti\e 

+ Vy —Ay ya - Pp . t +. Vu-—r 0 Vito ’ P, “ i f’ pea 


\ Vo—i Vo— 


Die in Klammern +a Coefficienten von 2’, y’, 2’, ¢ mégen 
als die homogenen Coordinaten der Ebene E, mit &, 7, £, t bezeichnet 
werden, so dass die Gleichung der Ebene die Form erhiilt: 

(11) c-a tyne t+h-e +r. =0, 

Die Formeln (8) und (9) gestatten nun die in der Gleichung (10) 
gegebenen Verhiiltnisse der §, 1, €, r durch die elliptischen Coordinaten 
des Punktes P darzustellen. Indem man dabei zur Erleichterung fiir 
spitere Zwecke gewisse Factoren hinzufiigt, die auf die Verhiltnisse 
der §,, €, 7 ohne Kinfluss sind, kann man das erhaltene Resultat so 
formuliren: 

Die homogenen Coordinaten §, y, €, t der beiden Normalebenen 
E, im Punkte P= x,y, 2,t=—4, u,v driicken sich, mit einem Pro- 
portionalititsfactor x, in den elliptischen Coordinaten des Punktes folgen- 
dermaassen aus: 


x. Va—A, = AB. 5 Aine has 


Vo—vVB—wVu— = Vv — 29 Vv— 4) —Vee— aVe=BVE yVu—’y Vo—e 
(v—w) Va—BV a—yVB—y 











aie Vp—i,VB—2 
dl VB— 7 = Fy a—BVB—y 
Va—wVo—pVu— secutinineiad 0 VB—nVv— 1Vn= toV oP 
(12) (v—n) Va—BVa—yVB—y 
pe — he 
: x.Vy—a,.€= VaaVi= 


a EE Ee 
(v—w) Va—BVa—y VB—y 
x4.tT= 
_ Veen V Ba V wy Vo V v= ty — Vee—v Vo—BV 0 Vine 10 Vito— 
| (—n) Va—BVa—yV By 
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Hier bedeuten fa —v, Vv —B, Vu—y die dem Punkte P cuge- 
hirigen einfachen Wurzelfunctionen und Vu, — uw die der einzelnen Ebene 
E, zugehirige einfache Wurzelfunction, wiihrend alle iibrigen Wurzeln 
positw gelten. 

Die Ebenencoordinaten §&, 9, €, t erscheinen hiernach als mehr- 
deutige symmetrische Functionen der beiden elliptischen Coordinaten wu 
und v. Die besondere Stellung der elliptischen Coordinate 4 hat ihren 
Grund in der Auswahl des durch die Axe N, gehenden Ebenenpaares 
E, unter den 3 dem Punkte P zugehérigen Ebenenpaaren F,, E,, E,. 

Zu einem Werthetripel 4, uw, v gehéren im Allgemeinen 8 Werth- 
systeme der 3 in (8) definirten Verhiltnisse der x, y, 2, ¢, dagegen 16 
Werthsysteme der 3 in (12) definirten Verhiltnisse der & 7, §, r. Die 
ersteren sind durch die Vorzeichen der einfachen Wurzelfunctionen 
Va—v, ¥v— 8B, Vu—y, die letzteren durch diese und iiberdies 
durch das Vorzeichen der Wurzelfunction /u, — wu unterschieden. 

Fiir die Punkte des einschaligen’Hyperboloides u, fallen die beiden 
zugehérigen Normalebenen E, in die Tangentialebene 7, des Hyper- 
boloides zusammen, und das analytische Unterscheidungsmoment, das 
Vorzeichen von Yu, — uw, verschwindet. 

Da die dem Punkte z, y, 2,  zugehérigen Normalebenen E, beide 
ibrer Definition nach den Punkt enthalten, muss die Bedingung (11) 
der vereinigten Lage von Punkt und Ebene fiir 2, y', 2, ¢ = a, y, 2, t 
identisch erfiillt sein. In der That liefert die Substitution der Werthe 
(8) und (12) in die Gleichung (11) eine in Bezug auf 4, uw, v, unab- 
hingig vom Vorzeichen von /u,— u, identische Gleichung. 


§ 4. 
Die homogenen Liniencoordinaten der gemeinsamen Tangenten der 


Flichen 4, und w, als Functionen der elliptischen Coordinaten des 
Beriihrungspunktes mit der Flache 4,. 


Zwei einander conjugirte gemeinsame Tangenten der Flichen 4, 
und w,, welche durch den adusseren Punkt P = a, y, 2 = A, wu, v gehen 
und in einer der beiden Ebenen £, liegen, fallen in eine Tangente 
zusammen, wenn der Punkt P auf die Fliche des Ellipsoides zu liegen 
kommt. Die beiden in einem Punkte P der Fliche 4, noch vorhan- 
denen getrennten Tangenten erscheinen daher als Schnittlinien der 
Tangentialebene des Ellipsoides 4, in dem Punkte x, y, ¢ mit den beiden 
zugehorigen Normalebenen £),. Als solche stellen sich diese Tangen- 
ten durch die Gleichungen: ; 


Vv — to Vino—u , 
xX =0, ————_* + Y — —3 —".Z=0 
Vo—wu Vo —w 
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in laufenden Coordinaten X, Y, Z (vgl. § 1, 5) oder: 





+ 44-4+ 4-1-0, 


= — Ay y — ro 
Vv — wo La yy ze 
~ a - =F — —__-__. — ]] 
| Vo—w pearas + B—w u—y ) 
| ‘<_ | 
‘ ae. MS is “= 1)—0 
{ Ve—o av re v—y 


in laufenden Coordinaten 2’, y’, 2 dar; dabei ist Yu, — mu die der 
Ebene £,,, in der die einzelne Tangente liegt, zugehérige einfache 
Wourzelfunction. 

Durch Combination beider Gleichungen ergiebt sich: 


yy ze ) 
V7» Pu(W—de) e—ere) + GS ANEW) ~ GHA ea 
za’ 


— { yy 
—Vite—B- Py (¥ - 4) e-a5ja=9) — GOLA — GEST 


a 


==(), 


und wenn man nach 2, y’, 2 ordnet und die Werthe (8) und (9) der 
x,y, 2 und der P,, P, einsetzt: 


(13) px +qy +rzé=0, 

wo die Verhialtnisse der Coefficienten p,q, 7, mit einem Proportionali- 
tiitsfactor x, durch folgende symmetrische Functionen der beiden ellip- 
tischen Coordinaten uw und v gegeben werden kénnen: 


Va—wWV B= WV w—yV u—1V vty —Vee—wV v — BV 9 — Vv — 2 oy — 
(»—w) Vaa—BV a—yV todo 


Vc —wV v>— BV u—V w— AV v— tp + Vee—V B— WV v—yV AV ty — 
VB—’,.q= = w— doll 9— to ET 
(14) )*- Vay. a= (o—n) Va—6V 8 —7V no —hy 


Ce ee —uV vy —yV wp — AV 9 =, — Va—W v — BV w— WV 92V wo 





x.~Va—A,.p=+ 





(»—m) Ve—yV B—yV wy —hy 





Die in Riicksicht auf spiitere Zwecke den Ausdriicken rechter Hand 
zugefiigten gemeinsamen Factoren sind auf die Verhiltnisse der p, g, r 
ohne Einfluss. Unter //a —v, /v — B, Vu -—y sind, wie oben, die 
dem Punkte P zugehérigen Wurzelfunctionen, unter /u,— mu die der 
Ebene E,,, welche die betrachtete Tangente enthilt, zugehérige Wurzel - 
function verstanden; alle iibrigen Wurzeln sind positiv. 

Das Resultat ist zunichst dies: 

Eine gemeinsame Tangente der Fliichen 4, und w, in einem Punkte 
P=2,y,2=4A,, u,v der ersteren Fliche ist in laufenden Coordinaten 
x,y’, 2 durch die beiden Gleichungen: 





= ——— 
—— 
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ay He ee tee 1no, 

(13) px +qy+rz=0 

dargestellt, wo x,y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P, 
Pp, q,7 aber die in (14) definirten Functionen seiner elliptischen Coordi- 
naten sind. Die dargestellte Tangente bildet mit der Kriimmungscurve 
v =v des Ellipsoides 4, einen spitzen oder stumpfen Winkel, jenach- 
dem in (14) Yu, — uw positiv oder negativ ist. 

Die Gleichung (13) kann als Gleichung eines Ebenenbiindels mit 
den homogenen Coordinaten p,q, r betrachtet werden. Jedem Punkte 
P der Fiiche 4, gehéren 2 Ebenen dieses Biindels zu, welche die 
beiden gemeinsamen Tangenten der Flaichen 4, und w, in dem Punkte 
enthalten. Der Punkt P liegt in jeder der beiden ihm in diesem Sinne 
zugehérigen Ebenen des Biindels, und entsprechend ist die Gleichung 
(13) identisch erfillt, wenn man darin fiir zw, y’, 2 die Werthe 
(8) der Coordinaten des Punktes P (mit 4 = 4,) und fiir p, g,7r die 
Werthe (14) substituirt, gleichviel ob daselbst j/u, — uw positiv oder 
negativ ist. 

Durch die elliptischen Coordinaten uw, v des Punktes P der Fliche 
4, ist die Ebene p, q, r achtdeutig bestimmt; denn von den 16 Combi- 
nationen der Vorzeichen der 4 Wurzelfunctionen /a — v, Vv — B, 


Vu —v, Vu) — eu geben die durch. gleichzeitige Umkehr der 4 Vor- 
zeichen auseinander hervorgehenden Combinationen dieselbe Ebene. 
Geometrisch entspricht diesem Umstande, dass die 16 gemeinsamen 
Tangenten der Flichen A, und wy, welche zu 8 Punkten der Fliche 4, mit 
gleichen w, v gehdren, paarweise in derselben Ebene p, g, 7 liegen; 
jedoch so, dass 2 Tangenten, die in demselben Punkte beriihren, in 
verschiedenen Ebenen liegen, und 2 Tangenten, die in derselben 
Ebene liegen, in verschiedenen Punkten beriihren. 

Fiir die Punkte 4 = 4,, » = uy, v = v der Durchdringungscurve 
der beiden Filiaichen 4, und gw, verschwinden die zweiten Glieder im 
Zahler der Ausdriicke (14), und damit die Unterscheidung der beiden 
einem Punkte x, y, 2 im Allgemeinen zugehérigen zwei Ebenen p, q, r, 
entsprechend dem Umstande, dass in den Punkten der Durchdringungs- 
curve die beiden Tangenten der Flichen 4, und mw, zusammenfallen. 

Die Darstellung (13), (15) der gemeinsamen Tangenten der Flichen 
4, und w, vermittelt den Uebergang zu den Pliicker’schen Linien- 
coordinaten dieser Tangenten. 

Die Tangenten bilden eine Liniencongruenz 4. Ordnung und 4. 
Classe. In den 6 homogenen Strahlencoordinaten p; ; der geraden Linie, 
die sich als Functionen zweier beliebiger Punkte 2, y, 2 und wv’, y’, 2 
der Linie in der bekannten Weise: 
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(16) - =2—@, DPp=y—-Y¥, Pyme—#, 

Py = 9% — 2Y, Dy = 2 — ae, py ay — ye 
ausdriicken, stellt sich die Liniencongruenz der gemeinsamen Tangen- 


ten der Flaichen. 4, und w,, zuziiglich der zwischen den Liniencoordi- 
naten bestehenden Identitat, durch folgende 3 Gleichungen dar: 


Pr2Psq + Pig P42 + PrgP23 = 9, 
Pie 4 Pis 4 ei Pe Re lk 
a— Ay B — Ay y— % (6 — Ao) (y —Ao) (y —49)(a@— Ao) (a — Ao) (B —Ap) 














0, 


Pie Pis Pis 4+ Ps Pig P33 


a— tye ' B—wto Bo—Yy | (B—tHo) (uo—y) - (Wo—Y)(@—Eo)  (@— fy) (B—to) 








Um die Coordinaten. p;, der Congruenzstrahlen von den elliptischen 
Coordinaten w, v der Beriihrungspunkte mit der Fliche 4, abhingig 
zu machen, entnimmt man zuniichst aus (13), (15) fiir die Verhiltnisse 
der Liniencoordinaten die Werthe: 











, r 2q , 

«Dy = Be — y—i,’ % - Py =P, 
' Zp “r , ai 

. er So ge *- Po =, 
, ‘eq yp , 

M4 Py = ai =e a—i,? x Pou = 7, 


wo x einen Proportionalitiitsfactor bedeutet. Indem man alsdann die 
Coordinaten z, y, 2 des Berthrungspunktes und die Coordinaten p, gq, r 
der den Strahl enthaltenden Ebene des Biindels von den uw, v abhingig 
ausdriickt, erhalt man die gewiinschte Form der Liniencoordinaten. 
Das Resultat kann in folgender Form ausgesprochen werden: 

Sind w, v die elliptischen Coordinaten des Beriihrungspunktes einer 
gemeinsamen Tangente der Fliichen 4, und w, mit der Fliche 4,, so 
héingen die Liniencoordinaten der Tangente von u, v in dieser Weise ab: 











a dail V cw v— BV v— WV —2V 0— wo Vc —V B—wV uw —yV 9— AV tro— 
Va— dy (»—pw) Va—PV a—yV wy — dy 

fe NEN A VW 
VB—i, : (v—n) Va —BV B—yV wo—dy 

ee Vee WV BV WV AV 9 — pV c= wd BV 0 92D too 
Vy — 4 (v—p) Va—yV B—yV 2 

ye Pe (Vee VB VV v1 0— wy Vc — pV 9 — BV 9 — WV 90) tro — 

VB—’, Vy—’y (»—p) Vee— BV a—yV wy — do 


Mathematische Annalen. XXII. 2 
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ye ——— Pee Veo BV eV eV 0 ty V eV BWV v— WV BV tho 
Vy—ty V2, (»—w) Va—BVB -yVug—dy 

ee Ps Ve BWV 9 WV 2 99 —V eV 9 BV 0 WV 9 to 
Va—Iy VB—1, (»—@) Va—yV B—yV wy Ay 


Hier ist x ein Proportionalititsfactor, und bedeuten /a — v, 
V¥v—B, Yu —y die dem Berihrungspunkte zugehdrigen einfachen 
Wurzelfunctionen, und ist /u, — u positiv oder negativ, jenachdem 
die positive Richtung des Strahles p,, mit der positiven Richtung der 
Kriimmungscurve vy =v einen spitzen oder stumpfen Winkel bildet. 

Die einem Werthepaare uw, v entsprechenden 16 Tangenten erhalten 
ihre Liniencoordinaten p;,;, indem jeweils in den Definitionsgleichungen 
(18) die 16 Vorzeichencombinationen der 4 Quadratwurzeln Va—v, 


Vv — B, Vu — 7, Vey — & benutzt werden. 


§ 5. 
Differentialgleichungen der gemeinsamen Tangenten der Flichen 
A, und m,. 

Die Gleichungen (5) des § 1, welche in den §§ 2—4 zur Dar- 
stellung der algebraischen Bestimmungsstiicke der gemeinsamen Tan- 
genten der Flichen 4, und g, durch elliptische Coordinaten benutzt 
wurden, fiihren andrerseits auf die Differentialgleichungen der bezeich- 
neten Tangenten in elliptischen Coordinaten. *) 

Sei auf einer der 4 vom Punkte P=wz,y,z2=41,u,¥v an die 
Flichen 4, und pw, gelegten Tangenten ein Element dS durch den 
Punkt 4, w, v und den in der positiven Richtung (vgl. § 2) der Tangente 
folgenden Nachbarpunkt 4+ da, w+ du, v + dv abgegrenzt. 

Die Proportion (5), der die Coordinaten X, Y, Z der Punkte 
der Tangente gentigen, muss im Besonderen erfiillt werden, wenn 
man fiir X, Y, Z die Projectionen do,, do,, do, des Elementes dS 
auf die Axen N,, N,,.N, des Punktes P substituirt. Diese Projectionen 
hiingen von den Differentialen dA, du, dv in folgender Weise ab:**) 


1 _Ve—iVo=i-di_ 1 Vora Vu=i- dy 
2 Va—ia VB—i Vy—A , 2 Va—uVB—w Vu—y ) 


wae Voi Vv—wu-dv 
> ee’ 


a6, = 





dé, = 








*) Eine Andeutung hieriiber findet sich bei Liouville, Liouville’s Journal, 
Bd, XII (1847), S. 255. 

**) Vergl. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, herausgegeben von Clebsch, 
8. 205, 210. 
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wo wiederum unter /a —v, /v —B, Vu—y die dem Punkte P zu- 
gehérigen einfachen Wurzelfunctionen zu verstehen sind, alle tbrigen 
Wurzeln aber positiv gelten sollen. 

Es bleibt dann in Uebereinstimmung mit den Anschauungen des 
§ 2 fiir aussere Punkte des Ellipsoides 4-do, immer positiv; dagegen 
wird do, positiv oder negativ, jenachdem dw und /u —y gleiches 
oder verschiedenes Vorzeichen haben, und stimmt das Vorzeichen von 
do, mit dem von dA iiberein, d. h. sind do, und da gleichzeitig von 
positivem oder von negativem Werthe. 

Indem man bei der dreigliedrigen Proportion (5) die doppelten Vor- 
zeichen, die nur an 2 Stellen beibehalten zu werden brauchen, im 
Sinne des § 2 in die Wurzeln /A, —4 und Yu, — uw hineingelegt 
denkt und alle andern Wurzeln positiv nimmt, gewinnt die Proportion 
mit Einsetzung der Werthe von do, do,, do, die Form: 


Va—iVo—i-da_ | Vou Vu—i-du | Voi Vow do 
Va—1VB—aVy—i © Vo—wVB—u Vu-—y = Va—v Vo —BVo—y 
— Vig=iVug—t , Vado Vigo—e , Von— 2 Voto | 


Nias Vu-—1 Vo—i 7 Vo—uVu—a } Vv—iVo—p 


Hier unterscheidet das Vorzeichen von /u, — die beiden Paare in 
Bezug auf N, conjugirter Tangenten im Punkte P, und das Vorzeichen 











von V/A, — A die beiden Tangenten des einzelnen Paares. Mit den 
Abkiirzungen: 


N=Va—’YB—’Vy—1 VQ —A Vu —A, 

M=Va—u VB—e Vu—y Ve—y Vito, 

N= Va—v Vv— B Vv— 7 Vv — 4, Vo— My 
schreibt sich die Proportion in der einfacheren Gestalt: 


di du | dv bi ath ak Mi ail 
VK wiwm=’-6#:9 Azu a. 


Da fiir fiussere Punkte die rechts stehenden Differenzen immer positiv 











sind, dasselbe aber von 5 gilt, so miissen auch en und Se. positiv 
ausfallen. 

Das Resultat ist somit dieses: 

Wahlt man fiir einen dusseren Punkt P = 1, u, v eine der beiden 
Normalebenen E;* und in dieser eine der beiden conjugirten gemeinsamen 
Tangenten der Fliichen 4, und wy aus, so lauten die Differentialglei- 
chungen dieser Tangente T: 

ah ey — wiv —aiw—a”, 
wo in den Producten NV, M,N Va—v, Vv —B, Vu — vy die dem 
Q* 
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Punkte P, Vu, — u die der Ebene E, und i, — A die der Tangente 
augehorigen einfachen Wurzelfunctionen sind, und alle andern Factoren 
positiv gelten. 

Geht man von den Producten \’, M’, N’ der einfachen Wurzelfunc- 
tionen zu den zusammengesetzten Wurzelfunctionen: 





A = V(« — 4) (B — 4) (y — 4) (ay — 4) (Uy — 4), 
M=Ve—) PH) —) UA) yw) 
N = (a — v) (v — B) (v— 9) & — Ay) (v — Mg), 

iiber und schreibt die Differentialgleichungen der Tangente in der Form: 


(19) Se Se ype — arpa, 


so hat man die Vorzeichen der zusammengesetzten Wurzelfunctionen 
. 2 = alle 
.* = 6S 
positiv oder alle negativ ausfallen. Aus der erhaltenen Proportion 
gehen nun in Folge der Identititen: 


(v—p)—(v—4) + (u— 4) =0, 
A(v — w) — wv — 4) + o(u— A) =0 
die hyperelliptischen Differentialgleichungen hervor: 


allgemein so zu bestimmen, dass die Differentiale - 


di du dv 
7. =a. 
(20) 
a 
A mM SE eis 


Es sind dies also die Differentialgleichungen der gemeinsamen Tangenten 
der Fliichen 4, und uy in elliptischen Coordinaten. 


§ 6. 
Vertheilung der zusammengesetzten Wurzelfunctionen auf die dusseren 
Punkte. 


Die Fortschreituugsrichtung von einem Punkte P=A,u,v zu 
einem Nachbarpunkte 4+ d4, u+du, v+ dy giebt nach § 5 die 
Richtung einer gemeinsamen Tangente 7 an die Flichen 4, und wy, 
wenn die Differentiale dA, du, dv den Gleichungen (20) mit einer der 
4 verschiedenen Combinationen in den Vorzeichen der Verhiltnisse der 
Quadratwurzeln A, M, N geniigen. In diesem Sinne gehdrt jedem 
durch seine Endpunkte 4, wu, vy und A+ dd, w+ du, v + dv charakte- 
risirten Linienelement dS einer solechen Tangente 7' eine bestimmte 
Combination in den Vorzeichen der. Verhiltnisse der Quadratwurzeln 
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A, M, N zu. Man kann aber dariiber hinaus dem Elemente dS eine 
bestimmte Combination der Vorzeichen der Quadratwurzeln A, M, N 
selbst zuordnen. 

Nach den Festsetzungen des § 2 haben namlich die Differentiale 
da, du, dv, von einem iusseren Punkte P in der positiven Richtung 
einer Tangente 7’ gemessen, durchaus bestimmte Vorzeichen, d. h. es 
ist vollig bestimmt, ob ein jedes derselben fiir das Element dS einen 
positiven oder negativen Werth hat. Diejenigen Werthe der Quadrat- 
wurzeln A, M, N, welche ihrem Vorzeichen nach beziiglich mit dA, 
du, dv iibereinstimmen, sollen die dem Elemente dS oder auch die 
dem Punkte 4, w, v, als einem Punkte der Tangente T, zugehirigen zu- 
sammengesetzten Wurzelfunctionen heissen. 

Der Zusammenhang dieser zusammengesetzten mit den friiheren 
einfachen Wurzelfunctionen ist nach § 5 ersichtlich. Es hat -niimlich 
N fiir das Element dS das Vorzeichen des Productes der dem Punkte 
P wagehdrigen einfachen Wurzelfunctionen /a —v und /v — B; es 
hat M das Vorzeichen des Productes der dem Punkte P zugehoérigen 
Wurzelfunction /u— y und der der Ebene FE, der Tangente 7 zuge- 
hérigen Wurzelfunction /u,—w, endlich A das Vorzeichen der der 
Tangente 7’ selbst zugehdrigen Wurzelfunction //4, — 4. Durch die 
5 einfachen Wurzelfunctionn ~a—v, Vv—B, Vu—y, Vey —e, 
V4, — A der elliptischen Coordinaten 4, u,v, welche der Vereinigung 
dreier geometrischer Elemente: eines Punktes P, einer seiner beiden 
Normalebenen F, und einer der beiden in dieser enthaltenen Tangenten 
der Flachen A, und uw, durch P, eigenthiimlich sind, sind also die dem 
Punkte P, als einem Punkte der Tangente 7’, zugehérigen zusammen- 
gesetzten Wurzelfunctionen vollig bestimmt; aber nicht umgekehrt. In 
der That gehéren zu einem Werthetripel 4, u,v 8 Punkte mit je 4 
Tangenten 7’; um die 32 Tangenten zu unterscheiden, miissen an Stelle 
der 8 Vorzeichencombinationen der zusammengesetzten Wurzelfunc- 
tionen A, M, N die 32 Vorzeichencombinationen der 5 einfachen 
Wurzelfunctionen eintreten. Da indessen die zusammengesetzten Wurzel- 
functionen in Kapitel II zur Definition der Irrationalitit eines hyper- 
elliptischen Gebildes néthig sein werden, soll die Vertheilung derselben 
im fiusseren Raume noch kurz betrachtet werden. 

Lisst man den Anfangspunkt P = A, uw, v des Elementes dS lings 
der betreffenden Tangente 7’ stetig fortlaufen, so werden sich die den 
successiven Elementen zugehérigen Wurzelfunctionen A, M, N stetig 
iindern und ihre Vorzeichen beibehalten, solange keines der Differen- 
tiale dd, du, dv sein Vorzeichen wechselt, d. h. aus einem positiven 
in einen negativen Werth oder umgekehrt tibergeht. 

Es liegen aber, wie aus der Natur des confocalen Systems. (1) 
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ersichtlich ist, auf jeder Tangente 6 Punkte, in denen ein derartiger 
Zeichenwechsel stattfindet, nimlich die beiden Beriihrungspunkte der 
Tangente mit den Flichen 4, und mw, und die 4 Schnittpunkte der 
Tangente mit den Ebenen des Coordinatentetraeders, auf welches die 
Gleichung (1) bezogen ist. Diese 6 Punkte sind durch die Werthe: 
A=—oo, A=A; w=, b=; V—6, v—a je einer ihrer 
elliptischen Coordinaten charakterisirt, und es bilden die Werthepaare: 
—ood,, yu), Ba nach (6) zugleich die Grenzen, innerhalb deren die 
Coordinaten 4, wu, v eines Punktes einer reellen Tangente der beiden 
Flichen 4, und uw, beziehungsweise sich bewegen. 

Wenn also der Anfangspunkt P = 4, u,v des Elementes dS der 
Tangente T die ganze im Unendlichen geschlossen gedachte Tangente 
durchliuft, so wechselt jede der zugehirigen Wurzelfunctionen A, M, N, 
indem sie durch 0 oder co hindurchgeht, zweimal das Vorseichen. 

Nimmt daher auch jede der Variablen A, uw, v lings der Tangente 
jeden der ihr durch die Ungleichungen (6) zugewiesenen Werthe je 
zweimal an, so unterscheiden sich doch zwei Stellen, in denen die 
Variable den nédimlichen Werth hat, durch das Vorzeichen der gleich- 
bezeichneten Quadratwurzel A, M oder N, welche den Stellen zugehért. 
Was im Besonderen das Verhalten der Quadratwurzel A angeht, der 
spiterhin eine ausgezeichnete Rolle zufallen wird, so wird jede gemein- 
same Tangente der Flichen 4, und w, durch ihren Beriihrungspunkt 
mit 4, einerseits und ihren Durchschnitt mit der unendlich fernen 
Ebene andrerseits in 2 Hialften getheilt; auf der einen, der vom Un- 
endlichen her auf den Beriihrungspunkt zulaufenden Hilfte, ist A 
positiv, auf der andern, vom Beriihrungspunkt fortlaufenden negativ. 
Um dem gewodhnlichen Gebrauche zu folgen, nach welchem die vom 
Nullpunkt fortlaufende Hilfte einer Geraden positiv genannt wird, hat 
man also an jeder gemeinsamen Tangente der Flichen 2, und uw, eine 
positive und eine negative Hiilfte zu unterscheiden; auf jener ist A 
negativ, auf dieser positiv. 

Wenn im Vorstehenden jedem Punkte einer gemeinsamen Tan- 
gente der F'lachen 4, und mw, von bestimmter Richtung die 3 Wurzel- 
functionen A, M, N mit bestimmten Vorzeichen als zugehérig ange- 
sehen wurden, so wurde davon abstrahirt, dass jeder in Bezug auf 
die Flachen 4, und mw, dussere Punkt des Raumes auf 4 solchen Tan- 

_genten liegt, und dass ihm in diesem Sinne 4 durch ihre Vorzeichen 
verschiedene Werthsysteme A, M, N zukommen, die sich auf die 4 
von ihm ausgehenden Tangentenelemente dS vertheilen. Nach der 
Definition der positiven Richtung der Tangenten (§ 2) stimmen in den 4 
einem Punkte 4, w, v (als einem Punkte auf 4 gemeinsamen Tangenten der 
Flichen 4, und u,) eugehdrigen Tripeln zusammengesetater Wurcelfunctionen 
A, M, N immer die 4 Wurzelfunctionen N im Vorzeichen iiberein. Die 
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Vorzeichen der 4 Tripel A, M, N fallen also unter den Typus: +, +, ¢; 
—,+,¢e; +,—, &.—, —, €} wo e==-+ oder — ist, jenachdem fiir den 
Punkt 4, u,v xy positiv oder negativ ausfallt. 

Was die Vertheilung der 4 dem Punkte zugehérigen Tripel zusam- 
mengesetzter Wurzelfunctionen auf die Elemente dS der 4 Tangenten 
durch den Punkt angeht, so unterscheiden sich immer die Elemente dS 
eweier in. dem Punkte mit Bezug auf N; oder N, oder N, conjugirter 
Tangenten beziiglich im Vorzeichen von A oder von M oder von A und 
M zugleich. 


§ 7. 
Darstellung des Lingenelementes der gemeinsamen Tangenten der 
Flachen 4, und «, durch hyperelliptische Differentiale 2. oder 3. Gattung. 


Die beabsichtigte functionentheoretische Deutung gewisser Maass- 
verhiiltnisse innerhalb der Schaar der confocalen Fliichen lisst es 
zweckmiissig erscheinen, neben der gewdhnlichen Maassbestimmung 
auch die allgemeine projectivische Maassbestimmung*) in Betracht zu 
ziehen. Jene wihlt als Fundamentalfliiche eine der 4 wneigentlichen 
Flichen der Schaar, den imaginiiren Kugelkreis; fiir diese mag eine 
eigentliche Fliche der Schaar, etwa das Ellipsoid A=@ (—oo <a <A,), 
als Fundamentalfliche herausgegriffen werden. Die Aufgabe des vor- 
liegenden § 7 ist es, das Lingenelement der gemeinsamen Tangenten 
der beiden Flaichen 4, und uw, mit Bezug auf die beiden vertretungs- 
weise gewihlten Maassbestimmungen in elliptischen Coordinaten dar- 
zustellen. Die Entfernung zweier Punkte z,y,2 und 2’, y’, 2’ stellt 
sich in den auf die Flichen 4 = — oo und 4 =@ bezogenen Maass- 
bestimmungen beziiglich durch die Formeln: 


(21) E=V@—x#?+ v—yP+e—?) 
und 


(21’) E’ = 





dar, wobei zur Abkiirzung nine ist: 





Q = 2 + et s+ 5-1, 


(a—a')? 4 9= vy? rear we __@¢—ar ay —yxy? 


a—@ B—o 


(6 — a) “ai (« —@) (B—a) * 
Die willkiirliche Constante der ersteren Maassbestimmung ist hier- 
bei im Sinne der Euklid’schen Geometrie bestimmt gedacht; die will- 


*) Vergl. Cayley, A sixth memoir upon quantics, Philosophical Trans- 
actions, vol. 149 (1859), S. 61. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische 
Geometrie, Mathematische Annalen, Bd. IV (1871), 8, 573. 
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kiirliche Constante c der letzteren Maassbestimmung sei als reell 
vorausgesetzt*), sodass zwei Punkte innerhalb des Ellipsoides 4 = @ stell 
eine reelle Distanz besitzen. 

Die Ausdriicke fiir das Linienelement des Raumes lauten, ent- 
sprechend den beiden Maassbestimmungen: 


dE = Vda + dy? + a2 





























und: 
= tae or | 42 (ydz—2dy? (eda—adz)? (xdy—yda? 
’ y—o@ ~ (B—o)(y— —o) (y—@)(a—w) (a—w)(B—o) 
dE = 2¢-—— eis 2 ‘es ‘ Ele: 
ene - Fee! Fe hilt 


Die Einfiihrung der elliptischen Coordinaten liefert fiir das Quadrat 
































(u- 
von dE den bekannten Ausdruck: 
21 Hao Ady 1 (Pw) (Awd? 4 1 (2~v)(u—) ds? zusi 
22) dE =F ae—(G—Iq—Ht 4 (ew) (6) G—w) 4 (ev) (B—P)(7—») 
Um auch dE’? in elliptischen Coordinaten darzustellen, benutzt 
man die identischen Transformationsformeln: 
a ba 2 _— 1 — _ 4-2) (e—@) (v»—o) , 
a—o b—@ + y—o “— (a—w)(B—o)(y—o) ” sof 
tes or +i" (ydz—2dy? (sda—adz? (xdy—ydx) di 
(@—@)(y—@) (y—@)(e—@) (a—@)(B—o) A 
ees, (w—0)(>—o)(u—A)(>—A) 4 99 1 (P—00)(A=0)(»—n)(A—) - 
4(a—o)(B—w)(y—@) | (a—A)(B—1)(y—A) (a—w)(B—w) (y—u) 
(A—o)(u—o)(4—v)(u—v) 7 9 
dak (a—v)(B—v) (y—») i {° 
> Hiermit wird: 
‘ %ang? (¢—0)(B—e)y—@) ((u—w)(v>—w)(u—A)(¥ ~2) 749 1 (v—@)(A—eo)(9>—)(A—B) 
(22) dB mmc eee ee) tee) @ 
(A—@)(u—@)(A—v)(u—v) 5» 
+ (a—v) (B—v) (y—v) y v 
I. Die Formeln (22) und (22’) geben also die allgemeinen Werthe des 
réumlichen Linienelementes in elliptischen Coordinaten mit Bezug auf d 
die beiden Fundamentalfliichen 4 = — co und 1 = @. N 
Gehért im Besonderen das Linienelement einer gemeinsamen Tan- 3 
gente der Flichen 4, und wy, an, sodass die Differentiale dA, du, dv 
den Gleichungen (20) entsprechen, so lassen sich in den Ausdriicken a 
fiir das Linienelement, welches dann mit dS, resp. dS’ bezeichnet (1 


sei, die Variabeln A, uw, » separiren. 


*) Vergl. Klein, a. eben angef. O. S. 608. 
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Tragt man, um diese Separation zu erreichen, zuniichst in die Dar- 
stellung (22) von dE? die Abkiirzungen A, M,N ein, so wird: 


dE? = + (w— a) (v — a) (dy — a) (uy — 2) SE 


+ (v= 4) (w— a) (w= Ay) (Uy — w) Se 


+5 —) (=H) (0 —&) (0 — Hy) 





Vermége der Formeln (19) kann man me falls es sich um ein 
Element dS handelt, se und se durch * ausdriicken und er- 
hilt, indem man unter Benutzung der Identitéit: _ 
(u—v)(A—A,)(A—ty) + (v —4) (4 — Aq) (U—tty) + (A—) (vA) (U— to) 

= — (u—v)(v—4)(4—2) 








zusammenzieht: 
2 
dS? = + (u— aw —ap 





Der positive Werth des Linienelementes ist daher: 
dS = + (w—a) (w—a 
sofern das Vorzeichen der Quadratwurzel A so bestimmt wird, dass 


a positiv ausfallt, Diese Formel lést sich unter abermaliger Be- 


nutzung der eben angewandten Identitat riickwarts auf, wie folgt: 


- d 
dS=t(4—&) (uy, —2) 4 = + (u— Ao) (Uy — ox 


Q2e—p 





FSS Wot) H 


Hierfiir kann man schliesslich mit Riicksicht auf (19) schreiben: 
9s di d 
(23) dS=+(4y—A) (ty — 4) S* +->(u — Ag) (tho — #) am 


d 
++ (v—Ay)(¥ — to) 

In den Gleichungen (20) waren bei positivem a nothwendig auch 
se und <. positiv, sodass in dem gefundenen Ausdrucke fiir dS alle 
3 Terme positiv sind. 

Bei analoger Behandlung der Formel (22) fiir dE’*, unter Be- 
nutzung der Identitit: 


(u—@) (v—@) (Ay — A) (tty — 4)(v— w) + (v—@)(A—@)(Ay 4) (pH) (A—Y) 
+(A—@)(u—o)(Ag—v)(Uy—v)(u—A) 
=— (v—p)(A—v)(u—A) (Aq — ©) (ty — ), 
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erhilt man fiir das Linienelement der gemeinsamen Tangenten der 


Flaichen 4, und w, in der auf die Fundamentalfliiche 4 = @ bezogenen 
Maassbestimmung : 





(23’) dS’=—c. (a—@) (B—a)( y—®) (4o—A) (oA) | oF Sabie Ao) (to—#) | du 


(Ag —@) (up — oo 1—o@ u—@ “™ 
¥—A)(¥—Ho) dv 

+ — NY 

Auch hier sind alle 3 Terme in der Klammer einzeln von posi- 
tivem Werthe, und soll iiber den vor der Klammer stehenden con- 
stanten Factor dasselbe angenommen werden. Das Resultat ist dies: 
II. Der positive Werth des Linienelementes der gemeinsamen Tangenten 
der Flichen A, und wy ist, jenachdem der Kugelkreis 4 = — co oder 
das Ellipsoid 4 = als Fundamentalfliche der Maassbestimmung gilt, 
beziiglich durch die Formeln (23) oder (23') dargestellt, wo die Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln A, M, N so zu bestimmen sind, dass die 


Differentiale = 4 <e., aid positiv werden. 


Ill. Es sind also, wenn dd, du, dv in der positiven Richtung der 
Tangente gemessen werden, A, M, N die dem Elemente zugehérigen 
zusammengesetzten Wurzelfunctionen. 

Die Ausdriicke (23) und (23’) gelten iiberdies auch fiir das Lingen- 
element derjenigen geodditischen Linien auf den Filiichen 4, und mw, 
welche die Durchdringungscurve der Flichen beriihren, und fiir das 
Liingenelement der Durchdringungscurve selbst*). 

Es bedarf kaum der Erwiihnung, dass der eine algebraische Un- 
endlichkeitspunkt des hyperelliptischen Integrals 2. Gattung: 


J (4p — 4) fo — a) da 





dem einen unendlich fernen satis iii den die gemeinsame 
Tangente der Flichen 4, und w, nach der Auffassung der Euklid’schen 
Geometrie besitzt. Ebenso fallen die beiden logarithmischen Unend- 
lichkeitspunkte des Integrals 3. Gattung: 


fSapenes 
(4— a) A 


auf die Durchstosspunkte der genannten Tangente mit der Fundamental- 
fliiche w der allgemeinen projectivischen Maassbestimmung. 





*) Vergl. Mathematische Annalen, Bd. XX, S. 158 
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Kapitel IL 


Darstellung der Gebilde im confocalen Fliichensystem durch 
hyperelliptische Functionen. 


§ 8. 
Binfihrung transcendenter Parameter an Stelle der elliptischen 
Coordinaten. 


Das doppelte Ziel der analytisch-geometrischen Entwicklungen 
des Kapitels I war einerseits die einheitliche algebraische Parameterdar- 
stellung einer Reihe geometrischer Gebilde im confocalen Flichensystem 
(§§ 1—4), andererseits die Feststellung der geometrischen Bedeutung 
der hyperelliptischen Differentialgleichungen vom Geschlecht 2 (§§ 5—6) 
und der entsprechenden Differentialausdriicke 2. und 3. Gattung (§ 7). 
Der Nachtheil der gefundenen algebraischen Parameterdarstellungen 
ist die durchgehends auftretende Mehrdeutigkeit der Bestimmung der 
abhaingigen Elemente durch die unabhiingigen. Es bleibt als Aufgabe 
des vorliegenden Kapitels II, die bisher benutzten algebraischen Irratio- 
nalitiiten durch eindeutige Functionen transcendenter Parameter zu er- 
setzen. Zu diesem Zwecke sollen an Stelle der elliptischen Coordinaten 
4, w, v vier Parameter v,, v,, u,, WU. eintreten, von denen die beiden 
letzten véllig unabhiingig, die beiden ersten aber durch eine Relation 


aneinander gebunden sind, sodass die 4 Parameter nur 3 unabhingigen 
Parametern fiquivalent bleiben. Die Parameter v,, v,, u,, wu. werden 
unter Vermittlung der durch gliedweise Integration der Differential- 
gleichungen (20) hervorgehenden Integrale und Integraldifferenzen : 


iA 
dz wits ‘ae 


a 
a nf a. 
mit der eabtinaiies 


Z—Ve=NG—) W—)—I HA 
definirt, und zwar durch folgende Formeln: 


» — MiBr—VeBy . xi — _ > 
(25) ety i Re be er 
uU — ae —) U,B =P. i 


(24) 





Hierin haben die Coefficienten A,B, neben welche noch 4 weitere 
Constanten C, D gestellt werden moégen, folgende Bedeutung: 
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{to . Y 2 
dz dz »  [° ds ey dz 
A\= Vz?’ By=-— Vz’ C= frp D,\=— Vz 
Y é ae 
My a Y 2 
ie ae *sdz oe. “edz tt ae “edz , ee “edz 
9 V2 , 9% V2 . J V a . e V-2 , 
(26) | 
4, 2 
ee . dz 
A,+ B= VR’ C, — D, — |v 
—@ Mo 
do 
A a "2dz —- ee has 
< a+ gee? Vz?’ 2 dees V-2’ 


Mo 


wo die Integrale mit positivem Werthe von /Z? oder /— Z? auf 
reellem Wege zwischen ihren beiden Grenzen zu berechnen sind. 
Zwischen den Constanten (26) besteht die bilineare Relation: 
A,C, — A,C, + B,D, — B,D, = 09. 
Wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

‘© =" nt B, — Bz 2 dz te ut . Ayz — A, . dz 
ons eee et OS 2a 
so stellen sich die Parameter v,, v,, u,, u, als Integrale und Integral- 
differenzen also dar: 

2A 


, 4 
1m fae, na fde, 
é‘ 
rN u,M 
1 =f do, 
B 


»N MK M 
—fdo,, =f do,—fdo,. 
Y B Y 

Wie man erkennt, sind die aus den Integralfunctionen (24) durch 
lineare Combination hervorgegangenen Parameter v,, v,, 4, U, ge- 
wisse Normalintegrale des hyperelliptischen Gebildes 2, Z*). Man denke 
sich, um hierauf niher einzugehen, die Riemann’sche Fliiche des Ge- 
bildes mit den 6 reellen Windungspunkten**) z, Z = A,, y, uy), B, @, 00 
und etwa den 3 geradlinigen Uebergangslinien**) 4, y, u,8, @co durch 
das in Fig. 1 angedeutete Querschnittsystem in eine einfach zusammen- 
hingende**) Flache verwandelt. 


(28) 


*) Die oberen Grenzen 4, A; 4, M; »,N der Integrale in (24) und (28) sind 
drei verschiedene, variable Stellen des Gebildes z, Z. Es bezeichnen dabei A, M, 
N beziiglich die Werthe, welche Z fiir z= 4, wu, v annimmt. 

**) Die Terminologie nach C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann’s 
Theorie der Abel’schen Functionen, 8, 165, 166, 294, 








al 
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— le pow we eee newe ee es leteseee =e - = » 

4 Y Mo é e = 
Fig. 1. 


Das Querschnittsystem besteht aus 4 Querschnitten a,, b,, a,, b, 
und dem unwesentlichen Verbindungsstiick c; die einzelnen Schnitte 
oder Stréme sind durch ausgezogene oder punktirte Linien angedeutet, 
jenachdem sie im oberen oder unteren Blatte der Fliche verlaufen, und 
mit einer bestimmten durch die Pfeile angedeuteten Richtung versehen, 
sodass ein rechtes und linkes Ufer derselben unterschieden werden 
kann; die Schnitte sollen in bekannter Weise dicht an die reelle Axe 
herangedriingt sein. Die Quadratwurzel Z sei auf der reellen Axe 
zwischen y und mw, im oberen Blatte positiv. 

Alsdann ergeben sich die Periodicititsmoduln, welche die vor- 
kommenden Integrale beim Ueberschreiten der Stréme a und b vom 
rechten zum linken Ufer erhalten, aus folgender Tabelle: 


| a b, Q, b, 
‘de | og 2iC 2iD 2B 
Z | 1 ed $m —a Dy 
gs) ft} 24, 210, 25D, —2B, 
Jao, ut Qs; Ayo 0 
fae, | 0 Ao Ao —ni 
Dabei haben die reellen Gréssen a,,, Gy), G1, G. die Werthe: 
OC, B,—0,B, _—s— Da — aD, 
an | ahah ‘Sy Gn ~ 2,B,— 4B, *? 
a.o=a _ __ D, B,— DB, t<=— A C,— A,C, -x 
iin er = S| A, B,— A,B, ? 


und ist, wenn », und », irgend welche positive oder negative ganze 
Zahlen bedeuten, die Form: 


(30) © yy? + Zaz, My + yy,” 
immer negativ. 

Die in (29) gegebene Vertheilung der Normalperioden auf die 
Querschnitte a und b entspricht nicht genau dem gewdhnlichen Ge- 
brauche, welcher bei der angenommenen Zerschneidung der Rie- 
mann’schen Fliche den Querschnitten a, und a, die Periodenpaare 
xi,0 und 0, wi und den Querschnitten b, und b, die Periodenpaare 
@,, My, und a,,, dy, zuertheilt. Der Zusammenhang der eingefiihrten 
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Normalintegrale fdo, und fd, und Periodicititsmoduln a,,, a), a» 
mit den. gewdhnlichen*) Normalintegralen und Periodicitiétsmoduln, 
welche letzteren fiir den Augenblick mit fda,’, fda,’ und aj,’ a49', doo’ 
bezeichnet seien, geben die Transformationsformeln: 





, 
Qi; 
12 , 
da, = da, — —~— -da,, 
29 






, , , , , 
411 %2 — 4242 G2 : 
a, = - —, Ay =— =i, 


; : 
G29 A299 





’ 
G22 














Die Abweichung von der gewéhnlichen Normirung ist im vor- 
liegenden Falle im Anschluss an Herrn Weierstrass**) geschehen 
und durch den Umstand geboten, dass die Vertheilung der reellen 





und imaginiren Perioden der gegebenen Integrale + und = » Wie 


sie die beiden ersten Zeilen in (29) geben, die Querschnitte a, 


und 0b, einerseits, b, und a, andererseits als zusammengehdrig kenn- 
zeichnet. 


Die Eigenschaft der Form (30) ist bekanntlich nothig, damit die 
zweifach unendliche #- Reihe: 


a (& 2) (w, |W.) = 


S S. Jou(ot) a(n) (manne 2) 42 (oct) (ms) 42(mct 2 (mY) 


—@ 





—@ 


fiir alle endlichen Werthe der beiden complexen Variablen w, | w, con- 
vergire. ***) 
Da die in (25) oder (28) definirten Parameter v, und v, zwei 
; linear unabhingige Normalintegrale zwischen den némlichen Grenzen 
sind, so besteht zwischen denselben eine identische Relation. Es 
entspricht nimlich der besondern Auswahl des Querschnittsystems 
(Fig. 1) und der Vertheilung der Normalperioden auf die einzelnen 
Querschnitte (29) eine bestimmte wechselseitige Zuordnung der 6 un- 
geraden #-Functionen und der 6 Windungspunkte der Riemann’- 
schen Flaiche. Diese Zuordnung kann dadurch charakterisirt werden, 

dass identisch in Bezug auf z, Z die Gleichungen bestehen+): 











*) Vgl. Prym, in den Denkschriften der k, Academie der Wissenschaften 
zu Wien, 24. Band (1864), S. 28. 

**) Vgl. Weierstrass, Ueber die geoditischen Linien auf dem dreiaxigen 
Ellipsoid. Monatsberichte der Kgl. Academie zu Berlin, Jahrg. 1361, S. 986. 

***) Ueber die Bezeichnung vgl. die zu § 9 citirte Schrift von Krazer, 8. 1. 

+) Vgl. Riemann, Ueber das Verschwinden der #-Functionen, Ges. 
Werke, herausg. von Weber, S. 198, oder Prym, a. a. 0. S. 37, oder Neu- 
mann, a. a. O. S. 490. 


Def 


(32) 


Dar 


(a 
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ye oe 01 3,2 1,2 
9() i) (J da, | faa,)—o #(5 1) (J da, | Jao) —0 
Y 


Y 


o((1) (fis) fee)—0 


Mo 


10 2,2 2,2 
0, 6 rO)( fac, fio) —o 


2,2 3,2 
: 0) (feo J vo,)=0 


2 





Im Besonderen geniigen also die Parameter v, und v, nach ihrer 
Definition (28) der Relation: 


(32) 9 (1) (|e) =0. 


g 9, 


Darstellung der homogenen Punktcoordinaten im Raume durch Producte 
gweier #-Functionen. 


Die in den Ausdriicken (8) fiir die rechtwinkligen Coordinaten 
e2=a:t, y=y:t, 2—2:¢t auftretenden einfachen Wurzelfunctionen 
der elliptischen Coordinaten A, mu, v stellen sich, vermége der in den 
Formeln (28) festgelegten Abhingigkeit der Parameter v,|v, und der 
Parameter u,|u. von A und beziiglich von w und », ihrerseits als 
Quotienten von #-Functionen der Variabeln v,|v, und u,|u, dar. Es 
ist nimlich, vorausgesetzt, dass v,|v, der Relation (32) geniigen: 


Vai — #(90)- (0) elev 
Vaio (98) #(o 4) (lew 


O01 00 
VE =i _ #60 -#() £) (ul 2) 
VB—’, a4 + () 5) (ole) , 








Vy-% a(t} 9° 2) (os) 09 i 








und ferner: 
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Ve —vVa—w a ee F 00) alt) 
—_— BVa—y -o( o) (1uy| tg) ” 





Ve=8VG=0 “ats -0() 1) 
~ @(92). #(00 (us| Ms)” 


Vora Vary _ *(11)-9 (01) mlm) 


| Ve=V8=7 — 0(93)-0(8%) (mim) 


Dabei sind dem gewéhnlichen Gebrauche entsprechend fiir die ohne 
Argumente geschriebenen #-Functionen die Argumente 0|0 hinzu- 
zudenken*). 

Die Verbindung dieser beiden Formelsysteme mit den Gleichungen 
(8) fiihrt, indem sich die Nullwerthe der #-Functionen ganz fortheben, 
zu dem Resultat: 

Die homogenen Punktcoordinaten x, y, 2,t der Punkte des Rawmes 
stellen sich in Abhiingigkeit von den 4 Parametern v,\v, und u,\u. im 
folgender Weise dar: 























a ; : (v1 |%) = 0. 


Dabei bedeutet x, wie auch fernerhin, einen Proportionalititsfactor. 
Dieses Gleichungssystem (33) kann, indem man darin die Para- 
meter v,|v, der Reihe nach die der Gleichung (32) entsprechenden 
Werthe annehmen und alsdann jedesmal die Parameter w,|u, beliebig 
variiren lisst, als eine Darstellung der verschiedenen Fliichen A des 
confocalen Systems (1) durch die Parameter u,|u, betrachtet werden. 


*) Die Umkehrformeln (a) sind, nur in verinderter Bezeichnung und mit 
verinderter Bestimmung der unteren Integralgrenzen, die von Prym, a. a. O. 
S. 57, die Umkehrformeln (b) die von Prym ebenda S. 50, sowie von Rosen- 
hain in dem Mémoire sur les fonctions de deux variables et & quatre périodes 
(Mémoires présentés par divers savants 4 l’académie des sciences, t. XI) 8, 422 
gegebenen, 
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Indem 4 auf reellem Wege von — oo bis 4, wiichst, laufen V,| V, 
durch immer reelle Werthe von + (A, + B,) | + (A, + B,) bis 0|0 und 
v,| 0. durch immer rein imaginaére Werthe von +-- + |45 * bis 0\0. Es 
entspricht daher dem Werthepaare », |v, = a = + das unendlich 


grosse Ellipsoid des confocalen Systems, und dem Werthepanre v,|v,=0|0 
das Ellipsoid 4,. Mit Bezug auf das letztere ergiebt sich also: 

Die homogenen Coordinaten der Punkte des Ellipsoides 4, stellen 
sich in Abhiingigkeit von den beiden unabhdngigen Parametern u,|u, 


in folgender Weise dar*): 
( x 
* Taxa ~ (00) ° 9 (90) alee 
ee 01 | 
Vai ~ °(01) ®(o1) lm» 
ree” ' 10 
* ype ~ (1) (71) al 


Ol 00 
“-t = > (6 0) - @ (5 0) (tt, | Uy). 
Indem man hier die Quotienten der Nullwerthe der @- Functionen 
durch die Constanten a, B, uy, y, 4, ausdriickt, wie folgt: 





(0 0) ys — Ay) (@ — tty) o(04 i y/o do) (B — to) 


(a — 8) (B—y)’ 


#(06 ii 


(a — B) (a —y) ’ 9(?! 


00 


11 
*C)_ t¢o-neop 


9(9) ‘ (@—y)(B—y) ’ 
00 


wird man auf die Weierstrass’ sche Darstellung der Fliche 2. Grades 
gefiihrt**). 


Diese Darstellung (34) beruht auf der identischen Relation: 


(35) 98 (5) -9°(9.) rim) + 92(9 9) - 92(9 1) Coulee) 
+ # 11) - ( : 1) (wu, |.) — o (00) - (0.6) (ult) =0, 


welche zwischen den 4 ersten Functionen des Rosenhain’schen 
Sechsersystems*™*): 


*) Den Formeln (33) und (34) gehen die Formeln (48) und (46) parallel, 
welche mit jenen zusammen die Hauptresultate des vorliegenden Kapitels bildeu 
(vgl. die Schlussbemerkung des Kapitels). 

*#) Vgl. Weierstrass, a, a. O., ferner v, Braunmiihl, Mathematische 
Annalen, Bd. XX, S. 557. 
***) Vg). iiber diese Terminologie: Krazer, Theorie der zweifach unend- 
lichen #-Reihen auf Grund der Riemann’schen @-Formel (Leipzig 1882), 8. 30. 
Mathematische Annalen. XXII. 3 
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(36) @ (6 0) (u,|%), @ (6 i) (u,|\u), & (; ) (u, |»), 


a (5 0) (uy |%), a (4 ‘) (u,|%), a (73) (ut; | ¢y) 


besteht*). 

Die Darstellung der einzelnen Fliiche 2 des confocalen Systems 
durch die Parameter u,|u,, welche die Formeln (33) bei constant 
bleibenden v,|v, leisten, ist im Allgemeinen dadurch charakterisirt, 
dass die Schnittcurven der Fliche 4 mit den Ebenen x =—0, y= 0, 
z=0, t= 0 beziiglich durch die Gleichungen: 


(37) a (5 0) (u,|u.) = 0, o (6 i) (u, |t.) = 90, 
9 (79) Guim) =0, (95) (le) = 0 


reprasentirt werden. Aber auch das Verschwinden der beiden noch 
iibrigen #-Functionen des Sechsersystems (36), und damit die Glei- 
chungen : 
- 10 00 ; 
37’) 9 (61) (milu)—=0, 9 (74) (ulus) = 0, 
haben ihre einfache Bedeutung. 
Setzt man nimlich » =—4,, so erhalten die Parameter u,|u, die 


Werthe: 
U, wal ae - fa 1 ao, — f\ da, 
wif mi — = fe d@,; 
p 


die hiermit gesetzten Beziehungen: 
»,N »,N 
J da,,; | da,=u,+ ~ | u 
| 2 
Jeol f 
haben mit Riicksicht auf (at) zur Folge: 


9 (5 1) (u, + %! |u,)—0 — oder: 9 (4 ) (w, |) = 0. 


Es ist also die 1. Gleichung (37’) die Gleichung der Schnittcurve 
des Ellipsoides 2 mit dem Hyperboloid w,. In analoger Weise ergiebt 


*) Vgl. Weber, Ueber die Kummer’ sche Fliche 4. Ordnung mit 16 Knoten- 
punkten und ihre Beziehung zu den #-Functionen mit 2 Veriinderlichen, Crelle’s 
Journal, Bd. 84, S. 334, Formelsystem A. 





curve 
giebt 


noten- 


relle’s 
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sich, dass die 2. Gleichung (37’) die Gleichung der nicht reellen Schnitt- 
curve des Ellipsoides 4 mit dem Ellipsoid 4, ist. 
Zu demselben Resultat fiihrt - die Betrachtung der Formen: 
a a 
= aon + a salar 5 Zale 
a? # 
PY, = Pee + 5 + y — dy —1, 
deren Quadratwurzeln sich in den A, w, v einerseits und den », | v,, 
u, | &, andrerseits so darstellen: 








ey ay We es ee 
a pee BE el ar 
V9» ahs Vig — 2 Ve — do Vu — ~ Io 


ae Vy—'y Va — io. VB— ay ’ 


Dutta o(} 1) (es Ue) - o(5 1) (eH | te) 
V9, = 
9 (13) (oy)on) (9°) (au | a)” 


at aut a RACE -9(5 1) (1!) - a(} 1) | a) 
PF = 5 (02).9(9%).0(2 Yeaien-0(92) (| wp 


Zusammenfassend hat man den Satz: 


Werden in den Formeln (33), bei constantem v, | v,, die Parameter 
u, | U, einer der Gleichungen (37) und (37') unterworfen, so stellen die 
Formeln beziehungsweise die Coordinaten der Punkte der Schnittcurve 
des Ellipsoides v, | v, oder 4 mit den 4 Coordinatenebenen und den 2 
Fliichen uw, und A, dar. 

Es bedarf kaum der Erwihnung, dass die Gleichstellung der beiden 
Flachen 4, und wu, mit den 4 Coordinatenebenen in der Natur der 
Parameter u, | u, ihren natiirlichen Grund hat. Denn die elliptischen 
Coordinaten — oo, y, 6, « und A), wy der 4 Ebenen einerseits und 
der beiden genannten Flachen andererseits sind in dem hyperelliptischen 


Gebilde ¢, Z durch die 6 vollig gleichberechtigten Windungspunkte 
vertreten. 


(38) 





§ 10. 
Vertheilung der transcendenten Parameter auf die Punkte des dusseren 
Raumes. 


Die Darstellung (34) des Ellipsoides 4, liefert zu jedem Parameter- 
paare w,|u. einen einzigen Punkt 2, y,2,¢ Dagegen gehéren umge- 
kehrt zu jedem Punkt 2, y, z, ¢ mehrere Parameterpaare. Da niamlich*) 
als die gemeinsamen Periodenpaare der Verhialtnisse der 16 $-Functionen 

* Vgl. Krazer, a. a, O. S. 1, Formeln 1 und 2. 

3* 
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nicht die einfachen, sondern die doppelten Periodicitiitsmoduln der 
Integrale fda, | {do, auftreten, also die Werthepaare: 

22i|0, 0|2zi, 2a,,|2a,,, 2a. | 2 doo, 
so hat man bei der Betrachtung der #-Quotienten im Allgemeinen die 
16 Werthepaare auseinanderzuhalten, welche in der Form: 
(39) ty Ey WE Ey HA yyy | My H Ep MIE + 8, Ay, + Fy Ayy 
enthalten sind, insofern die 4 Zahlen ¢,’, ¢,’,¢,,¢, auf die 16 miég- 
lichen Weisen aus den Zahlen © und 1 ausgewahlt werden. Ausserdem 
ist bei jeder Auswahl dieser Zahlen die vermége der Unbestimmtheit 
der Vorzeichen von N ia M in dem — 

uM 


Uy | Uy ~fio.—| — Jao, fas fa, 


gelegene Viendeoligbelt zu senbitaitiied Es gehéren daher, von 
Multiplis der doppelten Perioden abgesehen, zu jedem Werthepaare 
v, w 64 Werthepaare u,|u,.. Diese vertheilen sich auf die 8 zu v, wu 
gehérigen Punkte der Fliiche 4,, und zwar so, dass die Verhiiltnisse der 
4 #-Functionen in (34) fiir je 8 der 64 Werthepaare u,|u, dieselben 
Werthe x: y:2:t haben. 

Im Allgemeinen kommen daher jedem Punite x, y, 2, t der Fiche 
4, 8 Parameterpaare u,|u, zu, die nach den doppelten Perioden incon- 
gruent sind. 

Wenn die oberen Grenzen v und uw der vorliegenden Integrale mit 
den gewohnlichen elliptischen Coordinaten v und w identificirt werden, 
so verlieren sie ihre unbegrenzte Variabilitét. Beschrinkt man im 
Besonderen die Betrachtung des Ellipsoides 4, auf die zwischen den 
beiden Zweigen der Durchdringungscurve mit dem Hyperboloid mu, 
gelegene Zone (u, “,) des Ellipsoides, deren Punkte als Beriihrungs- 
punkte reeller gemeinsamer Tangenten der Flichen 4, und my er- 
scheinen, so entsprechen die elliptischen Coordinaten v und w den 
Ungleichungen (6), und kénnen sich daher auch die Punkte v, N und 
u,M der Riemann’schen Fliche des Gebildes z, Z beziehungsweise 
nur zwischen den Verzweigungspunkten 6 und @ oder y und wy be- 
wegen. Die Parameter u,|\u, sind dann bestiindig rein imagindr. 
Ueberdies beschrinkt sich ihre Vieldeutigkeit auf die Vorzeichen von 
N und M und auf Multipla der rein imaginiren Periodicitaitsmoduln 
O|ai und 2i|0, welche den Umgingen der Variablen » und w um 
die Verzweigungspunkte $ und @ einerseits, y und mw, andererseits 
entsprechen. 

Bei dieser Beschrinkung der Variablen » und yw bleiben von den 
64 Werthepaaren (39) nur 16, und von den 8 im Allgemeinen zu einem 
Punkte x, y, z,¢ gehérigen Parameterpaaren nur 2 iibrig. 


u, | u 
Gleic 


Umk 
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Ks liefert dann auch umgekehrt jedes Paar rein imagindrer Werthe 
u,|u, einen reellen dusseren Punkt des Ellipsoides 4,. Die quadratische 
Gleichung nimlich, von welcher die Lésungen ¢ =v und z = uw des 
Umkehrproblems: 


¥, N My M ¥, N ,M ; 
feo, — fdo, feo, i Ae 
B y f Y 

abhiingen, kann in folgenden 3 gleichberechtigten Formen gegeben 
werden *): 


00\ ef 1 00 
#( 0) ° bd ( 0) | oe) .— ( (01) - oe ( 01) (m4 ve) 


01 00 a—sZ /0 0 ey 
92(9 0): - ( o) (M4 | Me) 0): a() 0) (Ut | He) 


CRD tS ee a ead CO) Se 


9°(7 4) -9*(6 9) aime = (0) -98(0 ool) 


9*() 0) ° mate 2) op * i 1): 8(} 1) (us| Ug) -y _ 
#() 5) -9°() a ma) *—* 92(9 9). 02(9 Yomi) 7 * 


Nun ist bei rein imaginéren Werthen der Argumente w, | u, und 
reellen Werthen der Moduln a,,, a5, dg) die in § 8 definirte #-Func- 
tion fiir jede Charakteristik von reellem Werthe. Man schliesst daher 
nach einer aus der Theorie der elliptischen Coordinaten bekannten 
Schlussweise aus der 1. der 3 Gleichungen, dass von den Wurzeln 
z—=v und ¢=—u die eine zwischen den reellen Grenzen f und a, 
die andre zwischen den reellen Grenzen — oo und £6 liegt; aus der 
2. Gleichung ebenso, dass die eine Wurzel zwischen mw, und @, die 
andre zwischen — oo und uw, liegt; aus der 3. Gleichung endlich, dass, 
wenn die eine Wurzel zwischen den reellen Grenzen y und a@ liegt, 
dasselbe auch von der andern gilt. Die Verbindung dieser 3 Schliisse 
fiihrt zu der Einsicht, dass die eine Wurzel zwischen 6 und a, die 
andre zwischen y und uw, eingeschrankt bleibt, womit die obige Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Zur viheren Orientirung iiber die nun eintretende Vertheilung 
der Parameterpaare wu, |, auf die Punkte der Zone (u, u,) dienen die 
folgenden Siatze, die sich aus der Unterscheidung der geraden und un- 
geraden #-Functionen, aus den Periodicitaitseigenschaften der #-Quo- 
tienten und aus der Betrachtung der einfachen Wurzelfunctionen 
Va—v, Vv— B, Vw—y, Vuo—e und der entsprechenden @- 
Quotienten auf der Riemann’schen Fliche ergeben. 








*) Vgl. Weierstrass, zur Theorie der Abel’schen Functionen, Crelle’s 
Journal, Bd.. 47, 8. 292. 
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I. Die Vertauschung von u,|u. mit —u,|— u, bedeutet eine 
simultane Spiegelung an den Ebenen y = 0 und z = 0 (vgl. Fig. 3). 

Il. Der Vermehrung der Argumente u,|u, wm 0| xi entspricht 
eine simultane Spiegelung an den Ebenen x = 0 und y=0, der Ver- 
mehrung der Argumente um xi|\0 eine Spiegelung an der Ebene z = 0. 
Die Punkte u,|u, und u,+0+2i|u,+2i1+0 liegen also diametral. 

Ill. Die Aenderwng des Vorzeichens von M in den Integraldif- 
ferenzen u, | u, (vgl. die Definition (28)) bewirkt eine Spiegelung an der 
Ebene 2 =0, die Aenderung des Vorzeichens von N eine Spiegelung 
an der Ebene y = 0. 

IV. Die Aenderung des Vorzeichens von M mit gleichzeitiger Ver- 
mehrung der Argumente u,\u, um xi|0 ldsst den Punkt x, y, 2, t 
ungedndert, wechselt aber das Vorzeichen der Function Vg, in (38); 
die Aenderung des Vorzeichens von N mit gleichzeitiger Vermehrung der 
Argumente u,|\u, um O|xi bedeutet eine Spiegelung an der Ebene x=0. 

Bei diesen Siitzen, sowie bei den, spiiter anzuftihrenden Sitzen 
von abnlicher Tendenz, liegt die elementare Auffassung der Integral- 
differenzen u, |, zu Grunde. Es sind also in: 

+N “Mat+M »v,+N 


at, | te = feo — Jee Je -fis, 


die Integrationswege aa der Seite Pad von # resp. y bis zum ‘oberen 
Grenzpunkte 2u nehmen, und zwar mit denjenigen Vorzeichen der 


Wurzeln Z=N resp. Z=M, (vgl. (27)), welche den oberen Grenzen 
explicite beigeschrieben sind. 


“,+M —-M 
Es ist dann im Besonderen der Uebergang von J d@ zu fee so 


Y Y 
zu verstehen, dass der im oberen Blatte der Riemann’schen Flache 
(vgl. die Festsetzungen in § 8) von y bis 
st, + M laufende Weg (vgl. Fig. 2, wo 
| ~—~fy-M eo der _betreffende Weg auf die reelle Axe 
Fig. 2 zusammengezogen zu denken ist) wieder 
riickwarts gemacht, und hierauf der Weg von y bis u, — M im unteren 
Blatte angeschlossen wird. Dabei iindert die einfache Wurzelfunction 
Vu — y ibr Vorzeichen, was der 1. Theil des Satzes III aussagt. In 


analoger Weise verateht _ den 2. es des Satzes. ~a ist ferner 
4+ M 


der Uebergang von fiw, Je afte — xt fas — 0 so wu 


denken, dass man pale der Stelle uy, “+ M im Leslee Blatte den Weg 
bis y sextekmesht, alsdann von y im unteren Blatte bis w,, von hier 
im oberen wieder bis y zuriick und nochmals im unteren Blatte von y 
bis #, — M hinlauft. Dabei hat ”“u — y zweimal, /u,— pw einmal 
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das Vorzeichen gewechselt, was der 1. Theil des Satzes IV aussagt; 
der 2. Theil wird in ihnlicher Weise verstindlich. 

Die angefiihrten Sitze bestimmen die Vertheilung der Parameter- 
paare u,|#, auf die durch die ebenen Schnitte x =—0, y=0, 2=0 
und die Kriimmungscurven » =, begrenzten 8 Felder der Zone 
(Uy Mo) des Eitipevides 4,, wenn man hinzunimmt, dass fiir die Argumente 


w+M %+N + 
U; |Uo = J da, — do, feo, — fae, die x, y, 2 alle positiv werden 


Y re 
(eae a:t, yooy:t, 2—e: bt). Die Form der den einzelnen Feldern 
zugehdrigen Parameter ist in Fig. 3 angegeben, welche die Zone (w, 9) 
in schematischer Ausbreitung auf die Ebene vorstellt: 


«=0 y=0 2=0 y=0 


<<. 





< 
(---) M=Mo | (--+—) (++ -) (+-—) 
Te. ut+..0| 2i+21|0 u-+4olni¢milo¥ utt+aijo 
gut +01 ai woe +0 xi pe ite Abas? 
—-h  — s=0| (- +4) 14G+H alo 
x _ut— +0) ni+ni/ 0) u-— 40] nifni|0| ut -+z%|0 
ett +o| ai jae T+ 0las Put + 

















me’ # 
=f 7=e 











Fig. 3. 


Dabei bedeuten die Symbole wt+ die Parameter 


vy tN “ut M »tN ,+M 
Uy | Uy =| do, — fae, | {ao, a ~S 
3 y $ Y 
und geben die oberen Indices von ut+t die entsprechend gestellten Vor- 
zeichen von N und M. Unter dem Symbol u-+ 0 | 2i-+ xi | 0 ist 
ferner das Parameterpaar u, + 0 + xi | u, + ai + 0 zu verstehen, 

Die den einzelnen Feldern eingeschriebenen und in Klammern ge- 
schlossenen 3 Vorzeichen beziehen sich auf die Werthe der gewéhn- 
lichen rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2 der Punkte der betreffenden 
elder in dem Sinne, dass z. B. innerhalb des mit (+ ++ —) markirten 
Feldes ~ und y positiv und ¢ negativ ist. 

Die den Grenzlinien u—p,, w—y (20), x= 0, y=0 der Felder 
beigefiigten Pfeile charakterisiren die in § 2 festgesetzte positive Richtung 
dieser Linien. Die Winkelpfeile innerhalb der Felder werden in § 13 
ihre Erklairung finden. 

Die beiden einem Punkte zugehdrigen Parameterpaare sind, von 
dem Periodenpaare x7 |0 abgesehen, im Vorzeichen von M unterschieden, 
Fiir die Mittellinie w= y der Zone (uw, u,) fallt der Unterschied in 
dem Vorzeichen von M fort, indem M=O wird, und die beiden 
Parameterpaare unterscheiden sich nur mehr um 27|0. 
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Fiir » =u, fallen die beiden Parameterpaare eines Punktes in 
eines zusammen. 

Den Punkten der Kriimmungscurven vf und va entsprechen, 
wie im Allgemeinen, zwei verschiedene Parameterpaare. 

Zusammenfassend erhalt man das Resultat: 

V. Jedem Punkte der Zone (jt) uy) des Ellipsoides 4, kommen zwei 
mod, 2xi|0 und 0|22% verschiedene rein imagindre Parameterpaare 
u,|u, 2u, die sich im Allgemeinen um xi|0 und, falls M nicht O ist, 
im Vorzeichen von M unterscheiden; die Punkte der Durchdringungs- 
curve der Flichen 4, und uw, erhalten nur ein Parameterpaar. 

In analoger Weise, wie auf dem Ellipsoid 4,, sind die Parameter 
u,|u, auf die iibrigen Ellipsoide 4 des confocalen Systems vertheilt, 
sofern die Betrachtung derselben wiederum auf die von dem Hyper- 
boloid w, ausgeschnittenen Zonen beschrinkt wird, von deren Punkten 
reelle gemeinsame Tangenten an die F lichen A, und u, gelegt werden konnen. 

Man erkennt endlich durch Vergleich der gewonnenen Parameter- 
vertheilung mit den Betrachtungen tes § 6: 

VI. In der oberen Grenze v, +-N der beiden einem dusseren Punkte 
des Ellipsoides 4 zufallenden Parameterpaare u, |, ist +- N einschliess- 
lich seines Vorzeichens die dem Punkte zugehirige zusammengesetzte 
Wurzelfunction N. 


§ 11. 


Darstellung der homogenen Ebenencoordinaten im Raume durch Producte 
zweier #-Functionen. 


Die transcendenten Parameter u, | u,, v, | v,, welche zur Darstellung 
der homogenen Punktcoordinaten 2, y, z, ¢ in den Formeln (33) benutzt 
wurden, gestatten in ganz analoger Form auch die homogenen Ebenen- 
coordinaten &, 9, €, t auszudriicken, welche in § 3, 12 durch die 
elliptischen Coordinaten definirt wurden. Es bestehen naimlich zwischen 
den Parametern v,/|v,, u,|u, und den Wurzelfunctionen der A, u, v 
auf Grund der Beziehungen (28) die folgenden Relationen*) : 


Vee dgVoe— 2 #(9 0 o(; 0) (e | 2) 
Ve=WVa=¥~ 0(8.2)-0( Juin 
(a’) VB—a VB - 2 _ 6 (5 1)@ (j ‘ms | %) 
ih ad Y #() . - C a (U4 | Ye) : 
Vy —% Vy—i Ba o(; 4): #() 1} ee | M2) 
i wakes (50 O( 5) (0% Le) | 








10 


*) Vgl. Prym, a. a, O. S. 68, 69. Rosenhain, a, a. O. S. 423. 
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und ferner: 


Va-vVB—uVu—yV 0-2 V9 tag — Ve— VB V9 —y Vey Vito 
(v—w) Va—BVa—y V —y 
(3): #(15 (uy | te) 
# (00 id “i , (06 (14 | us) | 

Ya=pVe= WV =7V0= TeV =p V0 VE = V0=PV Ve 
(»—w) Va—B Va—yVB—y 
0(2%). o(1 -o(! ‘emt 
~ (34) 9 (08)-0(98) ina) 

Va-—wV B—wVv—y Viv — AQ Voy — Va—v V0 —B Vey Vw 2, Vito— 
(»—n) Va—BVa—y Vp—y 


0(3'): o(%? 0 (9 0) (14 | u) 
~ oO 0 (oi # (D0 0 (uy f ta)’ 


Vo—wV 6-0 Vu—yV 0-2. Vv—wy — Vee—v Vv—BV 0 —y Vu— 2 Vito — 
(v—p) Va—BVa—yVB—y 


_ #11) #0) 2 1) Go) to) 


(34 #0): (90) (05) lm) 








Fiihrt man hiernach an Stelle der algebraischen Functionen der A, uw, v 
die #-Functionen in die Definition der &, 7, €, t in (12) ein, so gelangt 


zu dem Satze: 


Die homogenen Coordinaten &, y, €,t der Ebenen des Raumes 
stellen sich in Abhédngigkeit von den 4 Parametern v,\v, und u,|u, in 
folgender Weise dar: 


x-Va—hy-b—= — 9(15) (1) %») (19) (tH lm)» 
x VB—Ay-n— 9 (Tt) CL 02)- (44) Ole), 
x-Vy—A,- =—9(pi)@le)- 
=— (10) |»): 

# (51) (|e) =O. 


Die in diesen Formeln dargestellten Ebenen &, 7, €, +t sind bei 


00 


') (uw, | My), 


(0 
(10 


x 
a 


) (ey |), 
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constantem v, | v, die den einzelnen Punkten des Ellipsoides 4 im Sinne 
des § 2 zugehérigen Normalebenen Fj. 

Die Formeln verlieren in der vorliegenden Form ihre Anwend- 
barkeit fiir das ausgezeichnete Ellipsoid 4,, indem dann », | v, = 0 | 0 
wird, und die #-Functionen der Variabeln v, | v, alle 4 verschwinden. 
Man kann indessen die Verhiiltnisse dieser 4 ungeraden #-Functionen 
durch die Verhiltnisse von 4 geraden #-Functionen ersetzen. Dazu 
bedient man sich solcher dreigliedriger Productrelationen*) zwischen 


den #-Functionen, welche die Function # (j 1) (v, | v.) enthalten und 


wegen des Verschwindens dieser Function fiir die vorliegenden Variablen 
auf 2 Glieder herabkommen. Es ergeben sich dann die weniger ein- 
fachen Formeln: 





ies oe 
= 9 (24)-0(52)-2(60)-# (00) (ule) (10) Gale 
“ihn 
=  #(50)-(40)-#(71)-# (01) rie) (44) (ulead, 
7 i. VoKt 
—— 9 (75)-0 (19)-#(70)-# (14) ule (01) (4 Lea), 
° “+t 
= — # (50) (10)-# (1) 8 (00) rive) (1) (es |e), 


die auch fiir v, | v, = 0 | 0 unmittelbar anwendbar bleiben. 

Die Ausdriicke (12) des § 2 ergaben fiir u =u, bei variabel 
bleibendem v und 4 die Tangentialebenen des Hyperboloides u,; die 
Coordinaten &, 7, €,t der letzteren gehen daher aus (43) hervor, wenn 
u, | u, der Bedingung geniigen (vgl. § 9): 


(44) 9(}) (4, |) = 0. 
Aehnlich kénnte man in der Gleichung: 


(44’) a (1) (w, | &) = 0 





*) Vgl. Weber, Crelle’s Journal, Bd. 84, S. 336, Formelsystem B; ferner: 
Krazer, a. a, O., S. 39, Formelsystem (C,). 
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die Tangentialgleichung des Ellipsoides 4, mit Bezug auf die Formeln 
(43) erblicken. Hierzu mag zum Vergleiche mit den entsprechenden 
Betrachtungen des § 9 bemerkt werden, dass die 4 #-Functionen der 
Argumente u, | w in (43) zusammen mit den beiden unter (44), (44°) 
auftretenden #-Functionen wiederum ein Rosenhain’sches Sechser- 
system bilden. 

Die Darstellung (43) der homogenen Ebenencoordinaten im Raume 
liefert zu jedem Parametersystem v, | v,, u, | u, eine einzige Ebene. 
Dagegen gehéren, wenn man selbst v, | v, als constant ansieht, bei 
unbeschrinkter Variabilitdit von u,|u, eu jeder Ebene 4 Parameter- 
paare u, | U,. 

Beschrankt man aber, wie in § 10, die oberen Grenzen v und p 
der Integraldifferenzen u,; |, durch die Ungleichungen (6), sodass 
bei gegebenem v und w nur noch 16 incongruente Parameterpaare 
u, | u (mod. 2x7 | 0 und 0 | 2z7) hervorgehen, so kommt auf jede der 
16 einem Werthepaare v, w entsprechenden Ebenen &, 7, €, t nur 
mehr ein Werthepaar wu, | u... 

Um die Vertheilung der beschriinkten Parameterpaare wu, | U. auf 
die Normalebenen E, in den Punkten der Zone (wu, u,) eines festen 
Ellipsoides und zugleich den Zusammenhang der Parameterdarstellungen 
(33) und (43) zu iibersehen, hat man die wechselseitige Abhingigkeit 
der Vorzeichen in den Formeln (b) und (b’) der §§ 9 und 11 zu 
beachten , welche, solange v und w den Ungleichungen (6) entsprechen, 
den folgenden Regeln gehorcht: 

I. Bedeutet in den beiden Formelsystemen (b) wnd (b’) u, | wu. das 
nimliche der 16 rein imagindren und nach den doppelten Perioden in- 
congruenten Werthepaare u,|u,, die zw gegebenem v, mu gehiren, so 
haben auch die Quadratwurzen Va — v, Vv — B, Vu — py in beiden 
Formelsystemen die niimlichen (impliciten) Vorzeichen. (Dabei gelten mit 
Ausnahme der 3 genannten und der Wurzel /u,— uw, wie atten, alle 
einzelnen Wurzeln positiv). 

II. Die Aenderung des Vorzeichens von M in den oberen Grenzen 
der u, | u, mit gleichzeitiger Zufiigung der Perioden xi | 0, welche die 
linken Seiten der Formeln (b) ungedndert lisst, dndert in den Formeln 
(b’) durchgehends das Vorzeichen von Vu, — uw (vg. § 10, IV). 

Was endlich die lormeln (b’) fiir sich angeht, so gilt noch ferner: 

Ill. Jenachdem in den oberen Grenzen der Integrale u, | u, die 
Wurzelfunction M positiv oder negativ ist, sind auf den linken Seiten 
der Formeln die Wurzelfunctionen ie cris und Vu, — uw von gleichem 
oder entgegengesetztem Vorzeichen. 

Aus diesem Verhalten der Formelsysteme (b) und (b’) geht in 
Riicksicht auf die zur Definition der &, 7, £, 7 in (12) gemachten Be- 
merkungen hervor: 














44 O. Sraupe. 


IV. Die den Normalebenen E, eines dusseren Punktes des 
Ellipsoides 4 fiir die Darstellung (43) zugehdrigen Parameterpaare u, | u, 
sind zugleich die beiden dem Punkte selbst fiir die Darstellung (33) 
augehorigen Punktepaare u, | uy. 

Die beiden Normalebenen FE, enthalten je 2 der durch P gehen- 
den Tangenten der Flichen 4, und w,. Den Anfangselementen dS je 
zweier in derselben Ebene gelegenen Tangenten gehéren auch die- 
selben zusammengesetzten Wurzelfunctionen N und M zu (vgl. § 6). 
Demnach ergiebt sich mit Hinblick auf Satz III: 

V. In den oberen Grenzen v,-+-N und pw, -+-M des Parameter- 
paares u, | u, einer Ebene E, im Punkte P sind +N und + M ein- 
schliesslich der gerade geltenden Vorzeichen diejenigen zusammengeseteten 
Wurzelfunctionen N und M, welche dem Punkte P als einem Punkte 
der in E, enthaltenen Tangenten der Flichen 4, und uw, angehdren. 

Da der Punkt 4, uw, v in jeder der beiden zugehérigen Normal- 
ebenen F, gelegen ist und als Punkt einer jeden von ihnen, je die 
nimlichen Parameter, wie die Ebene, besitzt, so muss die Bedingung 
(11) der vereinigten Lage von Punkt und Ebene mit Substitution der 
Werthe (33) und (43) fiir a, y, z,¢ und &, y, +c in Bezug auf », | v, 
und wu, | wu, identisch erfillt sein, solange v, | v, der Bedingung (32) 
geniigt. 

In der That besteht zwischen den #-Functionen der Yormelsysteme 
(33) und (43) die identische Relation*): 


00 10 O1\, , 
a 00) (v,|v,)- 3 (; 0) (v,|v,) °F 00) (uw, |e.) > 


(45) 





7 01 11 00 10 
—~@ ( 0) (v,\v2)-@ ( 0) (v,|v))-# ( 0) (u, |.) (| 0) (w, |t»)—=0, 
deren geometrische Bedeutung fiir das confocale Flichensystem hiermit 
gegeben ist. 
§ 12. 
Darstellung der homogenen Liniencoordinaten der gemeinsamen Tan- 
genten der Flachen 4, und uw, durch #-Functionen. 


Vermége der in § 8 gesetzten Beziehung zwischen den elliptischen 
Coordinaten v, wu und den Integraldifferenzen wu, | wu, lassen sich in den 
Formeln (18) die Variabeln v, w durch die Parameter u, | u, ersetzen. 
Dazu dienen die Formeln: 


*) Vgl. Krazer, a. a. O. S. 37, Formelsystem C,. 
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@—0Vi—BV pV nh Vo= by + VV =e V ie =yV 0 TeV ao 





(v - a) Va—-BVa—yVig—dg 


mE 9 (11) Lm) 


01 
00 #90 o) | t) 





_ Va—v V6 - uVe- Vv—y¥Vu— -AgVv— “ito — —Va—uVy ~ BV uy Vag Vny—w 


(v— u)Vo- BVB—y Vity—ay 
a (? »):@ 1 a (uw, | w,) 


(p4)-@(8)eim” 





—0 Vo—BV wy V way Vv top +} Vee—u VB V0 —y V0 — ig Vet — 





(ow Va= WV 01 ale 
_ G0 0 »o ( 0) (t, | tg) 


9(5 0): 0 () OY (uy | us) , 


oh p—ol eth e— AyVv ~tyo — Va—uVy 6 —6Ve— Vv 2 V4o— “ 


(v—n)Vae— BV a—yVng— dy 


es 
(01) as (my | tHe) 


= 0 00) (ti | us) ” 


Vo BV ey Vu V0— wo + Vee— VB—w Vy V0 2g V ty — 
(»—n) Va—BVB—y Vino —dy 
°8)- #60) (uy | 


01 c ? 
a 00 00) (a |) 


uVB—wVo—yViu— a Vt — Ve—v V0 —BV uy Vo —2, Vny—e 
(v- u) Vo—yVB— -yViag—ay 


(2 8)-9 (92) eu 1m 


+! oC p(t) 








Indem man dieselben mit den Formeln (18) verbindet, gewinnt man 


das Resultat: 


Die 6 homogenen Liniencoordinaten einer gemeinsamen Tangente 
der Flichen 4, und wy, stellen sich in Abhédngigkeit von den Parametern 


u, | u, in folgender Weise dar: 


x. 


Ve —AVy — 
Pa 


ise tt 
a, ee 

Va — i B — dy 

Um die gleichberechtigte Beziehung der gemeinsamen Tangenten 
zu der einen und der anderen der beiden Flichen 4, und gw, auch 


analytisch zum Ausdruck ‘zu bringen, hat man zu bemerken, dass in 
Folge der Gleichungen: 


y= _909-°CD —ye=a_ 29-3 
Vern 050) (a) VP=m (G2)-0(88) 


Vy=% _ #03)-* (05, 


Vio — at) a(}? 





die Darstellung (46) auch in folgender Form gegeben werden kann: 


«Pig — + 0(8) CH) im 
i ae itil 0)” o() 6) (4 | 4), 
): # (49 (w, | wy), 


VB — wo 
1 
10 
1): #( 1) U, | M.), 
#7 — Ee = — 8 (10): # (0) (u, | wy), 
* pe ot (00): # (70) (4 1), 


bei der gegen die friihere Form (46) die Nullwerthe der @-Functionen 
in den 3 ersten und den 3 letzten Zeilen entsprechend vertauscht sind. 


(0 
phere 
( 


‘ee +? 


z 0 
Ve — ty V to - we 7 1 
0 
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Dieser Umstand bewirkt, dass die zwischen den Liniencoordinaten 
bestehende identische Gleichung: 


Py2P3 + Pis Pao + PrgPo3 = 9, 
gleichviel ob man die eine oder andere Darstellungsform, (46) oder 
(46’), substituirt, in die niimliche identische @-Relation*): 


#(14): (5 1): 9 (77) (um | a) & (01) (04 1 a) 
47) )+(70)-(50)-2 (10) om Lm) -@ (G9) (eH |) 


is “() ; #(10): #(j0) (uw, | t,) +4 (} 0) (u, | %) =O 
iibergeht. 


Dass die Darstellung (46), (46’) auch den beiden Gleichungen (17) 
der Liniencongruenz geniigt, beruht auf den durch die Substitution 


(46) resp. (46°) in die 2. resp. 3. Gleichung (17) hervorgehenden 
identischen #-Relationen: 





w(t) 4) 
(u, | u,) — # (O01): (4 (u, | wy) 


7 
+9*(90) - (00) i) 
— 9 (9) - (99) (m1 m2) — 9*(7)) «9 (75) (m4 | %,)—=9, 
(01) -*(11) em 10) + 9°(00) -9* (10) 
) -#*(00) 


(w, | ty) 


O1 
—# (25 (uae) + 92(77) -9°(G 7) 4 | m4) 


4 9 10) ° 2 (50) | u,) — 92(49) o (V0) (1 | a4) = 0. 


Was die 3 Relationen (47) und (48) angeht, so sind dieselben 
nur eine einfachere Combination 
(49) dreier simultaner Gipel’scher Relationen**) , 


die je 2 der in der Relation (47) auftretenden 3 Paare von @-Functionen 
verbinden. 


Demnach ergiebt sich: 





*) Weber, a. a. O., S. 336, Formelsystem B. Krazer, a. a. 0., 8. 39, 
Formelsystem C,. 

**) Gépel, Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis adum- 
bratio levis, Crelle’s, Journal Bd. 35, S. 292. — Krazer, a. a, O., S. 55, Formel- 


system IV’. Die Relationen (49) sind wegen ihrer weitliufigen Form nicht explicite 
angegeben, 
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Die Darstellung der speciellen Liniencongruenz 4. Ordnung und 
4. Classe, welche von den gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und 
ut, gebildet wird, griindet. sich auf ein System dreier Gipel’ scher 
biquadratischer Relationen zwischen 3 Paaren von &-Functionen, welches 
in der einfacheren Form (47), (48) geschrieben werden kann. 

In der Darstellung (46) ist im Besonderen die Darstellung der von 
den Tangenten der Durchdringungscurve der Flaichen 4, und mw, ge- 
bildeten developpablen F'liche 8. Ordnung enthalten. Es gilt nimlich 
mit Zuziehung friiherer Resultate (vgl. § 9, 37’) der Satz (vgl. Satz I 
des folgenden Paragraphen): 

Wenn zwischen den Parametern u, | u, die Relation: 


10 
# (51) (%4 | m,) = 0 
besteht, so geben die Gleichungen (46), (46) die Liniencoordinaten der 
Tangenten der Durchdringungscurve der Flichen 4, und wy. 


§ 13. 


Vertheilung der transcendenten Parameter auf die Tangenten der 
beiden Flaichen 4, und a,. 


Die Darstellung der Liniencongruenz der gemeinsamen T'angenten 
der Flachen 4, und mw, ist im Allgemeinen dadurch charakterisirt, dass 
zu jedem Parameterpaare wu, | u, ein Congruenzstrahl, aber zu jedem 
Strahle vier nach den doppelten Perioden incongruente Parameterpaare 
vom Typus: 

Uy | Uy, Uri +a,,|%,+0+a,,, 

UF Ay.|—U,+ ay, — Uy +7i+ a4, +442 | U.+ 0+ a, + Ay, 
gehoren. 

Im reellen Gebiete des mit Bezug auf die Flichen 4, und uw, 
ausseren Raumes aber fallt, unter der friiheren Beschrankung der 
Parameterpaare u, | u,, auf jeden Strahl nur ein Parameterpaar. 

Wenn bei dieser letzteren Auffassung in der Formel (b”) des § 12, 
ebenso wie in den Formeln (b’) und (b) der §§ 11 und 9, mit Aus- 
nahme der 4 Wurzelfunctionen /g—y, /v—B, Vu—y, Vuo—t 
alle einfachen Wurzelfunctionen positiv genommen werden, so gelten 
iiber die Zusammengehdrigkeit der transcendenten Parameter und der 
Wurzelfunctionen wiederum die in § 11 iiber die Formeln (b’) ge- 
gebenen Sitze I bis II]. Es geht daher mit Zuziehung der zu der 
Definition (18) der Liniencoordinaten gemachten Bemerkung unmittelbar 
hervor: " . 

I. Diejenigen Parameterpaare, welche den beiden in einem Punkte 
P des Ellipsoides 4, beriihrenden Congruenzstrahlen fiir die Darstellungen 
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(46), (46°) sugehdren, sind die beiden Parameterpaare des Beriihrungs- 
punktes fiir die Darstellung (34). 

1]. In den oberen Grenzen v, +N und u, + M der Integrale des 
Parameterpaares u, | u, einer gemeinsamen Tangente der Flichen 4, 
und uw, sind +N und + M einschliesslich der gerade geltenden Vor- 
zeichen diejenigen zusammengeseteten Wurzelfunctionen N und M, welche 
dem Beriihrungspunkte mit der Fliche 4, als einem Punkte der Tangente 
im Sinne des § 6 zugehdren. 

In Fig. 3 (§ 10) ist durch die Winkelpfeile innerhalb der einzelnen 
Felder der Zone (u, 4) des Ellipsoides 4, die Vertheilung der beiden 
Parameterpaare des Beriihrungspunktes auf die beiden zugehérigen 
Tangenten angegeben; es gehdrt der je in der 1. Zeile stehende Typus 
von u, | wu, zu der Tangente, welche mit der Kriimmungscurve v = v 
einen stumpfen Winkel bildet; der in der 2. Zeile stehende Typus zu 
der Tangente, die mit derselben Krimmungscurve einen spitzen Winkel 
bildet. 

Ist x, y, 2, ¢ der Beriihrungspunkt der Tangente p;, mit dem 
Ellipsoid 4,, so hat man als analytische Folgen der vereinigten Lage 
von Punkt und Strahl die Gleichungen: 


LPs, + YPyo + 2Po3 = 9, 
YPis — 2P,3 + tpg, = 9, 
£Dip — LPyy + tpy =O, 
LDPi3 — YPro + tp, = 0. 


In diesen erkennt man, wenn die gemeinsamen Parameter u, | wu, von 


- Punkt und Strahl durch die Darstellungen (34) und (46) eingefihrt 


werden, die identischen #-Relationen: 


+8) -6)-e()oui 9G) 
60) 4—(99)- (90) 9(01) (m | m2) (90) (wr | a) 
+ (11): o(} 0): 7 1) (4 | uy) + (10) (uw, | #)) =O 


e 8..W,, 








deren geometrische Bedeutung im confocalen Flichensystem hiermit 
gegeben ist. 

Am Schlusse dieses Kapitels Il sei es gestattet, einen kurzen 
Riickblick auf die Resultate desselben zu werfen. 

Es ergab sich zuerst die Darstellung der Punkte (Formeln (33)) 
und Ebenen des Rawmes (43) durch vier transcendente Parameter, von 
denen 2 durch eine Relation (32) von einander abhiingig waren. 
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Aus diesen Darstellungen ging im Besonderen die Darstellung der 
Punkte der Fliche 4, (34) und der beiden Normalebenen dieser Punkte ((43’) 
mit v,|v,—0|0) durch: zwei transcendente Parameter hervor. Hieran 
schloss sich die Darstellung (46), (46’) der Liniencongruenz der ge- 
meinsamen Tangenten der Flichen 4, und uw, an. Mit den Formeln (34), 
(38) und (43°) fir v, | v,=—0| 0 und (46) wurde die vollstdndige 
Deutung der 16 #-Functionen der Argumente u, | u. im con- 
focalen Fldachensysteme erreicht. 

An diese Deutung reiht sich die Frage nach der Bedeutung der 
identischen @-Relationen im confocalen Fliichensysteme an. Auch die 
Beantwortung dieser Frage wurde im vorliegenden Kapitel begonnen. 

Als Reprisentant der quadratischen Relationen zwischen je 4 @- 
Functionen eines Rosenhain’ schen Sechsersystems erscheint die Rela- 
tion (35) mit ihrer Bedeutung fiir die Darstellung der Fldche 2. Grades. 
Als Reprisentanten der Gé pel’ schen biquadratischen Relationen zwischen 
4 #-Functionen bilden die unter (49) angedeuteten Relationen die 
Grundlage fiir die Darstellung der speciellen Liniencongruenz 4. Ord- 
nung und 4. Classe. 

Endlich sind die vier- und dreigliedrigen Productrelationen mit be- 
ziehungsweise zwei und einem Paare von Variablen durch die Formeln 
(45) und (50) mit ihren geometrischen Bedeutungen fiir die vereinigte 
Lage gewisser Raumelemente vertreten. E 


Kapitel III. 


Bedeutung der Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale 
im System der confocalen Flichen. 


§ 14. 
Die Addition der transcendenten Parameter. 


Von einem fiusseren Punkte P =A, uw, v = 2, y, 2 eines Ellipsoides, 
dessen Parameter 4 der Bedingung 4 < 4, entspricht, seien die 4 ge- 
meinsamen ‘T'angenten an die Flichen 4, und mp, gezogen; die Be- 
riihrungspunkte mit dem Ellipsoid 4, seien in der gemeinsamen Be- 
zeichnung P’ = A,uv' = 2’, y', 2 zusammengefasst. 

Die Gleichungen einer der beiden dem Punkte P zugehdérigen 
Normalebenen E,, welche die 4 Tangenten PP’ enthalten, ist nach 
§ 3, 11 in laufenden (nicht homogenen) Punktcoordinaten 2’, y’, 2’: 


Ea’ + ny +b +4 =, 
wo &,,£,t als die homogenen Coordinaten der Ebene E, durch die 
Formeln (12) definirt wurden. Es ist ferner: 
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Lu yy se 
a— dy + B — do + y¥— 4 =e 
die Polarebene E, des Punktes P in Bezug auf das Ellipsoid 4,. Die 
Schnittlinie der — — FE, und E, trifft das Ellipsoid 4, oder 
g2 
wae +r <t + Ee 
in den Beriihrungspunkten P’ der beiden in der Ebene EF, enthaltenen 
gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und mw, durch den Punkt P. 
Es folgt also: 
I. Sind x, y, 2 die gewihnlichen Coordinaten eines dusseren Punktes 
P und &, 9, €, t die homogenen Coordinaten einer der beiden ihm sgu- 
gehorigen Normalebenen E,, so bestimmen sich die Coordinaten x’, y’, 2 
der Beriihrungspunkte P’ der beiden durch den Punkt P gehenden und 
in der Ebene E, enthaltenen gemeinsamen Tangenten der Fliichen 4 
und jw, mit dem Ellipsoid 4, durch die Gleichungen: 


ba + yy + be +r =0, 





0 


2x’ yy ee hs, 
(51) e—a, + ck + yoko eee 

_«* i inal c.g) 

a— dy + B — d% + 7— ae 


Bezeichnet man nun mit v, |, 4, | u, die Parameter, welche der 
Punkt P mit der Ebene E, gemein hat, und mit u,’ | uw,’ die Parameter 
der beiden Punkte P’, und fiihrt mittels der Formeln (33), (34) und 
(43) diese Parameter in die Gleichungen (51) ein, so wird die dritte 
Gleichung identisch erfiillt, wihrend die beiden anderen die Form 


erhalten: 
»(00)-9(10) ule (10) (!m)-# (00) Cw 1) 
+0(99)- (11) @ile)- 8 wim 2 (0 (ay | my) 
—o(; 1).®(04) 102) (97) (te) -# 
0)-9(4 9) (1 |») ( 
44 (9) |v.) 9 ( 
( 


a 1) (04|0.) 


(u,’ | uy’) 


(52) 
(uy | w,’) 


y 
(11) 
0) (wu, | uy) =O, 
0) 


(uy’ | Uy’) 


- (6 

(0 
+? (9 1) 

— 2) Guy’ |) 
0) 





c 
9(6 
(u; |) (6 
o({ 
#() 


) 

)-9(0 

)-0(4 1) ule.) ( 
00): 


(90) (1/02) +9 (Go) (|e): 


00 
0 
1 

1 
11 
O1 
00 


se | uw) =0. 
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Durch Vergleich dieser Formeln mit den folgenden Additionsformeln 
der #-Functionen*): 


#(9 0): (3) ( (v, |v.) - o (; 0) are (u, +2, | w+ ,) 
. o(r) (0, |v») -® (44) (elt) 9 
(v, |v.) - (5 1) (u,|M,) - 


(u, +8, | Uy+2,) 


=> - “ Ne (v, |) -# 0(2) (u, |u.)- o (09 (u, +4, | u-v,)=0, 


ergiebt sich, dass die Gleichungen (52) bei gegebenem », | v,, u, | up 
fiir u,’ | wu,” die beiden Lésungen u, | wu,’ = u, + 0, ' u, + v, zulassen. 
Mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung ‘der Gleichungen (52) 
ergiebt sich hieraus der Satz**): 

Il. Sind v, | v., u, | u, die Parameter, welche ein dusserer Punkt 
P mit einer der beiden ihm zugehorigen Normalebenen E, gemein hat, 
so haben die Beriihrungspunkte P’ der in dieser Ebene gelegenen ge- 
meinsamen Tangenten der Flichen 2, und uw, mit dem Ellipsoid i, be- 
ziehungsweise die Parameterpaare: 


(54) u,’ | uy) = uy +H | Uy + ry. 

Es verdient dabei hervorgehoben zu werden, dass jede der Gleichungen 
(52) fiir sich allein bei constantem v, ! v,, u, | u, einen ebenen Schnitt 
des Ellipsoides 4, in laufenden Parametern u,’|u,’ des Ellipsoides darstellt. 





§ 15. 
Das Additionstheorem der Integrale 1. Gattung. 


Was den im vorigen Paragraphen gefundenen Satz II angeht, so 
gehéren sowohl zu dem Punkte P des Ellipsoides 4, wie auch zu den 
Punkten P’ des Ellipsoides 4, je zwei Parameterpaare wu, | u.; die 


*) Vgl. Krazer, a. a. O. S. 34, Formelsystem B,. 
**) Vgl. die Behandlung des analogen Satzes der Kegelschnittstheorie bei 
Enneper, Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte, S. 499. 
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beiden Parameterpaare des Punktes P vertheilen sich auf die Normal- 
ebenen FE, im Punkte P, die der Punkte P’ auf die gemeinsamen 
Tangenten der Flachen 4, und mw, in den Punkten P’, Um in dieser 
Beziehung die Angaben des Satzes II zu vervollstindigen und zu 
ermitteln, welches der beiden Parameterpaare eines Punktes P’ den 
Werth (54) erhalt, bedient man sich der Differentialgleichungen (20 
des § 5. 
Dem Punkte P kommen nach § 6 vier verschiedene Systeme zu- 
sammengesetzter Wurzelfunctionen N, M, A zu, die sich auf die Elemente 
dS der 4 durch den Punkt gehenden gemeinsamen Tangenten der Flachen 
4, und m, vertheilen. Die Differentialgleichungen der 4 Tangenten 
sind in der gemeinsamen Form: 


x—1 x—1 x—t 
v ao _ ane to =0, “=I, 2, 





enthalten, wo N, M, A jeweils die dem Punkte P als einem Punkte 
der betrachteten Tangente zugehérigen zusammengesetzten Wurzel- 
functionen bedeuten. 

Diese Differentialgleichungen mag man sich fiir jedes Element der 
Tangente PP’ niedergeschrieben und alsdann die succesiven Gleichungen 
addirt denken; man integrirt mit anderen Worten die Differentialglei- 
chungen lings der Tangente von P bis P’ hin. Das Resultat der 
Integration : 


v’,N' , “wi M a do 

w—ldy “udu An—1dd 
fat-e ge + JE mo, ~ == 1, 2, 
v,N uM al 


giebt zwei Relationen zwischen den elliptischen Coordinaten », uw und 
v',u der Punkte P und P’. Die Integration ist, wie ihre ausdriick- 
lich hervorgehobene Zergliederung erkennen lasst, fiir alle 3 Integrale 
in der Weise auszufiihren, dass fiir jeden Punkt der betreffenden 
Tangente PP’ die dem Punkte als einem Punkte dieser Tangente 
zugehorigen Wurzelfunctionen N, M, A einschliesslich ihrer Vorzeichen 
in Rechnung gezogen werden. Demnach sind im Besonderen unter 
N’, M’ die dem Punkte P’ als einem Punkte der Tangente PP’ zukom- 
menden zusammengeseteten Wurzelfunctionen zu verstehen. 

Was die Anfangselemente dS der 4 gemeinsamen Tangenten der 
Flachen 4, und mw, angeht, die durch den Punkt P hindurchlavufen, 
so kommt zweien derselben ein positives und zweien ein negatives Vor- 
zeichen von A zu. Langs der Strecken PP’ wechselt das Vorzeichen 
von A nicht, und es gehéren von den 4 Strecken PP’ stets zwei der 
negativen Hialfte der betreffenden Tangente an, so zwar, dass je eine 
positive und eine negative Strecke PP’ im Punkte P einander con- 
jugirt sind (vgl. § 6). 
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Ob die Vorzeichen von N’ und N mit einander oder die von MW und M 
mit einander iibereinstimmen oder nicht, das hingt nach § 6 davon ab, 
ob der Weg PP’ die Ebene v = 8, v = a@ oder uw = y durchschneidet 
oder das Hyperboloid w=, beriihrt, und ist also aus der geometrischen 
Anschauung unmittelbar ersichtlich. 

Die gefundenen Relationen zwischen 4, «, v und w’, v kénnen 
so aufgelést werden: 


v,N’ a’, M’ v,N HM M 


4,4 
“ye —ldy “udu v*—' dy yet, a*—l da 

[Refine fae fe SS 
B Y 
worauf man das Resultat erhilt: 

Ill. Zwischen den elliptischen Coordinaten v', w des Beriihrungs- 
punktes P’ einer der 4 vom Punkte P an die beiden Fliichen 4, und 
u, laufencz2n gemeinsamen Tangenten mit der Fliiche 4. einerseits und 


den elliptischen Coordinaten 2, u, v des Punktes P andererseits be- 
stehen die Relationen: 


et ue’, M’ 
dv a a dy 
fifi fefelt 
N 


M' 
vdv ‘nds aa ae id 
[ie - fies fie ff. 
7 


wo N, M, A die dem Punkte P und N’, M’ die dem Punkte P’ als 
Punkten der betrachteten Tangente zugehdrigen zusammengesetazten Wurzel- 
functionen bedeuten. 

Dieser Satz enthilt die geometrische Deutung des einfachen Additions- 
problems, welches verlangt, bei gegebenen oberen Grenzen v, wu, 4 und 
gegebenen Vorzeichen von N, M, A die oberen Grenzen v’, w und die 
Vorzeichen von N’, M’ so zu bestimmen, dass von Multiplis der 
Perioden abgesehen die beiden Relationen (55) bestehen. 

Die constructive Lisung des Problems ist folgende: 

Man fixirt auf dem Ellipsoid A einen der Punkte v, uw, fiir welche 
die zugehdrige Quadratwurzel N das gegebene Vorzeichen besitzt, und 
wihlt unter den 4 durch diesen Punkt P gehenden gemeinsamen Tan- 
genten der Fliichen 4, und mw, diejenige aus, der im Punkte P die 
gegebenen Vorzeichen von M und A zukommen. Die elliptischen Co- 
ordinaten v’ und w’ des Beriihrungspunktes dieser Tangente mit dem 
Ellipsoid A, sind die gesuchten oberen Grenzen und die dem Punkte 
als einem Punkte der Tangente zukommenden zusammengesetzten 


Wurzelfunctionen N’ und M’ sind die gesuchten Wurzelwerthe N’ 
und M’. 


(55) 
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M Indem man die Relationen (55) durch lineare Combination auf die 

ab, in (28) eingefiihrten Normalintegrale tibertrigt, nehmen sie die Ge- 

let stalt an: 

en Sa Sl iil oki - 
(56) (Ji — fae} — Jao, —fde,} = Jdoy, «== 1,2. 

en 7 B Y ‘So 

Die nihere Betrachtung der Integrationswege fer vorliegenden 

Integrale fiihrt alsdann zu dem Schlusse, dass die linken Seiten dieser 
Gleichungen nicht nur modulo zi | 0 und 0 | zi, sondern auch modulo 

), 2xi| 0 und 0 | 2m als die Differenzen u,’—u, | u.—u, eines Para- 
meterpaares w,’ | uw, des Punktes P’ und eines Parameterpaares wu, | u, 
des Punktes P zu betrachten sind; und zwar ist u, | u, dasjenige 

gs- Parameterpaar, welches der Punkt P mit der die Tangente PP’ ent- 

ind haltenden Ebene EF, fir die Darstellung (43) gemein hat (vgl. § 11, 

md IV. V), und wu,’ | uw,’ dasjenige Parameterpaar, welches der Punkt P’ 

be- mit der Tangente PP’ fiir die Darstellung (46) gemein hat (vgl. § 13, 
I. Il). Hiernach ergiebt sich mit Riicksicht darauf, dass den Punkten 
der Strecke PP’ der negative oder positive Werth von A zugehirt, 
jenachdem dieselbe einen Theil der positiven oder negativen Hilfte 
der betreffienden Tangente der Flichen 4, und wu, ausmacht, der Satz: 
. IV. Zwischen einem Parameterpaare u,’ | u,' des Beriihrungspunktes 
P’ einer der 4 vom Punkte P an die beiden Flichen 4, und u, laufenden 
gemeinsamen Tangenten einerseits und emem Parameterpaare u, | up 

des Punktes P andererseits bestehen die Beziehwngen: 

als (54) Uy" | My = Uy + Y | My + 095 

Zel- dabei ist unter u,' | wu, dasjenige Parameterpaar des Punktes P’ ver- 
standen, welches derselbe mit der Tangente P P’ gemein hat, und unter 

ons- U, | Uy dasjenige Parameterpaar des Punktes P, welches er mit der die 

und Tangente PP’ enthaltenden Ebene E, gemein hat; endlich ist fiir v, | v, 

die in der Definition (28) jetzt wnter A der positive Werth der Quadrat- 

der wurzel verstanden: es gelten dann in (54) die oberen oder wnteren 
Zeichen, jenachdem die Strecke PP’ der negativen oder positiven Hiilfte 
der betreffenden Tangente angehort. 

Iche Damit ist der Satz II des vorigen Paragraphen in einer erweiterten 

und Form wiedergefunden, aus welcher die Nothwendigkeit der genauen 

['an- Vorzeichendiscussionen des Kapitel 11 zu erkennen ist. 

die 

Co- § 16. 

dem Die Additionstheoreme der #-Functionen als analytischer Ausdruck 

akte der vereinigten Lage gewisser Raumelemente. 

zten Auf Grund des Satzes 1V kann man unmittelbar die Parameter 

» N’ der vier Punkte angeben, in welchen die vier durch den Punkt P 


gehenden Tangenten der Flichen 4, und gw, die Fliche A, berihren. 
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Bezeichnet man niimlich die beiden Parameterpaare u,|u, des Punktes 
P mit u,|u, und d,|%,, so sind die Parameterpaare der vier Beriihrungs- 
punkte P’: 
Uty|m%e%, 8 +, |% + % 
Als weitere Folgerung geht hervor (vgl. § 13, I. IIL.): 


V. Sind uu. und d,|\t, die beiden Parameterpaare eines dusseren 
Punktes P auf dem Ellipsoid v,\v, oder 4, 'so sind: 


(57) uy + % U+%, t+, , i, + %, 
u,—v,|\%—%,, wt, —v,|% —»v, 

die Parameterpaare der 4 durch den Punkt P gehenden Strahlen S der 

Congruenz der gemeinsamen Tangenten der Fliichen 4, und wu, (fiir die 

Darstellung (46)). 

Die je «bereinanderstehenden Parameterpaare in (57) kommen 
zweien in derselben Normalebene E, des Punktes P gelegenen, also 
einander conjugirten Strahlen S zu; die nebeneinanderstehenden Para- 
meterpaare der oberen, resp. unteren Zeile in (57) gehéren den Strahlen 
zu, die mit ihrer negativen, resp. positiven Hialfte durch den Punkt 
P gehen. 

Zu einem fusseren Punkte P des Ellipsoides v, |v, gehdrten 2 
Normalebenen FE, und 4 Congruenzstrahlen S. Die analytischen Folgen 
der vereinigten Lage von Punkt 2, y, z, ¢ und Strahl p,,, resp. von 
Ebene &, 9, €, t und Strahl p,, sind: 


LPs, + YPy2 + 2Px3 = 0, Epro + HP\3 + Spy = 9, 
YP\g — 2P3 + tpgyg = 9, nN Pys — SP + TP. = 9, 
ZP\p — LPyy + tp, = 9, CPs, —- Pos + TP; = 0, 
LPi3 — YPip + tpg = 9, Ey. — NPs, + TP, =O. 
In den transcendenten Parametern der betheiligten Elemente ge- 


schrieben, sind diese Relationen nichts anderes als die Additions- 
theoreme der #- Functionen: 


’ (5 1) (9 0) (v%|02) -@ (6 0) (t, | Uy) #(( i) (u,-+Y | U+2,) 
on o(( 0) (9 1) (> | %2) 0(9 1) (uy |») (ho) (a +, | w+ 0) 


O1 ae 10 00 gio 
Pr o(; 0): (4 1) V») O(; 1) (4 | Uy) 9(T 0) 4 Ee, | # + v,) = 9 


und 3 analoge Formeln, 





ferner: 
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00 10 O01 
a ( t) o(] 0 (v, |v.) + o(; a) (u, | Up)- (7 i) (u,v, |u, +22) 


—o(19 o(; 1) (v,\02)-# (j i) (u|)-9(79) (ty 0 | ty FV) 


+4 00) ® #(9 1) (v, |v») ° 0(9 1) (us, | My)> (do) (u,v, |\u,+v,) =0 


und 3 analoge Formeln. 











Diese Additionstheoreme gelten in Bezug auf u,|u, identisch, in 
Bezug auf v,\v. nur unter der Voraussetewng (32). Diese letztere ist 
es, welche die im Allgemeinen viergliedrigen Additionsformeln auf 
3 Glieder reducirt; es wiirden nimlich beispielsweise die beiden aus- 


geschriebenen Additionsformeln (58), (58’) in unverkiirzter Form so 
lauten: 


a - ) e : (0 | 02) - a(0 7 (U, | u,) + Ye ) (uy +2, | u, + v9) 
(U, |U.) -O (u,v, | U, +2) 


ot 0) 
(u}%4) -# (90) 


0) (%-% |, o,) = 0 


O1 
b) (ey |Uy) 4 1) eu 0, | t+) 
" (uy +a, | ty +: vy) 


(Uy | Uy) +O 


( 
(uj|u) (4 9) 
( 


1 
10) 
0) (tu Ey | ty 0.) 


~ (5 \\ o( Yu | ty) +O (0) (Ev, | to + 02) = 0. 


Mit v,!v, = 0|0 gehen die 4 Additionsformeln (58) in die 4 Product- 
relationen (50) des § 13 iiber, wiaihrend in den Formeln (58’) alle 
Glieder einzeln verschwinden. 


§ 17. 


Geometrische Bedeutung der Additionstheoreme der Integrale 
2. und 3. Gattung. 


Die vorstehenden §§ 14—16 bezogen sich auf das in den Glei- 
chungen (55), (56) enthaltene Additionstheorem der hyperelliptischen 
Integrale 1. Gattung p= 2. Der § 15 gab eine geometrische Inter- 
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pretation dieser Gleichungen, welche in § 14 mittels der Parameter- 
darstellungen des Kapitel If und in § 15 mittels der Differential- 
gleichungen (20) begrtindet wurde. Es ergaben sich ferner die den 
transcendenten Relationen (55) entsprechenden algebraischen Glei- 
chungen (51), in welche mittels der Formeln (9) und (12) die oberen 
Grenzen A, uw, v, w’, v’ der Integrale der Relationen (55) eingefiihrt 
werden kénnen, und zugleich die geometrische Bedeutung einer Gruppe 
von Additionstheoremen der #-Functionen. Auf Grund der dabei be- 
nutzten geometrischen Vorstellungen sollen im vorliegenden § 17 die 
von dem Additionstheorem (55) der Integrale 1. Gattung abhingigen 
Additionstheoreme der Integrale 2. und 3. Gattung abgeleitet werden. 

Sei zu dem Ende wiederum P =z, y,2 = A,u,v ein auf dem 
Ellipsoide 4 beliebig gegebener fusserer Punkt und P’ = 2, y’, z¢ 
=A,,u’,v einer der 4 Beriihrungspunkte der vom Punkte P an 4, 
und w, gezogenen Tangenten mit 4,; seien ferner N, M, A die dem 
Punkte P und N’,M’ die dem Punkte P’ als Punkten der betrachteten 
Tangente zugehérigen Wurzelfunctionen. 

Alsdann driickt sich die Lédinge einer solchen Tangente von P bis 
P’ in _cebnemenn Paar einai nach § 7, 23 also aus: 


PP — fie=wgmnoee _fe=sgnate 





+f B= be — 9963 


und zwar ist dies die positive oder negative Linge des betreffenden 
Linienstiickes, jenachdem die dem Punkte P als einem Punkte der Tan- 
gente zugehérige Wurzelfunction A — oder negativ ist*). Anderer- 
seits hat man: 


PP’ =+V@—a¥ + U—¥F FOF 
Die Combination beider Gleichungen giebt: 


v,N u,M 


f= — Ay) (» — to) dv \ “w — Aq) (w — wy) du 
‘. 2N- i 2M 
3 


f Gana ao a 
y',N’ 


rae “( — — Ao) (v — _ Mo) dv ss cas Ad) (u - = Ho) du 
2N 2M 


Aika tV@= ZP+ 0-9) P+ (2-2), 


*) Weil im ersteren Falle bei der Integration die positive, im letzteren die 
negative Richtung der Tangente verfolgt wird (vgl. § 7, III und § 6, Mitte von S. 22). 
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wobei im 3. Gliede rechter Hand das obere oder untere Vorzeichen 
gilt, jenachdem im 3. Gliede linker Hand, fir die obere Grenze, 
A positiv oder negativ ist. 

Ebenso wie hiernach die Anwendung der gewdhnlichen Maass- 
bestimmung auf die Tangente PP’ zu dem Additionstheorem der Inte- 
grale 2. Gattung fihrt, gelangt man mit Anwendung der projectivischen 
Maassbestimmung fiir die Fundamentalfliche o zu dem Additions- 
theorem der Integrale 3. Gattung. Die entsprechende Formel lautet 


(vgl. § 7, (23): 


% N 
/ (a — @) (B — @) (y — @) f “(v — Ay) (v — Wo) dv 
h (Ag — @) (to — @) e (v — @) -— 


‘ 


uM 
—fe=E (u — uo) du + fa=pespe 
(u—@)M (A—a@)A 
J Cor (B=) (y—@) i. Ao) (v — Wy) dv 
J (49 — @) (uo — @) (vy — w) N 
Ky M' 


*(w — do) (u — to) du 2; + Q- 
cae” } log 2-2? 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


ae—@ 








es ACE AL) 


“«—o (B—@) (y—@) (a — w)(B —@)* 


und das Vorzeichen des logarithmischen Gliedes dem von A entgegen- 
gesetzt zu nehmen ist. 

In die erhaltenen Formeln (59) und (60) kann man an Stelle der 
“,y, 2 und a’, y’, 2 vermittelst der Formeln (8) die 4, wu, v und w’, v 
einfiihren oder auch vermittelst der Formeln (33) und (34) die von 
den Integralen der Gleichungen (56) abhingenden #-Functionen ein- 
treten lassen. Das letztere soll wenigstens fiir die Formel (59) explicite 
durchgefiihrt werden. 

Sind wieder w,|w, die Parameter des Punktes P auf dem Ellip- 
soide v, |v, (4) und der die Tangente P P’ enthaltenden Ebene E,, ferner 
u;'\U, die Parameter des Punktes P’ und der Tangente PP’ selbst, 
so wird nach (33) und (34): 
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e— ar _ 9(90)-9(50) ele») - (09) (ulead - 9 (90) (a4' | m2) 
oe e 4 99 0) (valve) - © (39) (ula) @ (20) cu | Ug’) 


% (oo “a 0) (01/2) = # (99) (04 |e) -# (34) (uy' | te’) 
oul 7" ae 
& (9.5)°9(0.) (rlve) = (3.5) (elma) - (99) Con’ | 24’) 

Nun ist nach (54) u,’ | wu.’ =u, +, | u+,, wo die oberen 
oder unteren Vorzeichen gelten, jenachdem PP’ der negativen oder 
positiven Hilfte der betreffenden Tangente angehdrt. Benutzt man 
daher, indem man zuniichst die oberen Vorzeichen annimmt, das 
Additionstheorem : 


a (5 ))-9 #(9 0) (04 |02) 9 (5 (tala) -# & (So) +, | u+,) 
—#(99)-0 # (5 a) UV») ° # (So) Us) O(do)eate U, + V2) 


—a(79)-0 #() 1)(v |v.) - 9( Le u,) 9 9 (V1) e+e, +0») 
—0(5 1). (5 i) UV») - 9 (O71 )(mie) 2 








( o—<« = *)- a(t ee Ug) o(} tele): o(} 1 Cy | Uy ) 














Va= te * 9(83)-0( 93) coinp-0(Sayoinn (9 9)cm'ims) 
hieran reihen sich die analogen Formeln: 
g-y ou >: a 1 (valve) OC i) ua) (7 oC ta) 
VE—% ye iba ~~ (99) (anita) (9 9) (04 te) 
7 s—f oa)” ; : (v4\v2)- a? 1) (value) -9(0 o) (uM) 
(61) Vr—ty = 0 -0(? §) (oilv2) (3 oe Ug) -# (0 0) (toy | Ug’) 
yen, 20a Doom eCSenare in 
VB—iVy—dy ae . ¢ b)(ile2)- o(9 rt (uy|Ug)° 0(? Cy | Us’) 


11 )(4le)- #() acy Up): (5 ») (a |" = 


* 0): 
ax —a2e 


Vy—iVa— 





Ge -A9 1 (oil04)- (0 0)(mime) (2°) cu’ Us) 


__ ay’ — yx" ve 0 a} 1)(il02)-0( %) (anay-9(° 0) (at | ta") 
Va—1,Vp— a 








(0) 2Ga}eiea-2(80) mio @a)eoiie) 





# (01) (u, +2 | M+ o,)= 9, 


in welchem das letzte Glied in Folge von (32) verschwindet, so erhalt man: 









fi 


al 
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Diese Formeln sind vollstiindig aufgestellt worden, weil sie einen 
neuen Beweis der Darstellung (46) der Liniencongruenz der gemein- 
samen Tangenten der Flichen 4, und wu, liefern, der sich unmittelbar 
auf die Additionstheoreme der #-Functionen und die geometrische Be- 
deutung der Addition der transcendenten Parameter stiitzt (vgl. § 4, (16); 


§ 12, (46); § 13, I). 
Zuziiglich der Formeln: 























Ve=a ee veo _ °C) 0 
rae sgpaty Me ea 
ergeben die 3 ersten Gleichungen (61): 
ene o(1)-9 oCi sein e€ti)en m9 e€0e (7 1) (ou | ms") 
Va— a(> )-(9 ») (v4 Ug)- #(5 0) (4 | Ug) : 1G. (9 0) (24 | Uy ) ; 
yay 2G) 2 Deveo-e (tom na-0@0)-2(Ra)enon 
Va— iy ~ @(°)). 0 a() 0) tle4): (9 0) (4 | m2) - 9($0): 00) (1 | ty’) 
as. 1 1)¢ealee)-0 (14 Jem en) - (1 1) 9(00) "Im 
Va—y 3? 0): 00) (rlrs)-9(9 0) (um | Uy) - 9(00 -0() oC | Uy’) 


Die Bildung der Quadratsummen der rechten und linken Seiten 
fiihrt unter Benutzung der identischen Relation*): 


© (50)-#*(11) (wim) + (o1)-#°( 


1 
+9°(71)-98(00) (wis) — 9°(90) -#*(4 


zu dem Resultate**): 


0) (41m) 
0 


1) (u,’| Uo’) = 0 








A (a@— a2)? +(y—yP+(@—7) 


a—dy 


o(28)o(8 om) #(2°)ian-0( 29) 
0(2%)- 98) 0° )emjuy0(°2) cures 


Hiernach nimmt die Gleichung (59) die Form an: 





=+ 


*) Vgl. Krazer, a. a. O. S. 35, By. 
**) Vgl. die analoge Formel aus der Anwendung der elliptischen Functionen 
auf die Geometrie der Kegelschnitte bei Enneper, a. a. O. S. 500. 
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4,4 
PGtate—paee sani “Mo due “(A—I9) A— wy) dd 
2Va—&-N 2Va—1,:M J 2Va—A,-A 
do) ee ee d 
a o)(Y—Uo) av *(u o) (u— to) u 
(62) _j¢ 2Va—’,-N J 2Va—%,-M 
Y 
00 01 
_ -a( 1) (ule) (i 1G Up)- #(} tl + % | U,+ 2) 





* 309. 9(} Ce U2): #( oC Us) 0(99) (+e! Up + v2) 


wo das Vorzeichen des 3. Gliedes rechter Hand so zu bestimmen bleibt, 
dass dieses Glied mit Einschluss seines Vorzeichens einen negativen 
oder positiven Werth erhilt, jenachdem im 3. Gliede linker Hand, fiir 
die obere Grenze , A positiv oder negativ ist. 

Trennt man die Integraldifferenzen u, | u, in ihre Bestandtheile 
und setzt etwa: 


¥ N v,N My M My M 
J da, J a. = §, | 8, J dea, J da, = t, | t, 
e Pp Y Y 
(63) 4 und, wie friiher: 
ad aA 
J da, J da, =, | v%, 
\ ‘oO 





so bestehen zwischen den Variablen s, | s,, ¢, | ¢,, v, |v, nach (31) 
die Relationen : 


10 01 11 
a ( t) (s,|s,)—90, @ (0 i) (¢,|4)—0, @ (6 i) (v, | %) = 0. 


In Folge derselben fallen aus der fiir beliebige Werthepaare s, | s, 
und ¢, | ¢, geltenden Additionsforme!: 


# (59): o(T i) Sy): o(] 1s If) - # (So) (s, —t, | 8, —t) 
— 9 (79) -9 (Oo) 15) - (Ko) i4)-# (71) G—4 1.4) 
— 9 (50) -9( 5 91182) -® (FT) | 4) (99) (i —t | 2—&) 
—0(25)-0(8 tela - (01)6 14) - (74) G—f 1-40 


im vorliegenden Falle die beiden letzten Glieder fort, und es folgt: 
(74): (1) (|) oi 1) (849) « o(; 1) (al) 


6 oo) (&| 82) * (09 (t, | th) 


# (50): 0 (88)-0(¢0 ny (ty | Ue) te 











(6 


wo 
Vv; 


dic 


So 
im 


v0' 


ge: 


zu 


dei 





n 
ir 


=() 
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Demnach kann man das Additionstheorem (62) der Integrale 
2. Gattung auch in der Form schreiben: 








4,4 
, Ce “Gu — Ie) (u— Wy) de “(A — Aq) (A—uy) dd 
f 2 Vee —ig-N -f 2Va—’:M J 2Va—i1,-A 


- 
: = (Payeame _ ((e—4o)(u— bo) du 
(64) : 2Va—’y-N 2Va—1y:M 
Bp Y 
#71) coved) 014) Gis) 0 (71) lte)-9(9 2) rth | tebe) 
& (9.0) Corinad-0 (9 0) (541 80)-0( 0.9) (Es Ita) -0(9 0) (1—t-Fe1 | S—te tre) 











wo $,|5,, t, | ¢,, v, |v, die Bedeutungen (63) haben, und zwischen 
v,N; w,M; 4, A; 2’, N’; w’, M’ die Relationen (55) bestehen. 


§ 18. 


Bestimmung des Schnittpunktes zweier sich schneidender 
Congruenzstrahlen. 


An den Satz V des § 16 schliessen sich als leichte Folgerungen 
die ferneren Siitze an: 

I. Sind u, | u, die Parameter eines Strahles S der Congruenz (46), 
so wird das Ellipsoid v, | v, oder 4 von dem positiven Halbstrahl 8 
im Punkte: 
, ty + % | My + %, 
von dem negativen Halbstrahl im Punkte: 

U, — % | Uy — % 

geschnitten. 

Hierbei sind unter v, | v, die Integrale aus (28) mit positivem A 
zu verstehen, wie solches auch fiir die beiden folgenden Sitze gilt: 

Il. Die den Strahl u, | u, in seinen Schnittpunkten mit dem Ellip- 
soid v, | v, enthaltenden Normalebenen dieser Punkte sind u,+-v, | uv, 
mit der dem Satz I entsprechenden Bedeutung der Vorzeichen. 

Ill. Ein vom Punkte u, | u, des Ellipsoides v, | v, ausgehender 
und in der Normalebene wu, |, des Punktes enthaltener Strahl S 
schneidet dasselbe Ellipsoid zum 2. Mal im Punkte: 


u, + 20, | u +24, 


wo die positiven oder negativen Vorzeichen zu nehmen sind, jenachdem 
der 2. Schnittpunkt auf dem positiven oder negativen Halbstrahl S liegt. 

An diese Siitze kniipft sich weiter die Frage, wann zwei reelle 
Congruenzstrahlen, die durch ihre, wie in § 10 beschrinkten, Para- 
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meterpaare u,’ | uw, und u,” | uw," gegeben werden, sich schneiden, und 
zwar sich so schneiden, dass sie in ihrem Schnittpunkte conjugirt 
sind, also die durch sie bestimmte Ebene eine der beiden ihrem Schnitt- 
punkte zugehérigen Normalebenen des Ellipsoides ist, auf dem der 
Schnittpunkt liegt. Diese besondere Form des Schneidens zweier 
Strahlen soll als, conjugirter Schnitt auf dem Ellipsoid“ bezeichnet werden*). 

Seien unter der Voraussetzung, dass die gegebenen Strahlen sich 
auf dem Ellipsoid v, | v, conjugirt schneiden, u, | u, die Parameter 
ihres Schnittpunktes und zugleich der diesem Punkte zugehdérigen 
Normalebene E,, welche die Strahlen enthalt. Der Schnittpunkt mag 
etwa auf dem negativen Halbstrahl wu,’ | wu,’ und auf dem _positiven 
Halbstrah] u,” | u,” liegen. Dann miissen sich nach § 16, V die Para- 
meter u,' | vu, und u,” | u," in die Form setzen lassen: 


uy |e =u ty | % + %, uy" | wu.” =u, — % | H — 0, 
oder, wie der Kiirze halber geschrieben werde: 
u=u+n, u’ =u —v. 
Diese Form angenommen, folgt: 
uu’ wu" 


we ae oe 





Da nun »v, | v, allgemein der Bedingung (32) geniigen miissen, so 
ergiebt sich als nothwendige Bedingung fiir den conjugirten Schnitt 
der Strahlen w’ und wu’: 


(it) (ase | SH )mo 


Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist sie nimlich erfiillt, 
so wird die gemeinsame obere Grenze 4, A der beiden einfachen Inte- 
grale v, | v, aus der Forderung: 


4,4 4,4 
(65) oi lem fda Jeo" a 


bestimmt, und zwar eindeutig. Da iiberdies aus dem Umkehrproblem 
(65) unter anderen die Relation: 


yess - 20-00-46. yess | 5x) 


Vy —& (79 a(?° 1-905 = uy" 








folgt, deren rechte Seite, bei der den Parametern u, | u, der reellen 
Sérablen auferlegten Beschrinkung, immer reell ist, so muss die Lésung 


*) Dabei liegt der Schnittpunkt der beiden Strahlen immer auf der positiven 
Hilfte des eimen und der negativen Hilfte des andern Strahles (vgl. § 6). 











Zus 
auc 


Uy 
ein 


Sek 


ewe 
Sou 


der 
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Litt 


lit, 
ite- 


lem 


lien 
jung 


tiven 
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4 des Umkehrproblems (65) immer zwischen den reellen Grenzen — oo 
und 4, liegen. 

Es kann alsdann auch stets erreicht werden, dass in ave Lésung 

4, A die Wurzel A positiv ausfallt, indem man, falls dies bei der 

u—U 


Forderung: v = == “" nicht der Fall ist, die Forderung v = —,~— 


stellt. Hat man die obere Grenze ‘A, A der beiden Integrale »v, | v, 


bestimmt, und ist fir v = <. das A positiv ausgefallen, so wird 


nach § 18, 1 das Ellipsoid 4 von dem negativen Halbstrah! wu’ im Punkte 


u’—v a und von dem positiven Halbstrahl w” im Punkte 


9 


“+o — geschnitten. Die beiden Schnittpunkte fallen also 
zusammen; ferner liegen nach § 18, II die beiden Strahlen w’ und wu 
auch in derselben Normalebene des Ellipsoides 4 im Punkte «+ ¥, -. Da 


u, | u,' ein reeller Strahl der Congruenz und », | v,, wie bewiesen, 
ein reelles, 4, umschliessendes Ellipsoid ist, so folgt, dass auch der 


Schnittpunkt «’ — vo = “ 8 “ein reeller, iiusserer Punkt sein wird. 
Das Resultat ist dieses: 


IV. a) Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
zwei reelle Congruenzstrahlen u, | wu, und u,"*| u,” sich auf einem Ellip- 
soid 4 conjugirt schneiden, lautet: 


(66) 9(O1)(% Ss =| = =) = 0; 


b) Der Schnittpunkt liegt dann auf dem Ellipsoid: 





, ” , ” 
u,’ — uy,” | Ug — Ug’ 
1 |%=—=+-5 & tees ? 


c) Die gemeinsamen Parameter des Schnittpunktes und der Ebene 
der beiden Strahlen sind: 


(67) am [; SAS | SEM, 


Wee ste 


d) Jenachdem sich in der Lisung des Umkehrproblems: 


4,4 4,4 
da. 24 | 


(65) Jeo J _= i L| a> 


fiir A das positive oder negative Vorzeichen ergiebt, liegt der Schnitt- 
punkt der beiden Strahlen auf der negativen Hiilfte von uw,’ | u.) und 
der positiven von u,” | u,", oder umgekehrt. 
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Da die nicht symmetrische Verwendung der 3 elliptischen Coordi- 


naten 4, w, v zur Definition (28) der Parameter u und v den Ellipsoiden " 
des confocalen Systems eine ausgezeichnete Rolle zuweist, so kann 
der Gleichberechtigung der drei Flichenarten des confocalen Systems 

nicht in jeder Beziehung Rechnung getragen werden, ohne dass man Se 
die einmal gewihliten Parameter verlisst. Um jedoch wenigstens die 

einschaligen Hyperboloide fiir spiitere Zwecke der Betrachtung zugiing- (6 
lich zu machen, soll hier noch die Frage beantwortet werden, wann 

zwei Congruenzstrahlen w und u” ,,sich auf einem Hyperboloid wu con- 80 
jugirt schneiden“, d. h. sich so schneiden, dass ihr Winkel von der 

Normale N, des einschaligen Hyperboloides, welches durch ihren P 

Schnittpunkt geht, halbirt wird. ih 
Sei P= A,u,v der Schnittpunkt der beiden Strahlen wu’ und w’, 

die in der bezeichneten Art sich schneidend angenommen werden. (6% 
Bedeuten nun «, und «, nach Bediirfniss das Zeichen + oder —, so 

sind die beiden Parameterpaare wu und w (vgl. § 16) des Punktes im wo 

Allgemeinen von der Form: gil 

u == Ur®, u=u—® + (xi | 0), ’ zug 

wofern man von dem etwa zutretenden Periodenpaar 0 | xi absieht be 

(vgl. Fig. 3). Dabei steht w-+-(27|0) zur Abkiirzung fiir w, + 27 |a, +0. ' 

Die 4 Congruenzstrahlen durch den Punkt P haben nach § 16, IV _ 

die Parameterpaare: str 

wiesto,  ue—sto-+t (xi | 0), i 

usr &—Yy, us» ~& — vy + (xi | 0), 2ug 

und zwar gehéren die je nebeneinanderstehenden Parameterpaare zu des 

3 einem Paar in Bezyg auf N, conjugirter Strahlen; denn die dem - 

Punkte P als einem Punkte eines jeden der 4 Strahlen zugehiérigen Ric 

zusammengesetzten Wurzelfunctionen sind beziiglich : pos 

eN, &M,+A, e,N, — eM, +A, _ 

é,N, eM, —A, é,N, — «&M, —A ro 

(vgl. § 10, VI. § 11, V. § 15, IV). Zwei in Bezug auf N, im Punkte u’ | 
P conjugirte Strahlen w’ und u” haben also nothwendig die Parameter- 

differenz: wer 

u— Uo = ut — ys — (ni | 0), 

und zwar gehdrt bei dieser Schreibweise dem Punkte P als einem 
Punkte auf uw’, resp. u” die zusammengesetzte Wurzelfunction «,M, 

resp. — €,M zu. Mit Riicksicht auf die Definition (28) der Parameter § um 

u und auf die Beziehung: . der 

fe fe 
2 fdo,|2fdo, = xi | 0, 
Y ee Hy, 
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wird hieraus: 
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Setzt man also abkiirzend: 


“u, M mM 
(68) wm ein fio, | — fo, 


so hat man den Satz: 
Wenn sich die beiden Congruenzstrahlen wu’ und u” im Punkte 


P=A,wu,v ,auf dem Hyperboloid u conjugirt schneiden“, so stehen 
ihre Parameter in der Beziehung: 


(65’) uw =" =-+w, 





wo w die Bedeutung (68) hat, und das obere oder untere Vorzeichen 
gilt, jenachdem die dem Punkte P als einem Punkte des Strahles w’ 
zugehérige Wurzelfunction M das positive oder negative Vorzeichen 
besitzt. 

Um der Vorzeichenregel einen anschaulicheren Ausdruck zu geben, 
wird man neben die in § 5 eingefiihrte Theilung jedes Congruenz- 
strahles in ,,zwei Hdlften“, eine positive und eine negative, eine zweite, 
von jener unabhangige Theilung jedes Congruenzstrahles in ,, zwei Ab- 
schnitte“ treten lassen. Der positive Abschnitt erstrecke sich, mit Be- 
zugnahme auf die positive Richtung des Strahles, vom Beriihrungspunkt 
des Strahles mit dem Hyperboloid u, bis zum Schnittpunkt mit der Ebene 
u = y, der negative Abschnitt, ebenfalls mit Bezugnahme auf die positive 
Richtung des Strahles, von diesem bis zu jenem Punkte zuriick. Auf dem 
positiven Abschnitt ist dann nach § 6 M negativ, auf dem negativen M 
positiv. 

Hiernach gilt in (65) das obere oder untere Zeichen, jenachdem 
der Punkt P auf dem negativen oder positiven Abschnitte des Strahles 
uw’ liegt. 

Man kann nun ohne Schwierigkeit zeigen, dass die aus (65) noth- 
wendig folgende Relation (vgl. Formeln (31): 


ot e™ | *F*)—0 





umgekehrt auch die himreichende Bedingung fiir den verlangten Schnitt 
der Strahlen w’ und wu” ist. Damit erhélt man das Resultat: 

a) Die nothwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die 2 reellen Congruenzstrahien u, | u,' und u,” | u,” sich auf einem 
Hyperboloid w conjugirt schneiden, lautet: 


5* 
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ow) oI) (GE | GH) 0 
b) Der Schnittpunkt liegt alsdann auf dem einschaligen Hyperboloid, 
dessen Parameter w sich aus dem Umkehrproblem bestimmt: 


tg had ‘ ‘ 
(65) | w,—— fdo,|—fde,— ">" | “>. 
J 2 

c) Jenachdem die Lisung des letzteren fiir M das positive oder 
negative Vorzeichen ergiebt, liegt der Schnittpunkt der beiden Strahlen 
auf dem negativen Abschnitt von u’ und dem positiven von u’, oder 
umgekehrt. 

Die Giiltigkeit der Siitze dieses Paragraphen ist wesentlich ge- 
bunden an die Beschréinkung auf die reellen Congruenzstrahlen und 
auf die von den beschrankten Variablen 4, uw, v (vgl. § 1, 6) abhingigen 
Parameterpaare wu, |v, und v, |v. Bei vollig wnbegrenzter Variabilitat 
der A, uw, v im complexen Gebiete hort nicht nur die eindeutige Be- 
ziehung zwischen Strahl und Parameterpaar u, | vu, auf, sondern geht 
auch die Unterscheidung der Ellipsoide und Hyperboloide des con- 
focalen Systems durch die Bezeichnung ihrer Parameter 2, u, v ver- 
loren. *) 

Um bei dieser allgemeinen Auffassung die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir zu finden, dass zwei Congruenzstrahlen 
und «” sich schneiden, gehe man von der algebraischen Form dieser 
Bedingung aus. Diese lautet, wenn p,;; und p,; die Liniencoordinaten 
der beiden Strahlen sind: 


pis psa + pis Pas + pis prs + pis Psa + Pis Pac + P14 Pes = (), 
Fiihrt man in diese Gleichung mittels der Formeln (46) die transcen- 


denten Parameter uw und wu” der beiden Strahlen ein und benutzt die 
identische Relation (wo allgemein u = u, | u, zu denken ist): 


+().0 (22) 0 (42)-0(Bh)or-+0 (8) -0 (Pao (89) -» (2 
— 0 (60): (60)6«# (10): (10) +9 (2)-# (11 )er-# (o1)-# (or) ©} 
+o(] 0): () 0) (u’) 900) # (fo) (w’) -9 9 (io) °(« cu") 9($ t) ($9) «if 

40 BV oC oC ELD GI) CHD 


*) Vgl. die Dissertation des Verfassers (Leipziger Dissertationen 1881), S, 22. 
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welche ein Specialfall der Riemann’schen #-Formel*) ist, so nimmt 
die obige Bedingung die Form an: 


9(B CS 0D CNC (C44) -0 


Die den beiden Parameterpaaren u, | u.' wnd u,” | wu,” entsprechen- 
den Congruenzstrahlen schneiden sich also, wenn die beiden Parameter- 
paare einer der 4 Relationen geniigen: 


#(01) gine os =0)ug, 


(69) 








0 (i) (ee | te") o, 


Unter diesen 4 gleichberechtigten Formen der Bedingung des Schnittes 
zweier beliebiger, reeller oder nicht reeller Congruenzstrahlen finden 
sich im Besonderen die in den Siitzen IV und V angegebenen Glei- 
chungen wieder. 

Das vorstehende Kapitel giebt in den Formeln (55), (59) und (60) 
die einfachen Additionstheoreme der hyperelltptischen Integrale 1., 2. und 
3. Gattung, bei welchen es sich um die Reduction der Summen von 
nur 3 Integralen auf Summen von 2 Integralen derselben Art handelt, 
und entwickelt die geometrische Bedeutung dieser einfachen Additions- 
theoreme; es zeigt ferner, wie auch die Additionstheoreme der #-Func- 
tionen ihre geometrische Bedeutung besitzen; es bereitet endlich in 
§ 18 die weitere geometrische Verwerthung des Zusammenhanges vor, 
welcher zwischen den Additionstheoremen der hyperelliptischen Inte- 
grale einerseits und der Theorie des Systems der confocalen Flaichen 
andererseits zu Tage trat. 

(Fortsetzung folgt). 


Breslau, im Januar 1883. 





*) Vgl. Krazer, a. a, O., 8. 2, Formel 8. 














Gruppentheoretische Studien. II. 


Ueber die Zusammensetzung einer Gruppe discreter Operationen, 
tiber ihre Primitivitit und Transitivitit.*) 


Von 


Watrtuer Dyck in Leipzig. 


Einleitung. 

In den im Bande 20 dieser Annalen verdéffentlichten ,,Gruppen- 
theoretischen Studien, I“ habe ich versucht, die Definition einer Gruppe 
von discreten Operationen von der speciellen Darstellungsform der 
einzelnen Operationen unabhingig zu machen und dieselbe lediglich 
auf die zur Gruppenbildung wesentlichen Eigenschaften jener Sub- 
stitutionen zu griinden. Das geometrische Gewand, in das ein Theil der 
dort gegebenen Untersuchungen gekleidet war, erschien, an verwandte 
andere Forschungsgebiete ankniipfend geeignet, den Uebergang zu 
jenen abstracteren Definitionen zu vermitteln. 

Es ist die Absicht der hier folgenden Untersuchungen, die bisher 
studirten Eigenschaften einer Gruppe in ihrer abstracten Formu- 
lirung zu verfolgen. Dabei wird insbesondere die Frage zur Geltung 
kommen, in wie weit diese Eigenschaften durch alle verschiedenen Er- 
scheinungsformen der Gruppe einen invarianten Charakter tragen, was 
zur exacten Fixirung ihres eigentlichen gruppentheoretischen Inhaltes 
fiihrt. 

Es sei dabei gleich hier hervorgehoben, dass durch diese Dar- 
stellung keineswegs ein Aufgeben derjenigen individuellen Vortheile 
angestrebt wird, die fiir jedes specielle Problem gerade in seiner 
speciellen Darstellungsform liegen kénnen. Fiir jedes einzelne Problem 


*) Die nachfolgenden Untersuchungen habe ich zum Theil in zwei, Winter 
1881/82 und Sommer 1882 gehaltenen Vorlesungen ,, Veber Gruppentheorie“ und 
,» Ueber algebraische Gleichungen‘‘ zum Vortrage gebracht. 

[Ein kurzes Referat der auf Primitivitait beziiglichen Untersuchungen ist in 
den Comptes rendus gegeben (Paris, 9. April 1882)]. 








= 
Ss 


Th 


mn 8 © Des wD 





ny, 


} 

r- 
as 
tes 


ar- 
ile 
ier 
em 


ter 
ind 








Gruppentheoretische Studien II. V1 


steht uns ein Schatz individueller Kenntnisse zur Verfiigung — ich 
brauche kaum an algebraische, an functionentheoretische und zahlen- 
theoretische Fragen zu erinnern, die mit gruppentheoretischen Pro- 
blemen in Verbindung stehen — die wir in jedem gegebenen Falle 
mit Vortheil verwenden. Aber gerade solche specielle Beziehungen fordern 
die Discussion der Frage, in wie weit sie in rein gruppentheoretischen 
und in wie weit in anderen Eigenschaften des gestellten Problems thre 
Begriindung finden. 

Aus diesen Ueberlegungen sind die nachfolgenden Untersuchungen 
entstanden. Macht also der stoffliche Inhalt der folgenden Zeilen keines- 
wegs den Anspruch auf Neuheit, so glaube ich doch, dass gerade die 
Form der Fragestellung die bekannten Eigenschaften einer Gruppe unter 
einem neuen Gesichtspunkt erscheinen lisst und deren Definition in 
grésserer Klarheit und Schiarfe ergiebt. 

Wir bezeichnen im Kurzen den Inhalt der folgenden Entwickelungen. 

Da es zweckmiissig schien, die vorliegenden Untersuchungen von 
den friiheren Arbeiten so weit als méglich unabhingig zu machen, 
sind in § 1 die fiir unsere Gruppen vorausgesetzten Primissen zusam- 
mengestellt. 

Der I. Abschnitt handelt sodann von der Zusammensetzwng einer 
Gruppe und enthalt die Aufzihlung aller in einer gegebenen Gruppe 
(von endlicher oder unendlich hoher Ordnung) enthaltenen ausgezeich- 
neten Untergruppen aus den hierzu nothwendigen und hinreichenden 
Elementen. 

Es wird dabei die EKintheilung der Substitutionet einer Gruppe 
nach ihrer ,,Gleichberechtigung“ zu Grunde gelegt, wonach mit einer 
Substitution S alle aus ihr durch Transformation abgeleiteten Sub- 
stitutionen 7)S7T—! gleichberechtigt sind. Die Kenntniss je eines Re- 
prisentanten fiir die verschiedenen Arten der gleichberechtigten Sub- 
stitutionen einer Gruppe lisst dann die Zusammensetzung dieser Gruppe 
auf einfachste Weise formuliren (§ 2). Aus dieser Formulirung fliesst 
aber unter Zugrundelegung der in meinen friiheren Untersuchungen 
(Gruppentheoretische Studien I) gegebenen Form der Definition einer 
Gruppe — durch Relationen zwischen ihren erzeugenden Substitutionen — 
ein einfacher Algorithmus, welcher sofort die Aufzihlung der gesuchten 
Untergruppen aus den oben erwiihnten, nothwendigen und hinreichenden 
Primissen ergiebt. 

Dabei sei gleich hervorgehoben, dass damit die Schwierigkeit der 
Frage nach den in einer gegebenen Gruppe enthaltenen ausgezeichneten 
Untergruppen nicht gelist ist, sondern nur, wenn dieser Ausdruck ge- 
stattet ist, in eine kanonische Form gebracht, in welcher der Haupt- 
punkt, die Frage nach den Reprisentanten gleichberechtigter Substitutionen 
unmittelbar hervortritt. 
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Der II. Abschnitt kennzeichnet die Eigenschaft der Primitivitdt, 
bez. Imprimitivitét einer Gruppe und deren Beziehung zur Transitivitit. 

Die Definition dieser Eigenschaften ist an eine Darstellung der 
iruppe durch Vertauschungen gewisser Elemente gekniipft*). Wir 
fragen nach dem eigentlichen, gruppentheoretischen Inhalte dieser 
Eigenschaften. Zu dem Ende beginnen unsere Entwicklungen mit der 
Herstellung der ,einfach transitiven reguliren Darstellungsform‘ aus 
unserer Gruppe G, welche dabei in irgend welcher Definition gegeben 
vorausgesetzt ist (§ 6). Beziiglich der Primitivitaét oder Imprimitivitit 
dieser reguliren Form ergiebt sich dann (in § 7) der einfache Satz: 

Die regulire Form einer Gruppe G ist imprimitiv mit Bezug auf 
jede in thr enthaltene Untergruppe G’. 

Aus der reguliren Form von G, welche durch Vertauschungen 
von N Symbolen dargestellt ist (N die Ordnung der Gruppe) ergeben 
sich nun weitere Darstellungen durch Vertauschungen von v Symbolen, 


welche gewissen Untergruppen G” der Ordnung 2 von G zugehéren**), 


und von denen jede in der auf diese Gruppe G” beziiglichen ,, impri- 
mitiven Schreibweise* der reguliiren Form von G unmittelbar abgelesen 
werden kann (§ 8). Beziiglich der Primitivitit dieser neuen Dar- 
stellungsformen unserer Gruppe G durch Vertauschungen von v Sym- 
bolen folgt dann (§ 9) der weitere Satz: 

Eine solche Darstellung ist imprimitiv mit Bezug auf jede Gruppe 
G’, welche G” wmfasst und in G enthalten ist. 

Somit ist .cine ,,imprimitive Darstellungsform“ einer Gruppe G 
lediglich eine Folge davon, dass in G gewisse Untergruppen G und G” 
enthalten sind; weiter lisst sich auch umgekehrt der Schluss auf das 
Vorhandensein der betreffenden Untergruppen aus einer imprimitiven 
Darstellungsform der Gruppe machen. 


*) Und insofern handelt es sich hierbei um endliche Gruppen von der Ord- 
nung N, eine Beschriankung, die indess den Entwickelungen des Abschnittes Il 
zufolge unmittelbar aufgehoben werden kann, indem man sich eine Gruppe auch 
durch Vertauschungen von unendlich vielen Symbolen definirt denken kann; diese 
Vertauschungen kénnen dann freilich nicht mehr explicite dargestellt werden, 
sondern liegen nur nach ihrem gruppentheoretischen Bildungsgesetz gegeben vor. 
Man denke etwa, im Sinne der neueren functionentheoretischen Untersuchungen, 
an die in einer ,,reguliiren Gebietseintheilung‘t von unendlich hoher Ordnung ent- 
haltenen Gruppen. 

**) Wie dies aus den Untersuchungen bekannt ist iiber diejenigen Gruppen 
(von Buchstabenvertauschungen), welche isomorph auf eine gegebene Gruppe G 
bezogen werden hénnen. Hier handelt es sich insbesondere um ,,holoedrisch iso- 
morphe** Beziehungen. Man vergleiche hierzu das C. Jordan’sche Werk ,,Traité 
des substitutions et des équations algébriques‘* Paris 1870, pag. 56 ff. Ferner sei 
gleich hier auf eine Abhandlung ,,Sopra l’isomorfismo dei gruppi di sostituzioni“ 
von A. Capelli im Giornale di Matematiche (Bd. 16, 1878) verwiesen, deren 
Untersuchungen sich mit den vorliegenden mannigfach beriihren. 





~ 











se 








al 
I 
)- 


21 
Ty 











es = sn Mart wl 








Gruppentheoretische Studien IT. 73 


Die individuelle Stellung von G’ in @ lasst sich dabei gleichfalls 
aus verschiedenartigen Formen der Imprimitivitdt , die wir in natiirlicher 
Weise unterscheiden kénnen, erkennen (§ 10). In § 11 sind die Gruppen 
aufgezihlt, welche niemals und diejenigen, welche nur in der reguliren 
Form imprimitiv erscheinen kénnen, Gruppen einfachster Art. Aus 
den Untersuchungen der Paragraphen 7 und 9 ergeben sich unmittel- 
bar die Beziehungen der Primitivitét bez. Imprimitivitait einer Dar- 
stellungsform zu deren Transitivitit, auf die wir in § 12 kurz eingehen. 
In § 4 des ersten und § 13 des zweiten Abschnittes sind die gegebenen 
Untersuchungen an zwei Beispielen einfachster Art, der ,,Gruppe des 
Oktaeders‘‘ und der ,,Gruppe des Ikosaeders“ noch niher illustrirt und 
in § 13 noch auf zwei Beispiele zu den in § 11 aufgezihlten Gruppen 
hingewiesen. 


§ 1. 
Allgemeine Voraussetzungen fiir die zu behandelnden Gruppen discreter 
Operationen. 


Die Operationen unserer Gruppen, welche wir dureh 7,, T,, 
T,,--++, 7, +++ andeuten, beziehen sich auf ein bestimmtes, symbolisch 
durch 1 bezeichnetes Object, in welchem sie gewisse Zustandsiinderungen 
hervorrufen. 

Wir achten dabei nicht auf den Uebergangsprocess von einem 
Zustande in einen anderen, sondern lediglich auf die discrete Reihe der 
verschiedenen Endzustiinde und insofern mag die Bezeichnung einer 
, Gruppe disereter Operationen* gerechtfertigt erscheinen. Wir kénnen 
unmittelbar die verschiedenen Kndzustiinde durch die Symbole 7, T,, 
T,,--+, 7%,+++ derjenigen Operationen bezeichnen, welche den be- 
treffenden Zustand aus dem Anfangszustande des Objectes herleiten. 
Dabei sei durch 7, = 1 der Anfangszustand des Objeetes und zugleich 
die ,,identische Operation“ bezeichnet. 

Wir treffen fiir unsere Operationen noch weiter die folgenden Fest- 
setzungen : 

1. Die Operationen unserer Gruppen miissen in beliebiger Wieder- 
holung und Aufeinanderfolge angewundt werden kinnen. 

Wir gehen dann zur Bildung einer Gruppe von einer Reihe von 
,erzeugenden QOperationen“ aus, A,, A,, A,, +--+, An, durch deren 
Iteration und Combination sich alle Operationen der Gruppe ergeben in. 
der Form symbolischer Producte: 


(1) A‘ At. F » Alin ; A} : A ® 2 - A’. 7 


die wir stets in der Reihenfolge von links nach rechts verstehen wollen. 
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Durch die Kenntniss gewisser Relationen, die bei der Zusammensetzung 
unserer erzeugenden Operationen auftreten, lisst sich dann jede Gruppe 
definiren durch eine Reihe symbolischer Gleichungen 


(2) F, (Ai) = 1, F, (Aj) =1,---, F, (Ai) = 1; 


hierbei sind die F'(A;,) specielle Producte der oben (in Formel 1) be- 
zeichneten Art, welche, wie die Gleichungen F'(A;) = 1 besagen, auf 
unser Object 1 angewandt zu dem Anfangszustande 1 desselben zuriick- 
fiihren. 

Die durch die Relationen 2 definirte Gruppe ist dann bestimmt als 
die Gesammtheit der aus den erzeugenden Operationen A, - -- A, ent- 
stehenden Substitutionen 


Att Ate... Ate AB AS. ATS, 


welche vermége der Relationen 2 von einander verschieden ausfallen. 
Dabei kann die so bestimmte Gruppe eine endliche, oder auch eine 
unendlich hohe Zahl von Operationen umfassen.*) 

Durch diese Definition sind sofort alle ,,holoedrisch isomorphen “ 
Gruppen in eine einzige begriffen. 

2. Die zu einer Operation 7; ,,inverse Operation‘‘ ist definirt 
durch die symbolische Gleichung: 


T,7;- = 1, 


Wir setzen nun fiir unsere Betrachtungen noch fest, dass eine Gruppe, 
welche die Operation T, enthdilt, stets auch ihre inverse Operation T,—' 
mit einbegreifen soll, eine Festsetzung, die selbstverstindlich erfillt ist, 
wenn die Operation 7; eine ,,endliche Periode wu“ besitzt, d. h. die 
symbolische Gleichung 

T = 1 
befriedigt. 

Damit folgt eine wichtige Eigenschaft der hier betrachteten Gruppen: 

Es ist moglich, von jedem Zustande des Objectes zu jedem anderen 
tiberzugehen. 

Die Hervorhebung eines Zustandes als Anfangszustandes 1 erscheint 
eine willkiirliche, von der wir sofort zu einer neuen Bezeichnung iiber- 
gehen kénnen. Wir beachten niimlich. dass die Anordnung der Ope- 
rationen unserer Gruppe in der Reihenfolge 


1,, T;, T;, oe, Thy- es 
eine ganz bestimmte Gruppirung der Operationen zur identischen 


*) Man vergl. die nihere Ausfiihrung in den Gruppentheoretischen Studien I 
(Annalen Bd, 20), Einleitung, sowie §§ 1, 4, 5, 9, 10. 








oI 


fi 





2 
“j 


en 





Operation bezeichnet, welche in ganz derselben Weise durch die An- 
ordnung 
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A, AT,, AT;, +++, ATh >> 
fiir den Zustand A als Ausgangspunkt gekennzeichnet ist. 


I. Abschnitt. 


Von der Zusammensetzung einer Gruppe. 


§ 2. 
Allgemeine Satze iiber die in einer gegebenen Gruppe enthaltenen 
ausgezeichneten Untergruppen. 


Wenn es sich um die Aufstellung der in einer gegebenen Gruppe 
enthaltenen ausgezeichneten Untergruppen handelt, so kommen dabei 
ganz bestimmte Eigenschaften der Substitutionen dieser Gruppe in 
Betracht, welche als Ausgangspunkt des Folgenden in der fiir uns 
zweckmissigen Formulirung kurz vorangestellt seien. 

1. Sei G die gegebene Gruppe, deren Substitutionen durch 
1, 7,, T;, «++, Ty «++ bezeichnet seien. 

* Transformiren wir eine Substitution 7’ der Reihe nach mit allen 
Substitutionen der Gruppe G, d. h. bilden wir die Substitutionen 
Ti TT, 
wobei 7, alle Substitutionen von G durchlauft, so liefert diese Reihen- 
folge alle zur Substitution, T in Bezug auf die Gruppe G gleichberech- 
tigten Substitutionen*. Wir greifen irgend eine dieser Substitutionen 
als Reprdsentanten der ganzen Reihe heraus, aus welcher wir durch 
den Transformationsprocess sofort die ganze Reihe der gleichberech- 
tigten Substitutionen herleiten kénnen. 

So ordnen sich alle Substitutionen von G zu Reihen gleichberechtigter 
Substitutionen an, deren jede durch eine beliebige Substitution der Reihe 
als Représentanten gekennzeichnet ist. 

Reduciren sich alle zu einer gegebenen Substitution 7’ gleichberech- 
tigten Substitutionen auf die einzige Substitution 7’, d. h. besteht fiir 
jede Substitution 7; von G die Gleichung 

T; TT, = T, 
so heisst die Substitution T in der Gruppe G ausgezeichnet enthalten. 

Insbesondere ist die identische Substitution 1 in G ausgezeichnet 
enthalten. 

2. Es sei G’ eine in G enthaltene Untergruppe; ihre Substitu- 
tionen seien durch 1, S,, S,, --- bezeichnet. 

Trausformiren wir die simmtlichen Substitutionen dieser Unter- 
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gruppe mit einer bestimmten Substitution Zi: von G, eine Reihe von 
Operationen 

TS; Ti, 
(wo S; die simmtlichen Substitutionen von G’ durchliuft), so bilden 
diese durch 7, transformirten Substitutionen eine neue Gruppe G”, 
,eine zu @ mit Bezug auf die Gruppe G gleichberechtigte Unter- 
gruppe von G.“ 

Lassen wir nun JZ; die simmtlichen Substitutionen von G darch- 
laufen, so resultirt die Gesammtheit der zu G' mit Bezug: auf G gleich- 
berechtigten Untergruppen G’, G", G’’ .-. 

Wir greifen irgend eine derselben, G’, als Reprdsentanten heraus, 
aus welcher vermége des Transformationsprocesses sofort die Gesammt- 
heit der gleichberechtigten Untergruppen hergestellt werden kann. 

Alle in G enthaltenen Untergruppen ordnen sich hiernach in Reihen 
je untereinander gleichberechtigter Untergruppen an, deren jede durch 
eine beliebige Gruppe der Reihe als Repriisentanten gekennzeichnet ist. 

Enthilt eine Reihe nur eine einzige Gruppe G’, befriedigen also 
alle ihre Substitutionen 1, S,,---, S,,---S, +++ die charakteristische 
Reiation 

T; a TT; a Bas 
unter 7; irgend eine Substitution der Gruppe G verstanden, so heisst 
diese Gruppe G’ in G ausgezeichnet enthalten. 

Insbesondere ist die Identitat 1 als eine in G ausgezeichnete Unter- 
gruppe aufzufassen. Weiter ist die Gruppe G in sich selbst aus- 
gezeichnet enthalten. 

3. *Enthilt eine in G ausgezeichnete*Untergruppe G’ eine Sub- 
stitution S, so enthilt sie auch die ganze Reihe der zu S mit Bezug 
auf die Gruppe G gleichberechtigten Substitutionen ; 

und analog: 

Enthalt eine in G ausgezeichnete Untergruppe G’ ihrerseits eine 
Untergruppe H, so enthilt sie auch die ganze Reihe der zu H mit 
Bezug auf die Gruppe G gleichberechtigten Untergruppen H’, I/”.-- - 

4. Die Untergruppe G’, welche entsteht, wenn man eine Substi- 
tution S und alle zu ihr in Bezug auf die Gruppe G gleichberechtigten 
Substitutionen auf alle méglichen Weisen iterirt und combinirt, ist in 
der Gruppe G ausgezeichnet enthalten. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition einer in G aus- 
gezeichneten Untergruppe G’. Die allgemeinste Substitution, welche 
zufolge des obigen Processes der Gruppe G’ angehdrt, ist eine Reihe 
von Factoren 7,,S T,—' etwa: 


TST? TST,“ ot, 2 T,,8Z,"* =’. 


Es ist zu zeigen, dass auch jede Substitution 7,S8’7,-' in der 
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Gruppe G’ enthalten ist, wo 7), eine beliebige Substitution von G ist. 
Das folgt aber sofort aus der Beziehung: 


T,S' T,;- = T, T,8 TT, . T,.T,ST7°T,- eee T,T,,STy3 Ti, 


welche zeigt, dass auch 7,S8'7,-' durch die Combination einer Reihe 
von Substitutionen entstanden ist, welche zu S mit Bezug auf die 
Gruppe G gleichberechtigt sind. 

Wir kénnen also sagen: 

Die Substitution S bildet zusammen mit den zu ihr mit Bezug 
auf die Gruppe G gleichberechtigten Substitutionen ein System er- 
zeugender Substitutionen fiir die ausgezeichnete Untergruppe G’. 

Die so erhaltene Untergruppe G’ ist dabei sicher die kleinste in G 
ausgezeichnete Untergruppe, welche die Substitution S enthilt. Sie ent- 
hilt mindestens alle Potenzen der Substitution S und kann speciellen 
Falles auch mit der Gruppe G selbst identisch sein. 

5. In analoger Weise liisst sich fiir jede Untergruppe von G sofort 
die kleinste in G enthaltene ausgezeichnete Untergruppe angeben, 
welche jene erstgenannte Untergruppe enthiilt. 

6. Umgekehrt erhdlt man die Gesammtheit der in einer Gruppe G 
enthaltenen ausgezeichneten Untergruppen dadurch, dass man die kleinsten 
ausgezeichneten Untergruppen G’ aufsucht, in welchen die Repréisen- 
tanten der gleichberechtigten Substitutionen von G je einzeln und in 
allen médglichen Combinationen enthalten sind. FViir jede solche Unter- 
gruppe G’ liegt ein System erzeugender Substitutionen in den zu dem 
betreffenden Repriisentanten gleichberechtigten Substitutionen vor. 

Es ist dabei fiir die praktische Durchfiihrung der Aufgabe, alle 
ausgezeichneten Untergruppeu einer vorgelegten Gruppe G aufzuzihlen, 
die Bemerkung von Vortheil, dass man sich unter den Repriisentanten von 
endlicher Ordnung (die also einer Gleichung S;"‘=1 geniigen) auf die 
Repriisentanten von Primzahlordnung beschriinken kann, insofern jeder 
andere durch die Combination mehrerer Reprisentanten von Primzahl- 
ordnung hergestellt werden kann. 

Fiihren alle so erhaltenen ,,kleinsten ausgezeichneten Untergruppen“ 
stets auf die Hauptgruppe G selbst, so ist diese einfach. 


§ 3. 
Aufzihlung der in einer gegebenen Gruppe G enthaltenen ausgezeichneten 
Untergruppen. 


Den im vorigen Paragraphen gegebenen Siitzen tiber die Auf- 
zihlung aller in einer gegebenen Gruppe enthaltenen ausgezeichneten 
Untergruppen schliesst sich nun ein einfacher Algorithmus an, welcher 
die wirkliche Durchfiihrung dieser Aufzihlung sofort ergiebt, falls eine 
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Gruppe in der allgemeinen in § 1 erwahnten Definition gegeben vor- 
liegt und die Repriisentanten der Systeme von gleichberechtigten Sub- 
stitutionen bekannt sind. 

Es liege eine Gruppe G von Operationen 1, T,, T,,--- gegeben 
vor, als erzeugt durch eine Reihe von Substitutionen A,, A,, - - -, Am 
welche an die Bedingungen: 


(1) F,(4,,4,,°+*;Am)=1, F,(A,, 4,,-++, Am) = 1, --- 
~++ Fy(A,, 4y, ++) 4m) = 1 
gekniipft sind. 
Dann gilt der Satz*), dass die Zufiigung einer oder mehrerer 
Relationen 
(2) Frai(Aj, A,, oe An) _ 1, - es F,(A,, A,, ey An) =1 


zu den gegebenen jedesmal eine in der Gruppe G ausgezeichnet ent- 
haltene Untergruppe G’ abscheidet, welche alle diejenigen Substitu- 
tionen von G umfasst, die zufolge der obigen Relationen (2) der Iden- 
titit congruent werden. Die linken Seiten unserer Relationen (2) sind 
namlich in der Gruppe G enthaltene Substitutionen. Gleichzeitig mit 
ihnen werden also zuniicnst alle Substitutionen 


Tr FisilT, 0% T,F,7T;- 


der Identitit congruent, in welchen 7; eine beliebige Substitution der 
Gruppe G bezeichnet. Das sind also alle zu den Substitutionen 
Fai, +++, F, der Gruppe G gleichberechtigten Substitutionen. Dann 
aber werden alle hieraus durch Iteration und Combination erzeugten 
Substitutionen von G ebenfalls der Identitat congruent. Die Gesammtheit 
aller dieser Substitutionen bildet aber, wie wir soeben in § 2, Nr. 4 
gesehen haben, eine in G ausgezeichnete Untergruppe; und zwar ist 
es die kleinste ausgezeichnete Untergruppe von G, welche die Sub- 
stitutionen F,,, - - - F, enthilt. 

Hiermit ist aber der Algorithmus zur Aufzdhlung der siimmtlichen 
in einer Gruppe ausgezeichnet enthaltenen Untergruppen aus den dazu 
nothwendigen und hinreichenden Elementen gegeben: 

Es seien 

Fras, Fae, +++; Frys 


je die Repriisentanten der verschiedenen in der Gruppe G enthaltenen 
Systeme gleichberechtigter Substitutionen. 

Dann erhalten wir eine erste Reihe ausgezeichneter Untergruppen 
von G, wenn wir je einen dieser Reprisentanten der Identitaét con- 
gruent setzen, z. B. 

Fis =]. 

*) Vergleiche ,,Gruppentheoretische Studien I. § 4, 5, auf welche auch, was 

die Terminologie dieses Paragraphen anbetrifft, verwiesen sein mag. 
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Die ,,Tragweite einer solchen Relation erstreckt sich auf die 
Substitutionen der kleinsten in G ausgezeichneten Untergruppe G’, 
welche die Substitution 4; enthilt. 

Die Gesammtheit aller in G enthaltenen ausgezeichneten Unter- 
gruppen folgt dann, wenn wir die obigen Relationen noch auf alle 
mdglichen Weisen combinirt ins Auge fassen, 

Wenn dadurch, dass wir successive je einen unserer Repriisen- 
tauten der Identitat congruent setzen, stets alle Substitutionen der 
Gruppe G der Identitét congruent werden, so ist die Gruppe einfach. 


§ 4. 
Beispiele fiir die Bestimmung der Zusammensetzung einer Gruppe. 


Es erscheint nicht unzweckmissig, den soeben im Allgemeinen 
geschilderten Algorithmus an einigen Beispielen einfachster Art zu 
verfolgen und dies mag im Folgenden fiir die ,,Gruppe des Octaeders“ 
(Gruppe der Vertauschungen von vier Dingen), und fiir die ,,Gruppe 
des Icosaeders“ (Gruppe der geraden Vertauschungen von fiinf Dingen) 
geschehen. Es sind die Beispiele, die wir auch zur Illustration des 
Abschnittes Il verwenden*). 


1, 
Die Gruppe des Octaeders. 


In meiner friiheren Arbeit**) habe ich gezeigt, dass, unter 
A,, A,, A, die ,,erzeugenden Substitutionen verstanden, die Gruppe 
des Octesders durch die Relationen 


(1) Ajj=1, Ai =1, AP=1, A,A,A, = 


zwischen den erzeugenden Substitutionen gegeben ist. Die 24 Sub- 
stitutionen des Octaeders sind dann gegeben in der Form: 


a) J (die Identitit). 

b) AJ Ap A;~* + 2=0,1,2; w=1,3. 
(2) c) AJ AS A,-* - 4=0,1,2. 

d) AJ ASA + 4=0,1,2,3;  w=1,2. 

e) A,’ A,“ A,A,—“A,—* - 1=0,1; M=0,1,2,3. 


Formel 2b umfasst die sechs Substitutionen der Periode 4; sie 
sind simmtlich untereinander gleichberechtigt, wie dies aus der 


*) Beztiglich der fiir die hier auftretenden speciellen Gruppen eingefiihrten 
Terminologie sei auf die Arbeiten von Schwarz (Crelle, Bd.75) und Klein, Math, 
Annalen 9 und 14 verwiesen. 

**) Gruppentheoretische Studien I, § 15. 
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Formel hervorgeht, wenn wir noch die zwischen A, und A,° be- 
stehende Beziehung: 

A,’ A,?A,(A,) A, A,? A, = A,° 
beachten, welche A,* ,durch Transformation‘ aus A, herstellt. 

Formel 2c bezeichnet die 3 Substitutionen von der Periode 2, 
welche sich als Potenzen der in 2b enthaltenen Substitutionen er- 
geben. 

Forme] 2d umfasst die 8 Substitutionen von der Periode 3, deren 
Gleichberechtigung erhellt, wenn wir noch die zwischen A, und A,? 
bestehende Beziehung: 

A, A, A,* (A,).A, A, A,* = A,? 
beachten. 

Forme] 2e endlich enthilt die noch iibrigen untereinander gleich- 
berechtigten Substitutionen von der Periode 2. Es sind deren 6, wenn 
wir beachten, dass die Combination 4 = 0, uw = 0 und A= 1, w= 0 
beidemal die Substitution A,, die Combination 4—0, wu =—2 und 
A= 1, w = 2 beidemal die Substitution A,?A,A,? ergiebt. Die Gleich- 
berechtigung unserer Substitutionen ist unmittelbar in der Formulirung 
ausgesprochen. . 

Danach sind die Reprisentanten der gleichberechtigten Substitutionen 
beim Octaeder gegeben durch 

l, A,, A,?, A,, A;. 

Um also die Zusammensetzung des Octaeders zu untersuchen, 
haben wir der Reihe nach diese Reprisentanten gleich 1 zu setzen und 
zuzusehen, welche Gruppe von Substitutionen des Octaeders vermége 
dieser zu den Relationen 1 tretenden neuen Relation der Identitiit 
congruent wird. 

1. Die Relation 

A,=1 
zu den Relationen 1 zugefiigt, ergiebt sofort, wegen A, A,A, = 1, die 
Beziehung A,A,—1, oder A,— A, und aus dieser folgt, wegen 
A,} = 1 und A,? = 1, unmittelbar A, = 1 und A, = 1 selbst. 

Also werden durch Zufiigung der Relation A, =1 sémmitliche 
Substitutionen des Octaeders der Identitdt congruent, was lediglich be- 
sagt, dass unsere Gruppe ,,in sich selbst ausgezeichnet enthalten“ ist. 

2. Die Relation 

A,? = 1 
zu den Relationen 1 zugefiigt, lisst die 4 Substitutionen: 

i 1, A,*, A,A,?A,*, A,’ A,’ A, 
gleich 1 werden und nur diese. 

Damit erscheint die Gruppe dieser 4 Substitutionen in der Gesammt- 
heit des Octaeders als eine ausgezeichnete Untergruppe G,. 
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Die 24 Substitutionen ordnen sich (wie natiirlich) zu je vieren 
zusammen, die einander gleich werden und es bleiben so noch 6 von 
einander verschiedene Substitutionen iibrig, welche in dieser Anordnung 
eben gerade die durch Relationen: 

A’ =1, Ai=—1, A’Z—1, A,A,A,—1 
charakterisirte Gruppe bilden; es sind die Substitutionen: , 


1 A;, A,? 
A,, A,A,, A,? A,. 
3. Die Relation 
A,=1 
zu unseren Relationen 1 hinzugefiigt, setzt zuniichst die Gleichung 
A, A, A,=1 in A,A,=1 oder A,= A, um und mit Beachtung dieser 
Beziehung ergeben sich 12 Substitutionen, welche der Identitiit con- 
gruent werden, nimlich: 
1 
A,} A,?A,7*  2=0,1,2. 
A, Ay A, on el 
Die Gruppe dieser ewélf Substitutionen stellt sich sonach als aus- 
gezeichnete Untergruppe des Octaeders dar. Es ist die Tetraedergruppe. 


Mit Bezug auf diese Relation A,—1 reduciren sich dabei die 
von einander werschiedenen Werthe unserer Substitutionen auf 


i. A,, 

als einer Gruppe, die hier durch unsere Relationen 

(1) A,jj=1, A,iasl, Aj? =—1, A,A,A, = 1 

und 

(3) A,=1 

definirt erscheint; diese Relationen ziehen sich sofort auf die einzige 
A,? = 1 

zusammen, 

4. Betrachten wir schliesslich noch die ,,Tragweite“ der Relation 

A, = 1, 


so ergiebt sich aus A, A,A,—1 sofort A, A, = 1 und damit A, = 1 
und A, = 1, so dass durch diese Relation die simmtlichen Substitu- 
tionen der Gruppe sich auf die Identitit reduciren. 

5. Fiigen wir der Vollstiindigkeit wegen noch die Relation 1 = 1 
hinzu, welche die ,,Identitdt als ausgezeichnete Untergruppe der Ge- 
sammtheit charakterisirt, so ist unsere Aufzihlung beendet. 

Es haben sich die bekannten Gruppen G, und G,,, eine ,,Doppel- 


Mathematische Annalen. XXII. 6 
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pyramidengruppe“ von der Ordnung 4 und die ,,Tetraedergruppe“ (der 
Ordnung 12) ergeben, wenn wir von der Identitaét und der Gesammt- 
gruppe G selbst absehen. 






























2. 


= Die Gruppe des lIcosaeders. 


Nach dieser ausfiihrlichen Entwickelung des vorigen Beispiels sei 
fiir die Gruppe des Icosaeders noch die analoge Discussion nach ihren 
wesentlichen Punkten kurz zusammengestellt. 

Die Definition der Icosaedergruppe liegt, A,, A,, A, als er- 
zeugende Substitutionen aufgefasst, in den Formeln vor 


Aji=1, AS—1, A? —1, A,A,A, =1*). 


Als Repriisentanten der Systeme gleichberechtigter Substitutionen 
erweisen sich 


1, Ay, A,®, A,, As, 


so dass wir der Reihe nach diese Repriisentanten gleich 1 gesetzt, als 
neue Relationen zwischen unseren erzeugenden Substitutionen einzu- | 
fiihren haben. Dabei ist sofort fiir unsere Betrachtung die Beziehung 
A, =1 mit der anderen A,? = 1 gleichwerthig. 
1. Aus 
A, =1 


folgt zufolge A,A,A, = 1 sofort A,A,—1, oder A, — A, und diese | 
Relation fiihrt, da A,>—1 und A,?=—1 ist, sofort zu A, —1, | 
A, = 1. 
; So kommt das Ergebniss, dass unsere Relation die simmtlichen 
Substitutionen des Icosaeders der Identitét congruent macht. 
2. Dasselbe hat nun statt, wenn wir 


4,=1 


setzen; es folgt dann A,A, = 1 und hieraus ganz gerade so wie eben | 
A, =1 und A, = 1. | 
3. Endlich fihrt auch noch | 


A, = 1 

*) Ich habe diese Formeln in den ,,Gruppentheoretischen Studien I“ als 
neu mitgetheilt. Herrn Wassilieff verdanke ich die Bemerkung [vergleiche 
dessen Arbeit O ¢bymkuiaxs palioHaibHHXx aHAJOrHYHHXS Cb (pyHkiaMa JBoOAKOTepi0- 
auyeckuma (Ueber die rationalen Functionen, welehe den doppeltperiodischen 
analog sind, Kasan 1880, pag. 33)], dass dieselben schon von Hamilton in einer 
karzen Notiz im Philosophical Magazine von 1856 ,,Memorandum respecting a 
new system of non commutative roots of unity“ mitgetheilt sind. 
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sammtheit unserer Substitutionen der Identitiit congruent macht. 
So ist der bekannte Satz erwiesen: 
Die Gruppe des Icosaeders (oder die Gruppe der geraden Ver- 
tauschungen von 5 Dingen) ist einfach. 


IL. Abschnitt. 


Primitivitit und Transitivitit einer endlichen Gruppe discreter 
Operationen. 


§ 5. 
Vorbemerkungen. 


Es sei in Kiirze die Definition der Primitivitat, bez. Imprimitivitit, 
und der Transitivitit einer Gruppe, wie sie mit Bezug auf die Dar- 
stellung einer Gruppe durch Vertauschungen von Buchstaben sich er- 
giebt, vorangestellt, wobei im Weiteren auf die Darstellungen etwa 
in dem C. Jordan’schen oder dem Netto’schen Werke verwiesen 
sein mag*): 

1. Eine Gruppe von Vertauschungen der Buchstaben 2, , 2,, +++, 2a-*: 
heisst imprimitiv, wenn diese Elemente zu Systemen von je gleich- 
vielen der Art angeordnet werden kénnen, dass bei allen Substitutionen 
der Gruppe alle Elemente eines Systemes stets nur in alle Elemente 
desselben oder eines und desselben anderen Systemes iibergehen. Die 
Substitutionen der Gruppe kénnen also erzeugt werden durch eine 
Reihe von Vertauschungen der einzelnen Systeme in ihrer Totalitit, 
verbunden jedesmal mit gewissen Vertauschungen der Elemente inner- 
halb der einzelnen Systeme. 

Die Gruppe von Vertauschungen der Elemente 2,, 7,, +++, %--- 
heisst primitiv, wenn keine derartige Vertheilung der Elemente x, 
mdglich ist. 

2. Eine Gruppe von Vertauschungen der Elemente 2, , x,, +++, #2:+: 
heisst transitiv, wenn vermége der Substitutionen an die Stelle eines 
Elementes, etwa x,, jedes beliebige andere Element a, gebracht werden 
kann. Es lisst sich dann iiberhaupt jedes beliebige Element durch 
jedes beliebige andere ersetzen. 

Gruppen, welche die angegebene Eigenschaft nicht besitzen, heissen 
intransitiv. Die Elemente einer intransitiven Gruppe theilen sich in 

_ Systeme von je transitiv zusammenhiingenden Elementen. 


*) C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques, Paris 1870. 
pag. 34ff. und 29 ff. 

*) E,. Netto, Substitutionstheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, 
Leipzig 1882. 1, Abschnitt, Capitel 4, insbesondere § 70, § 61 und 65. 


6* 
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Eine Gruppe von Vertauschungen der Elemente z,, 7,,..., %2,... 

heisst k-fach transitiv, wenn ihre Substitutionen es erméglichen, & vor- 

gegebene Elemente, etwa z,, %,,..., 2, durch k beliebige Elemente 

zu ersetzen. Es lassen sich dann sofort auch k beliebige Elemente 

durch beliebige andere k Elemente ersetzen und insbesondere giebt es 

also Substitutionen welche 1, 2, 3,..., & beliebige Elemente unge- - 
aindert lassen. 

Jede nichtprimitive Gruppe ist héchstens einfach transitiv. Wird 
nimlich durch eine Substitution der Gruppe ein Element x; in ein 
Element 2 iibergefiihrt, so wird nach Definition das System der 
Elemente, welcbem 2; angehért, in das System der Elemente iiber- 
gefiihrt, welchem 2, angehért, und dadurch die Willkiir der Substitu- 
tionen eines zweiten Elementes beschrinkt. 


§ 6. 
Darstellung einer Gruppe G von N Operationen in Form einer einfach 
transitiven reguliren Grappe von Vertauschungen von N Symbolen. 


Eine Gruppe G von N Substitutionen 
1, T,, T;; ae Ty 


irgend welcher Art lasst sich sofort holoedrisch (einstufig-) isomorph 
auf eine Gruppe von Vertauschungen von N Symbolen beziehen, oder 
wie wir uns ausdriicken wollen, sie lisst sich in der Form einer Gruppe 
von N Vertauschungen von N Symbolen darstellen*). 

Wir schreiben namlich unserere N Substitutionen in einer ersten, 
tibrigens willkiirlichen Anordpung in eine Horizontalreihe 


1, T;, T's, oe, Dy 
und wenden nun successive auf diese N Substitutionen die Operationen 
1, T,, T;,---, 7’ der Gruppe an, so entsteht das quadratische Schema: 


Schema I. 
ar A Zs ++ Ty, 
T, %%,T, 1,7, +--+ TyTs, 
T; %T,T; 1,7; --+ TyTs, 
ares Ty T,Ty T,Ty--- TywTy 


*) Vgl. hierzu die Ausfiihrungen bei Jordan a. a. O. pag. 60ff., bei Netto 
a, a. O. § 89 und 90 und bei Capelli in dem Eingangs erwihnten Aufsatze 
,, sopra l’isomorfismo dei gruppi di sostituzione‘ im 16. Bande des Giornale di 
Matematiche, welche sich aut Gruppen beziehen, soweit sie durch Vertauschungen 
gewisser Elemente 2, %,,...,%,,... definirt sind. 
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und hier stehen in jeder Horizontalreihe und ebenso in jeder Vertical- 
reihe jedesmal die N Substitutionen unserer Gruppe, nur je in anderer 
Anordnung*). 

Fassen wir nun gerade die verschiedenen Anordnungen der T; in 
den einzelnen Horizontalreihen ins Auge, so kinnen wir sie als Ver- 
tauschungen der ,,Symbole“ 1, T,, T,, ---+, Ty auffassen, indem wir 
dabei von einer ersten, tibrigens willkiirlichen Anordnung ausgehen. 

Die N Vertauschungen der Symbole T; bilden dann eine Gruppe, 
die holoedrisch isomorph auf unsere gegebene Gruppe G bezogen ist; oder 
anders ausgedriickt: Es liegt uns in diesen Permutationen die ge- 
wiinschte einfach transitive Form unserer Gruppe vor. 

Der Beweis dieses Satzes heruht lediglich auf dem Umstande, dass 
die Operationen 1, 7, T;,--+, Ty eine Gruppe bilden**). Jeder 
Substitution T; entspricht namlich der Uebergang von der urspriing- 
lichen Anordnung 

1, f,, T;, f earae Ty 
der Substitutionen zu der bestimmten neuen Anordnung 
T;, T,T;, T,Ti, «+--+, TnT; 
also eine Substitution, die wir in bekannter Weise durch 


( ie ee +, Ty 
Nts edits tatts °° %s T, 1) 





*) Es sei hier nochmals erwihnt, dass wir die Aufeinanderfolge der auf 
die Identitiit angewandten Operationen von links nach rechts schreiben. Dadurch 
wird unser obiges Schema vor dem in umgekehrter Anordnung geschriebenen: 


1 T, Z°°° Ty, 
Se TH, Tatas >> LaLa, 
Ta Mp Ta: Te%n>: > Zeke 


bevorzugt, ein Umstand, der sich bei allen weiteren Darstellungen findet. 

**) Man pflegt (vergl. Anm. auf pag. 84), wenn es sich darum handelt, eine 
Gruppe von N Vertauschungen beliebiger Elemente a, v2, ..., #,,..+ holoedrisch 
isomorph auf die zugehdrige ,,regulire, einfach transitive Gruppe‘: zu beziehen, 
diese Ableitung mit Hiilfe einer Function F’ der Elemente 2,, a, ... zu bewerk- 
stelligen, welche fiir jede Substitution der Gruppe ihren Werth aindert. Die Reihe 
der N verschiedenen Werthe F,, F,, ..., Fy erleidet dann bei der Anwendung 
der Substitutionen zwischen den «, eben diejenigen Vertauschungen, welche wir 
oben durch die zugehiérigen Substitutionen selbst gekennzeichnet haben. Der 
gleiche Uebergang ist der von der Gruppe der Monodromie einer beliebigen 
Riemann’'schen Fliche zu der zugehérigen reguliren Riemann’schen Flache. 
Ich vermeide im Texte (ebenso wie in der Folge) absichtlich die Bezugnahme 
auf solche speciellere Formulirungen, weil diese Sdtze fiir Gruppen irgend 
welcher Art und Definition gelten und also auch die Schliisse sich lediglich 
auf gruppentheoretische Momente stiitzen miissen. 
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bezeichnen. Weiter ergiebt die Verbindung (7; 7;) zweier Substitutionen 
T;, Tx, welche die Umstellungen 


(t T,, %T;, +++, Tr ) 
T;, T,T;, T;T:, +++, TyT: 
und 
ia Tee a ) 
Ty, ToZ2,. 7, 7a, °° +, To Bs 


bewirken , gerade die durch 


i Tt; 7, w++, Ty ) 

T,T,, T,T;:T., T,T:T:, +--+, TTT 

bezeichnete Substitution, welche ihr auch in dem obigen quadratischen 
Schema zukommmt. 

Damit ist die Beziehung der beiden Gruppen aufeinander als eine 
holoedrisch isomorphe nachgewiesen, oder, wie wir uns ausdriicken 
wollen, die beiden Gruppen sind als verschiedene Darstellungsformen 
einer und derselben Gruppe gekennzeichnet. 

Wir bezeichnen die obige einfach transitive Form der Gruppe hers 
als die ,,reguliére Form“ derselben. 

Die Regularitit findet dabei ihren Ausdruck darin, dass jedes der 
N Symbole 1, 7,, ---, Ty, durch deren Umeetsangen die Gruppe G 
entsteht, bei ‘jeder Substitution genau so umgesetzt wird, wie jedes 
andere; dass also insbesondere, wenn bei einer Substitution gewisse v 
Symbole im Cyklus wandern, vermége dieser Substitution die simmt- 
lichen N Symbole sich in Gruppen zu je v anordnen, die sich unter 
einander cyklisch permutiren. 

Diese Darstellungsform einer Gruppe wird den Ausgangspunkt fiir 
die folgenden Entwickelungen abgeben, in welchen wir die Anordnung 
unseres quadratischen Schema’s unter der Voraussetzung studiren, dass 
in G gewisse Untergruppen enthalten sind. 


§ 7. 
Die in der regularen Form der Gruppe G enthaltenen Systeme der 
Nichtprimitivitat. 
Nehmen wir an, unsere Gruppe @ der N Substitutionen 
1, J, T;, «++; Ta 
enthalte eine Untergruppe G’ von uw Substitutionen 


1, 8, Be, :+, & 


deren specielle Stellung zur Gesammtgruppe vorerst noch keinerlei Be- 
dingungen unterworfen ist, so lassen sich bekanntlich die N Substi- 
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tutionen unserer Gruppe G ,,mit Bezug auf diese Untergruppe“ in 
der Form: 


1, Sy S3) +++) Su | Ty, 8,18; 7, ++ +, Sy T| +++ | T,, S, T,, 8; Ty, « ++ 8,7, 


schreiben, wo die Substitutionen 7,, 7',,---, 7, passend aus den Sub- 
stitutionen der Gruppe G gewiahlt sind und iibrigens uv = N ist. 

Dieser Schreibweise zufolge ergiebt sich jetzt die ,,regulire Form“ 
unserer Gruppe in der umstehenden Gestalt (p. 88), die wir ausftihrlich 
mittheilen, weil wir uns in der Folge noch oft darauf zu beziehen haben. 
In jeder Horizontalreihe stehen, wie friiher, die simmtlichen Substi- 
tutiouen uuserer Gruppe. Betrachten wir diese wieder als Symbole 
einer Gruppe von Buchstabenvertauschungen, so zeigt jetzt die Schreib- 
weise dieser Gruppe einen speciellen Charakter. 

Das allgemeine in unserer Darstellung vorkommende Symbo) ist: 

Sa T, S. Ta, 
in welchem durch die Indices a, b die Verticalreihe, durch die Indices 
c, d die Horigontalreihe bezeichnet ist, in welcher sich das Symbol 
befindet. 

Dieses Symbol ist, wie soeben erwihnt, mit einem Symbol der 
ersten Horizontalreihe aiquivalent und wir kénnen, unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen, dass es mit Z; uquivalent sei. Dann folgt 
aus der Gleichung 


(1) SaTy S. Ta = T, 
unmittelbar die folgende Reihe von Beziehungen: 
Sa%M8.Ts= Th, 
S,S. T, 8. Ta = 8, Ti, 
(2) 8,8, 7, S.Ta = 8, Tr, 


S,SaT, 8. Ta = Sy Th. 
Nun bilden, nach Voraussetzung, die Substitutionen S; eine Gruppe 
und daher sind die Substitutionen 
Sa, S,Sa, S, Sa, a ae SuSa 
in eimer gewissen, im allgemeinen nicht niher charakterisirbaren, Reihen- 
folge gleich den Substitutionen 
1, S,, S3,°-+, Sp. 
Fiir die Art der Vertauschungen unserer Symbole heisst dies aber: 
Geht das Symbol 7, in 8,7, 8,74 tiber, so geht gleichzeitig die 
Gesammtheit der Symbole 
T;, S, T;, S,7i, 7. Su T; 
bis auf die Reihenfolge iiber in die Gesammtheit der Symbole: 
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T, SoTa, 8, T, STi, 8;T Se Ta, «++, SuTr 8. Ta. 

Also: 

1. Unter der Annahme, dass unsere Gruppe G von der Ordnung 
N=u-v eine Untergruppe G' von der Ordnung uw besitzi, erscheint 
die regulére Form der Gruppe ,,imprimitiv’, d.h. die Symbole, deren 
Vertauschung die Gruppe charakterisirt, kinnen derart in Systeme von 
je » Symbolen angeordnet werden, dass alle Vertauschungen der Gruppe 
sich ausfiihren lassen dadurch, dass wir nur Systemvertauschungen, ver- 
bunden mit gewissen Vertauschungen innerhalb der Systeme vornehmen*). 

Beachten wir noch, dass die Anordnung der ersten Zeile unseres 
Schema’s Il mit Bezeug auf die Untergruppe 1, S,,---, S,, bis auf 
Umstellungen der Substitutionen S; untereinander, und bis auf Um- 
stellungen der hieraus abgeleiteten Systeme 7;,, S, 7, ---, ST, in 
ihrer Totalitiit, eine villig bestimmte ist, so kénnen wir auch sagen: 

2. Mit Bezug auf jede in G enthaltene Untergruppe G’ lassen sich 
in der reguliiren Form der Gruppe die Symbole jedesmal auf eine und 
nur eine Weise zu Systemen der Imprimitivitdt anordnen. 

Aber auch die Umkehrung gilt: 

3. Jeder Anordnung der Symbole der in regulirer Form ge- 
schriebenen Gruppe zu Systemen der Imprimitivitdt entspricht eine Unter- 
gruppe der gegebenen Gruppe. 

In der That, gehen wir zuriick auf das allgemeine Schema I 
pag. 84, in das wir jede Gruppe schreiben kénnen und nehmen an, 
es lassen sich hier Systeme von je w Symbolen abtheilen, die durch 
die Vertauschungen der Gruppe nur in ihrer Gesammtheit umgeindert 
werden, etwa die Abtheilungen: 


1, f,, T, ee Lu, 
Puss, Tu 42 Tu+s, wri Poy, 


Tv—1y)u+1 ’ Tye +2 Dy —3) w+15 ith T,.T,, 
so folgt ein regulires Schema: 
ae ok Se" seb. sigs Trias 
T,, T,T,, TyT,  -+-yTuTy \Tugi To, Ty42T, 
Ts; T,T;, T,T;, oy TT; Puts Ts, Ty+2 Ts, 
yn T,T,, T;T,, ee TT Tuts Puy Tuts Tus 
Pups TT u41; : A Ae Pu Ty 4)T 41 Tutt) Ty+2 AO 
Lute T,T +2; T; Tyu+2; oe 8g Ty Pp} Tus Tu42) Due Ty+2 : 








*) Die Imprimitivitét der reguliiren einfach transitiven Gruppe mit Bezug auf 
jede Untergruppe ist am Beispiele der Galois’schen Gleichungen bekannt. Man 
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von dem wir nur das erste Quadrat zu betrachten brauchen. Da die 
Symbole 1, 7',, 7;,---, 7, uur in ihrer Gesammtheit vertauscht wer- 
den sollen, folgt, dass in diesem Quadrate die Horizontalreihen alle 
bis auf die Reihenfolge ihrer Glieder mit der obersten iibereinstimmen, 
d. h. dass fiir die Substitutionen 1, 7,, 7,, ---, ZT, die Beziehungen 
statthaben 
T; Tg = T; 

das heisst aber lediglich: Die Substitutionen 1, T,, T,;,---, Zn bilden 
eine Gruppe. Dann lisst sich aber sofort ,,mit Bezug auf diese Unter- 
gruppe‘, wie wir uns nun auch ausdriicken kinnen ,,das ganze Schema 
in imprimitiver Form schreiben“* und zwar von den obengenannten un- 
wesentlichen Modificationen abgesehen nur auf eine Weise. 


'§ 8. 
Uebergang von der reguliren Form der Gruppe G zu der Form einer 
Gruppe von Vertauschungen von v Symbolen,*) 


Die im vorigen Paragraphen gegebene Schreibweise einer Gruppe 
G von der Ordnung N in imprimitiver Form mit Bezug auf die Unter- 
gruppe G’ der Substitutionen 1, S,,S,, ---, S, vermittelt nun sofort 
die Darstellungsform unserer Gruppe, in welcher sie durclt Ver- 
tauschungen von v Symbolen wo uw- v = N ist, geschrieben erscheint. 
Wir wollen die einzelnen Systeme der Imprimitivitat, in die wir 
die Substitutionen unserer Gruppe geordnet haben, symbolisch be- 
zeichnen, und zwar: 
SS —— rey” durch T,, 
Th, 8 Fy; 8 75,.-i-. & FT, Qe fT,, 
T,, 8,7,, & Te, .+->8,2- @areh .T,. 
Achten wir dann in unserer vorigen Darstellung (Schema II, pag. 88) 
nur darauf, wie vermége unserer Substitutionen diese einzelnen Systeme 
T, untereinander permutirt werden (ohne die Vertauschungen der inner- 
halb eines jeden Systemes T, stehenden Symbole §;7', dabei ins Auge 
zu fassen) so kénnen wir diese Vertauschungen durch die entsprechen- 
den Vertauschungen der 


Tesvtes’e «es Fe 
kurz angeben, und haben damit in den Vertauschungen dieser v Sym- 
bole eine Gruppe, die isomorph auf die vorhergehende bezogen ist. 


vergl. z. B. Netto, a. a. O, 2. Abschnitt, 11. Capitel. Uebrigens sei dabe 


auf die Ausfiihrungen des § 9 der vorliegenden Abhandlung und die in § 13 ge- 


gebenen Beispiele verwiesen, 
*) Man vergleiche hierzu den schon oben citirten Aufsatz von Capelli. 
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Und nun kénnen wir weiter den Satz aussprechen: 

Die isomorphe Beziehung unserer beiden Gruppen ist dann und nur 
dann eine holoedrisch isomorphe, wenn die Gruppe G', vermige deren 
wir die Gruppe der Vertauschungen der Symbole T,, T,,..., Ty aus 
der urspriinglichen Gruppe G abgeleitet haben, weder in G ausgezeichnet 
enthalten ist, noch auch threrseits eine in G ausgezeichnete Untergruppe 
G” enthdilt. 

Existirt niimlich eine solche Untergruppe G” von G’, welche in 
G (und sonach auch in G’) als ausgezeichnete Untergruppe enthalten 
ist, so bleiben bei den Substitutionen dieser Untergruppe G” die 
simmtlichen Symbole T,, T., ..., T, wngedndert; es ist also diesen 
Substitutionen der Gruppe G@ die identische Substitution der Gruppe 
der Vertauschungen der T, zugeordnet und die Beziehung beider Gruppen 
daher eine meriedrisch isomorphe. Das Analoge tritt ein, wenn G’ 
selbst in G ausgezeichnet enthalten ist. 

Andernfalls aber entspricht jeder Substitution der Gruppe G eine 
und nur eine hestimmte Vertauschung der Symbole T, und die Gruppe 
dieser letzteren ist daher, in unserer Auffassung mit der Gruppe G 
identisch und nur eine andere ,,Darstellungsform“ derselben. 

So haben wir den allgemeinen auf die Darstellung einer Gruppe 
G in Form von Buchstabenvertaus¢hungen beziiglichen Satz: 

Jeder Untergruppe G’ von uw Substitutionen, die nicht ausgezeichnet 
in G enthalten ist, noch auch eine in G ausgezeichnete Untergruppe G” 
enthdlt, entspricht eine Darstellung der Gruppe durch gewisse Ver- 
tauschungen von v Symbolen, wo w-v = N ist. . ; 

Die Darstellung lauft der ,,imprimitiven Schreibweise der reguliren 
Form der Gruppe G mit Bezug auf die Untergruppe G”“ parallel, sie 
ist aber an die eben genannten Bedingungen beziiglich der Gruppe 
G’ gekniipft, wiihrend, wie dies noch hervorgehoben sein mag, die 
imprimitive Schreibweise fiir die regulire Form méglich ist, gleichviel, 
ob G’ in G ausgezeichnet enthalten ist oder nicht, oder ob eine Gruppe 
G” dieser Eigenschaft in G’ existirt. 

Aber auch umgekehrt kann man sagen: 

Wenn eine Gruppe sich durch gewisse Vertauschungen von v Sym- 
bolen T,, T.,...-, T, transitiv schreiben lisst, so entspricht diese Schreib- 
weise einer in dieser Gruppe enthaltenen Untergruppe G’ von w Sub- 

’ stitutionen, wo w-v = N ist. 

Ks giebt namlich, wie bekannt, in einer transitiven , auf v Symbole 
beziiglichen Gruppe der Ordnung N = u-v gerade uw Substitutionen, 
welche eines der v Symbole, etwa das Symbol T, ungedndert lassen. 
Diese u Substitutionen — sie seien durch 1, 8,, S,,..., Sy bezeichnet — 
bilden nun die gemeinte Untergruppe G’. Sind niamlich 1, 7,, 7,..., 7, 

Substitutionen unserer Gruppe, welche jenes erste Symbol T, beziehungs- 
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weise in T,, T,, T;,.-., Ty tibergehen lassen, so ist die Gesammt- 
heit der Substitutionen durch unser nunmehr oft geschriebenes Schema 


1 BOS: BRB, RPO PSR oo 


dargestellt. Dieses aber bezeichnet als erste Zeile fiir die xregulire 
Darstellungsform unserer Gruppe die Abtheilung der Systeme der 
Imprimitivitit mit Bezug auf die Untergruppe der 1, S,, S;,..., Sy- 
Wir bemerken sofort, dass. wir zu einer nur durch die Bezeich- 
nung verschiedenen, im Wesen aber absolut identischen Darstellung 
gefiihrt werden, wenn wir von einer der mit der Untergruppe G’ 
gleichberechtigten Untergruppen ausgehen, deren jede dadurch charakte- 
risirt ist, dass sie ein bestimmtes der Symbole T, ungeindert lasst. 


§ 9. 


Die in der allgemeinen Darstellungsform einer Gruppe durch Buch- 
stabenvertauschungen enthaltenen Systeme der Imprimitivitat. 


Aus unserer eben vorgefiihrten Ableitung der Darstellung einer 
Gruppe G@ durch Vertauschung von v Buchstaben ergiebt sich nun die 
Frage, wann diese Darstellung ihrerseits wieder imprimitiv ist, auf 
die einfachste Weise. 

Wir ‘nehmen an, eine Gruppe G von N=A-w-v Substitu- 
tionen besitze eine Untergruppe G’ von 4-u Substitutionen und diese 
ihrerseits wieder eine Untergruppe G” von 4 Substitutionen. 

Dann lassen sich unsere A4uy Substitutionen in der folgenden An- 
ordnung schreiben: 


Schema IIL. 


j1, R,, R,, +» Ra | 
|S,, R,S,, R&R 052, » Mah | 


| Su, R,S,, R, 3Su, | PaSg l| 
\| T,, R 1%, RT, et) | BaD, | 
| 8,7, B,8,T,, RyS Ty My Ri8, 7, | 


|S. Tyy BS Tyy BS Toy «- BaSyTy | . 


| r, R, T,, R, 1, vy RT, | 
| 8,7, R,S Ts, Ry 8, Tr, - 2 ey RiSy Ty | 


Sy 1, RS, ?,, R, S, Pee RiS,T> | - 
Dabei bilden die Substitutionen R, die Gruppe G@”, die Substitutionen 
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R,S, die Gruppe G', waihrend das Symbol fiir eine beliebige Substitu- 
tion der Gruppe G durch R,S,7, gegeben ist. Kassen wir diese 
Reihenfolge der Substitutionen wieder als erste Zeile eines quadratischen 
Schema’s auf, so ergiebt sich hieraus in analoger Weise wie friiher in 
Schema I und II sofort die regulire Darstellung unserer Gruppe. Das 
allgemeine Symbol derselben ist 
Ra S, T. Ra Sy T 
wo die Indices a, b, ¢ die Verticalreihe, die Indices a’, b’, c die 
Horizontalreihe charakterisiren, in welcher das Symbol steht. — Be- 
achten wir nun aber, dass die Gruppe G” der Substitutionen R, 
Untergruppe in G’ und Untergruppe in G selbst ist, und dass die 
Gruppe G’ der Substitutionen R, 8, Untergruppe in G ist, so erhalten 
wir sofort nach § 11 fiir dieses quadratische Schema: 
1. Es ist imprimitiy geschrieben mit Bezug auf die Untergruppe 
G”, und besitzt als solches wv Systeme der Imprimitivitit. 
2. Es ist auch imprimitiv geschrieben mit Bezug auf die Unter- 
gruppe G’ und besitzt wv diesbeziigliche Systeme der Im- 
primitivitat. 
3. Die Untergruppe G@’ erscheint in dem Schema gleichfalls 
mit Bezug auf die Untergruppe G” imprimitiv geschrieben. 
Nehmen wir nun an, die Gruppe G” sei weder ausgezeichnet in 
G enthalten, noch auch existire in G” eine Untergruppe, die in G 
ausgezeichnet ist, so liisst sich nach den Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen mit Bezug auf diese Gruppe G” von der Ordnung 4 
unsere Gruppe G durch Vertauschungen von uw - v Symbolen schreiben. 
Wir bezeichnen zu dem Ende das System 
S.T., RS, T., R87, ..., RaS, T, 
in Schema III kurz mit 
Toe 
und achten auf die Vertauschungen dieser Symbole. 
Diese u v Symbole T,, lassen sich nun aber mit Bezug auf die 
Untergruppe G’ zu v Systemen peg wie folgt (vgl. Schema III): 


WT | Ta | - ee 
UT | Tat - “| Taels 
1 Ty | Te | --- | Tr b- 


Diese v Systeme stellen jetzt, wie dies unmittelbar aus den oben aus- 
gesprochenen Sitzen tiber die Vertauschungen der Symbole des Schema’s 
III folgt, Systeme der Imprimitivitét fir die durch die Vertauschungen 
der T,. gegebene Darstellungsform unserer Gruppe dar. 

So folgt der allgemeine Satz, welcher die Bedeutung der »» im- 
primitiven Form“ einer Gruppe klarlegt: 
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Léisst sich eine Gruppe G der Ordnung Auv mit Beeug auf eine 
Gruppe G" der Ordnung 4 darstellen durch Vertauschungen von pv 
Symbolen T,. [wobei die Méglichkeit einer solchen Darstellung die mehr- 
genannten Bedingungen fiir die Stellung der Gruppe G” zu G in sich 
schliesst|, so ist diese Darstellung imprimitiv mit Bezug auf jede 
Gruppe G' der Ordnung iu, welche in G enthalten ist und die Gruppe 
G” umfasst.*) 

Eine solche Darstellung ist also dann und nur dann primitiv, 
wenn die Gruppe G” eine ,,Maximaluntergruppe“ ist, d. h. wenn 
keine Untergruppe G’ in G existirt, welche G” umfasst. 

Zur weiteren Charakteristik der verschiedenen in einander ein- 
geschalteten Systeme der Imprimitivitiét mag noch bemerkt sein, dass 
falls die Gruppe G’ nicht ausgezeichnet in G enthalten ist, noch eine 
in @ ausgezeichnete Untergruppe enthalt, die Gruppe G auch durch 
die Vertauschungen von v Symbolen 0,,0,,..., 0, geschrieben wer- 
den kann, welche wir zur Bezeichnung beziehungsweise der Systeme: 


WT To ++. Tard, 
I Ti. Toe alk. Tus |, 


| Ti» Tey see Tu» | 
wihlen. 


Ferner ist, falls G” nicht ausgezeichnet in G’ ist, noch eine in 
G’ ausgezeichnete Untergruppe enthalt, durch die Vertauschungen 
der Symbole 


*) Danach ist der bei Netto, a. a, O. § 85, pag. 94 befindliche Satz: ,,Jede 
imprimitive Gruppe ist zusammengesetzt‘‘ abzuiindern. Herr Professor Netto 
hatte auf meine Anfrage die Giite, mir die Correctur des betreffenden Satzes zur 
Verdffentlichung mitzutheilen, wie sie sich aus dem Umstande ergiebt, dass fiir 
eine imprimitive Gruppe G@ die in § 77 des Netto’schen Werkes mitgetheilte 
Untergruppe G,, derjenigen Substitutionen, welche nur Elemente innerhalb der 
einzelnen Systeme versetzen, ohne doch die Systeme selbst zu permutiren (welche 
Untergruppe ersichtlich in G ausgezeichnet enthalten ist), sich unbeschadet der 
Imprimitivitat der Gruppe, auf die identische Substitution reduciren kann. Der 
genannte Satz ist ulso zu ergiinzen: 

Eine imprimitive Gruppe ist jedenfalls zusammengesetzt, wenn sie Substitu- 
tionen enthdlt, welche nur Elemente innerhalb der einzelnen Systeme der Imprimi- 
tivitdt vertauschen, ohne die Systeme selbst zu vertauschen. 

In unserer obigen Bezeichnung hat das letztere statt, wenn die Gruppe @ 
in G ausgezeichnet enthalten ist oder eine in G ausgezeichnete Untergruppe ent- 
halt. Diese ausgezeichnete Untergruppe ist dann geradezu identisch mit G,, 
insoferne nach den Erérterungen anf pag. 91 durch die Substitutionen eben dieser 
Gruppe keine Vertauschungen der Systeme ° 


OQ, =| Tas Tar, ---> Tyas | ° 0, = | Tie, Tees ++: Tyalyss+s 0, =1T iy Toys--0r Tye! 


(vergl. die oben eingefiihrte Bezeichnung) hervorgerufen werden. 
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Ty) Tog se Ty 
die Gruppe G’ charakterisirt. 

Analog wie in § 7 (pag. 89) lisst sich auch der jetat (pag. 94) 
gegebene Satz wieder dahin umkehren, dass wir aus der imprimitiven 
Form einer mit Bezug auf eine Untergruppe G" (der Ordnung 4) durch 
die Vertauschungen von wv Symbolen geschriebenen Gruppe G (der 
Ordnung 44 v) auf das Vorhandensein einer G" umfassenden Unter- 
gruppe G' von G schliessen kinnen. 

Diese Gruppe G’ ist dabei von denjenigen Substitutionen von G 
gebildet, welche die Symbole T,,, T,,,..., Tui (in der auf G” beziig- 
lichen Darstellung. der Gruppe) in ihrer Totalitét ungeindert lassen, 
wihrend (wie schon oben angefiihrt) G” aus den Substitutionen be- 
steht, welche T,, individuell festlassen. 

Es mag beziiglich dieser Darstellung noch auf die Beispiele des 
§ 13 verwiesen sein. 


§ 10. 
Specielle Falle der Imprimitivitat. 


Haben wir in § 7 erkannt, dass jede Untergruppe G’ einer Gruppe 
G mindestens in der reguliren Form derselben zu einer imprimitiven 
Schreibweise der Gruppe fiihrt, so sei noch kurz erwihnt, in welcher 
Weise sich eine specielle Stellung der Untergruppe G’ zur Gruppe G 
in dieser imprimitiven Form ausprigt. 

Wir greifen wieder zuriick auf die durch Schema II pag. 88 ge- 
gebene Darstellung der Gruppe in reguliirer Form. Es seien: 


1, S., 8, ...) Sp 
die Substitutionen von G’ und weiter sei durch 
1, S,, Ss, + wey Su, 
T,, S,T,, SyT,, ..-, SuTy, 


eS eet ee x A 


die Gesammtheit der Substitutionen von G bezeichnet, wo die T,,..., Z, 
passend aus der Gruppe G gewihlt sind. 

Wir wollen nun nicht bloss mehr auf die Umstellungen achten, 
wie sie in den Horizoutalreihen unseres Schema’s II statthaben, son- 
dern auch auf die Umstellungen fiir die Verticalreihen. 

1. Im allgemeinen Falle, in welchem die Untergruppe der Sub- 
stitutionen S keine weitere Beziehung zur Hauptgruppe aufweist und 
auch die Substitutionen 1, 7,, 7,,..., 7, keine besondere Bedingung 
erfiillen, lisst sich dann ausser der oben charakterisirten Imprimi- 
tivitit der Gruppe G kein weiterer Schluss auf die Art der Ver- 


] 
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tauschungen in den Horizontal- und Verticalreihen unseres quadratischen 
Schema’s machen. 

2. Wir nehmen an, die Gruppe G’ ist in G@ ausgezeichnet ent- 
halten. Fassen wir dann zunichst in Schema II (pag. 88) eines der 
zu Oberst stehenden Quadrate ins Auge, etwa reprisentirt durch: 


| lee SS aS RE ais 
f.s, 8.7.8, 8,7.8,.:. 8.7.8, 
T.8 & T5, S, Tai; in oe Ss, 


TS, $7.8, 8, TaS, . 8.Te8u, 


so folgt sofort aus unserer Annahme, dass die erste Verticalreihe dieses 
Quadrats bis auf die Reihenfolge der Glieder mit der ersten Horizon- 
talreihe iibereinstimmt, und also, nach schon friiher (pag. 18) ange- 
wandter Schlussweise, auch die stimmtlichen Horizontalreihen dieses 
Quadrates wieder bis auf die Reihenfolge mit der obersten identisch sind. 
Das gleiche gilt von jedem der Quadrate des Schema’s I] mit Bezug 
auf seine erste Horizontalreihe. Daraus folgt nun, dass bei den Sub- 
stitutionen unserer Gruppe diese Quadrate in ihrer Totalitét mit einan- 
der permutirt werden. 

Nehmen wir nun aber weiter an, dass die Substitution S, 7; 7;, 
die in einem der Quadrate des Schema’s in der ersten Horizontalreihe 
steht, identisch ist mit der Substitution S, 7, der obersten Reihe, so 
folgern wir sofort, dass die Verticalreihe 


8S, 7; T; S. Tx 
Sa T; S, T; k S, Tt. S, 
Sa iin S, so mit der Verticalreihe \ S, Tx 8S, 


S, T; 8, 7 S, TS, 
bis auf die Reihenfolge identisch ist. 

Sonach unterscheidet sich die Anordnung der Symbole innerhalb 
zweier in ihrer Gesammtheit iibereinstimmender Quadrate des Schema’s 
II nur dadurch, dass gewisse Umstellungen der Horizontalreihen in 
ihrer Totalitit vorgenommen worden sind und ebenso gewisse Um- 
stellungen der Verticalreihen in ihrer Totalitit. 

Damit ist die Anordnung des Schema’s II fiir unseren speciellen 
Fall charakterisirt und es mag nur noch auf das in § 13 gegebene 
Beispiel einer solchen Anordnung hingewiesen sein. 

In Analogie mit fritheren Ueberlegungen lasst sich nun auch um- 
gekebrt aus der eben gekennzeichneten speciellen Anordnung des 
Schema’s I] der Riickschluss auf die ausgezeichnete Stellung der Unter- 
gruppe G’ in G machen. 
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3. Die Annahme, dass die Substitutionen 1, 7,, T;,..., 7, fiir 
sich eine Gruppe bilden (wiahrend die Gruppe G’ der Substitutionen 
1,8,, 8,,...-,S, zunichst keiner besonderen Bedingung unterworfen 
sei) ergiebt fiir die Anordnung des Schema’s II die Folgerung, dass 
die ersten Horizontalreihen eines jeden Quadrates ohne Umstellungen 
innerhalb in einander iibergehen. 

Jede Substitution 7; 7; ist nimlich dann mit einer Substitution 
Tx aquivalent und dann stimmt die Horizontalreihe: 

T;T,, 8,7; T, 8,7; Tr, ..., Su Ti Tr 
mit der anderen 

Ze, Baza, Gta, « «+55 ete 
vollig iiberein. 

4, Nehmen wir nun zur Voraussetzung 3 noch die in 2 gemachte 
Annahme der ausgezeichneten Stellung von G’ in G hinzu, so folgt 
zuniichst, dass wieder die einzelnen Horizontalreihen eines jeden 
Quadrates bis auf die Reihenfolge ihrer Symbole mit der ersten Horizon- 
talreihe des Quadrates tibereinstimmen. Zwei Quadrate aber, die in 
ihrer Totalitéit sich decken, haben jetzt auch beziiglich der Anordnung 
der Symbole identische erste Horizontalreihen. Durch die Symbole der 
ersten Horizontalreihen beider Quadrate sind nun aber (nach den Aus- 
fihrungen unter 2) die zugehdrigen Verticalreihen, jede in ihrer 
Totalitét bestimmt. Diese haben also im jetzigen Falle keine Um- 
stellungen erlitten wnd die beiden Quadrate wnterscheiden sich so- 
nach lediglich durch gewisse Umstellungen ganzer Horizontalreihen. 

5. Nehmen wir endlich an, die Gruppe der Substitutionen 
1,7,,7,,..-, 7, sei ebenso wie die der Substitutionen 1, S,, S,,..., S, 
in G ausgezeichnet enthalten, so folgt zunichst, aus den nunmehr 
statthabenden Relationen: 


T;-18, T,=S, und ST, Sg7! = Ta 
die Beziehung: 
Py-* Ta = T,- 18,7, a! = S,S,-! . 
Nun haben aber die Gruppen der 7; und der S; ausser der identischen 
Substitution keine Substitution gemeinsam, daher ist 
TT. = S.Sq7} = 
oder 
T=T.s, S.=S8, 

wonach aus den obigen Relationen folgt: 

Sa T, .—— T. b &., 
die Substitutionen 1, T,, T;,..., T, sind einzeln mit den Substitutionen 
1, S,, S3,..-, Sy vertauschbar. 
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Sonach lassen sich die einzelnen Quadrate des Schema’s II in der 
Form schreiben: 


75... 225 Eee... SR. 
24, B2AS8., DTA, ... 1,8 A. 
F578, TFM8, TTB, 0. TAMBy, 


T, Tg TiTa8Sp T. TS Sp... . TrTe8p8p 


und der Vergleich der hier vorliegenden Umstellungen der Symbole 
der ersten Horizontalreihe dieses Quadrats mit den Umstellungen, wie 
sie die Symbole 1, S,, S,,..., S, im ersten Quadrate: 


iS a 
A RR... BE: 
eae .. oe 


og ek See ae 


erleiden, zeigt, dass diese Umordnungen (bis auf die Bezeichnung der 
Symbole) identisch sind. 

Danach schliessen wir sofort, dass zwei Quadrate unseres Schema’s, 
die in ihrer Gesammtheit iibereinstimmen, jetzt auch beziiglich der 
Anordnung ihrer Symbole identisch sind. In diesem speciellen Falle 
charakterisirt also das obige Quadrat fiir die Gruppe der S; die Um- 
stellungen der Symbole innerhalb der stimmtlichen Quadrate, wihrend 
die ausgezeichnete Untergruppe der Substitutionen 7, in den Um- 
stellungen der Quadrate, die jetet mit keiner Aenderung innerhalb mehr 
verbunden ist, zur Geltung kommt. 

Die in § 13 gegebenen Beispiele mégen diese Entwicklungen noch 
unmittelbar zur Anschauung bringen. 

Wir formuliren noch die Umkehrung aller unserer Siitze, dass 
nimlich aus den in Nr. 1—5 abgeleiteten speciellen Anordnungen des 
Schema’s II unmittelbar der Riickschluss auf die betreffenden gruppen- 
theoretischen Eigenschaften von G gemacht werden kann. 


§ 11. 


Bestimmung der Gruppen, welche niemals und derjenigen, welche nur 
in der reguliren Form imprimitiv geschrieben werden kénnen. 


Nachdem sich durch die Darlegungen des vorigen Paragraphen 
die ,,imprimitive Form“ einer Gruppe lediglich als Charakteristicum 
gewisser in der Gruppe enthaltener Untergruppen erwiesen hat, sei 
kurz die Frage discutirt, 
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(I) nach denjenigen Gruppen, die itiberhaupt nicht und 
(Il) nach denjenigen, die nur in der reguliren Form imprimitiv 
Jenig g P 


geschrieben werden kénnen. 


I. Die ersteren Gruppen diirfen gar keine Untergruppen enthalten 
und fallen also ersichtlich mit den cyklischen Gruppen von Prim- 
zahlordnung zusammen. 

Il. Um die Gruppen zweiter Art aufzuzihlen, machen wir folgende 
Unterscheidungen : 

1. Wir nehmen an, die Gruppe G enthalte wenigstens eine 
Substitution S von der Ordnung s, von der Kigenschaft, 
dass die aus dieser Substitution und ihren successiven Po- 
tenzen gebildete cyklische Gruppe G, mit allen Substitutionen 
von G vertauschbar ist, d. h. dass G, in G ausgezeichnet 
enthalten ist. 

a) Sind nun mit diesen Potenzen von S die Substitutionen 
der Gruppe G erschépft, so fillt die Gruppe unter die 
Categorie I oder II, je nachdem die Ordnung s derselben 
Primzahl ist, oder nicht. 

b) Giebt es aber in der Gruppe G noch weitere Substitu- 
tionen, so sind wieder zwei Fille zu trennen: 

a) Entweder es giebt in G mindestens eine Substitution T 
von der Ordnung ¢, fiir welche die aus ihren succes- 
siven Potenzen gebildete cyklische Gruppe G;, nicht 
ausgezeichnet in G enthalten ist, oder aber, 

B) es giebt keine derartige cyklische Untergruppe mehr, 
d. h, die siimmtlichen Substitutionen S, 7, R, --- 
der Gruppe G fiihren zu ausgezeichneten cyklischen 
Untergruppen G,, Gi, Gr, --+ 

a) Im ersten Falle entsteht durch die Combination der 
Gruppen G, und G, eine Gruppe G,;, deren Substi- 
tutionen in der Form S‘ T* dargestellt sind. Und nun 
hat man den Satz: Die Gruppe G muss, falls sie zu 
den Gruppen der Categorie Il gehirt, mit G,, identisch 
sein, wobei von allen mdglichen derartigen Gruppen 
wiedef nur diejenigen hierher gehéren, fiir welche die 
Ordnungen s und t der Substitutionen S und T Prim- 
zahlen sind. Andernfalls lassen sich namlich sofort 
cyklische Untergruppen von Primzahlordnung g, wo @ 
ein Theiler von ¢ ist, in G angeben, die nicht ausge- 
zeichnete Untergruppen in G sind, die als von Prim- 
zahlordnung tiberhaupt keine und also auch keine in 
G ausgezeichneten Untergruppen enthalteu und die 
endlich nicht ,,Maximaluntergruppen“ in G sind. Eine 

q* 
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soleche Untergruppe wiirde aber (nach § 9) zu einer 
imprimitiven Form der mit Bezug auf sie durch Ver- 


tauschungen von = Symbolen dargestellten Gruppe 
G veranlassen. 

8) Die Annahme 6 fiihrt zu der Gattung von Gruppen, fiir 
welche jede in ihnen enthaltene cyklische Untergruppe 
von Primzahlordnung eine ausgezeichnete Untergruppe 
ist und die sonach lediglich ausgezeichnete Untergruppen 
enthalten. Diese Gruppen sind also (§ 8), wenn es sich 
um eine Darstellung durch Vertauschungen von Sym- 
bolen handelt, welche transitiv sein soll, tiberhaupt nur 
in einfach transitiver reguldrer Form darzustellen. 

Die soeben in II, 1, a) charakterisirten Gruppen 
gehéren mit zu dieser Categorie. 


2. Im Gegensatze zu 1 nehmen wir jetzt an, es giibe keine in 





G ausgezeiehnete cyklische Untergruppe. Dann ist sicher 
wenigstens eine Substitution S vorhanden, fiir welche die 
abgeleitete cyklische Gruppe G, mit einer Anzahl von Sub- 
stitutionen von G vertauschbar ist. Diese letzteren redu- 
ciren sich a) entweder auf die Substitutionen 1, S, S*, ---, S*-* 
von G, selbst, oder aber b) sie bilden eine Gruppe H, welche 
Untergruppe von G ist und in welcher die Gruppe G, aus- 
gezeichnet enthalten ist. 
b) Machen wir zunichst die letztere Annahme, so folgt aus 
der Stellung der Untergruppe G, zu G (in der soeben 
1, a, @ angewandten Schlussweise) sofort eine Schreib- 
weise der Gruppe G mit Bezug auf die Untergruppe G, 
durch Vertauschungen von - Symbolen, welche impri- 
mitiv ist mit Bezug auf die G, umfassende Untergruppe 
H von G. Diese Méglichkeit ist daher auszuschliessen. 
a) So bleibt noch der letzte Fall: Alle cyklischen Unter- 
gruppen G,, G,, G,,--- von @ sind nur mit sich selbst 
vertauschbar, also in keiner grésseren Untergruppe von 
G ausgezeichnet enthalten. 
Dann kénnen dieselben nur von Primzahlordnung ° 
sein, denn in einer cyklischen Gruppe von der Ordnung 6, 
wo 6 zusammengesetzte Zahl, ist eben jede der vorhan- 
denen cyklischen Theilgruppen ausgezeichnet enthalten. 
Nun zihlen wir ab, wie viele gleichberechtigten Sub- 
stitutionen es zu einer jeden Substitution (von Primzahl- 
ordnung) unserer Gruppe giebt. Zu der Substitution S der 
Periode s hat man dann (da die Substitution nur mit ihren 
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Potenzen vertauschbar ist) = gleichberechtigte Substitu- 


N 


tionen und also ~ (—1) mit einer Potenz von S gleich- 


berechtigte Substitutionen. Gleiches gilt fiir weitere Sub- 
stitutionen 7, R--+- der Gruppe G und so setzt sich die 
Gesammtzahl N ihrer Substitutionen zusammen als: 


N=T 6-1) 4+7¢-)4+7%¢-1)---41 


(wo 1 der identischen Substitution entspricht). Man hat 
also fiir N eine Gleichung zu befriedigen 


N(lnvt G4 pt tbe dan 
wo v die Anzahl der verschiedenen Systeme gleichbe- 
rechtigter Substitutionen bedeutet. Ersichtlich kann diese 
Gleichung nur erfiillt werden fir »>=1, s=N, eine 
Relation, welche auf die cyklische Gruppe der Prim- 
zahlordnung s fiihrt. 

Damit erhalten wir (indem wir von der letzterhaltenen 
Gruppe die eben iiberhaupt keine Untergruppe besitzt, 
absehen) beiliufig den Satz: 

Gruppen, fiir welche alle vorhandenen cyklischen Unter- 
gruppen nur mit sich selbst vertauschbar sind, existiren nicht. 

Fassen wir das fiir die Gruppen der Categorie II erhaltene Resultat 
zusammen, so ist es das folgende: 

Gruppen, welche, wenn es sich um eine transitive Darstellung 
durch Symbolvertauschungen handelt, nur in der reguléren Form 
imprimitiv geschrieben werden kinnen, sind: 1. diejenigen, die transitiv 
diberhaupt nur in regulérer Form darstellbar sind und die sonach nur 
ausgezeichnete Untergruppen besitzen; 2. die Gruppen der Ordnung st, 
fiir welche s,t Primzahlen sind und die cyklische Untergruppe G, (nicht 
aber eine G:) in G ausgezeichnet enthalten ist. Diese Gruppen sind, 
ausser in der reguliren Form, transitiv auch noch durch Vertauschung 
von s Symbolen mit Bezug auf eine der s cyklischen Untergruppen G, 
darstellbar, eine Darstellung, die wegen des Primzahlcharakters von s 
selbstverstindlich nur primitiv sein kann*). 

Alle andern Gruppen sind also mindestens noch in einer, nicht- 
reguléren, transitiven Darstellung imprimitiv, oder anders ausgedriickt, 
sie besitzen mindestens eine Untergruppe G’ (und die dazu gleich- 
berechtigten), welche nicht ausgezeichnet in G enthalten ist, noch 
auch ihrerseits eine in G ausgezeichnete Untergruppe enthilt und 
welche dabei keine Maximaluntergruppe von G ist. 


*) Beziiglich hierhergehériger Beispiele sehe man § 13, 









W. Dvyox. 


§ 12. 
Beziehungen zur Transitivitat. 


Wenn eine Gruppe G’ der Ordnung uw eine Darstellung der Gruppe 
G der Ordnung wv durch Vertauschungen von v Symbolen T,,T,,---,T, 
zulisst, so schliesst sich, wie wir in § 9 und aus dem Schema II 
ersehen haben, diese Darstellung an die mit Bezug auf diese Unter- 
gruppe G’ mdgliche imprimitive Schreibweise der reguliren Form von 
Gan. Wir fragen, wie es sich mit dieser Darstellung beziiglich ihrer 
Transitivitat verhdlt. 

Wir trennen sofort zwei Fille durch den Satz: 

Die gemeinte Darstellung unserer Gruppe G ist primitiv oder im- 
primitiv, je nachdem G’' Maximaluntergruppe von G ist eder nicht. 

1. Fassen wir zunichst den letzteren Fall ins Auge, so folgt aus 
der Imprimitivitaét unserer Darstellung sofort auch, dass dieselbe einfach 
transitiv ist*). 

Wir bezeichnen (wie auch im Allgemeinen) die Art der Transi- 
tivitét noch niiher durch die Angabe der Gruppe, welche durch die 
nach Festhaltung des Symbols T, noch méglichen Vertauschungen der 
Symbole T,, T;,---, T, gebildet wird. Dieselbe erscheint durch diese 
Symbole in intransitiver Form dargestellt und ist (vergl. pag. 92 —94) 
holoedrisch isomorph, oder kurz gesagt, identisch mit der Gruppe G’, 
auf welche sich unsere imprimitive Darstellung von G bezieht. 

2. Ist G’ Maximaluntergruppe und unsere Darstellung der Gruppe 
G demgemiss primitiv, so haben wir noch zwischen einfach und mehr- 
fach transitiver Darstellungsform zu unterscheiden. Halten wir das 
Symbol T, fest, so liegt ums in den nunmehr noch méglichen Ver- 
tauschungen der Symbole T,, T,, ---, T, wieder die Gruppe G’ vor 
und dann haben wir es (nach Definition, vergl. pag. 83) mit einer 
mehrfach transitiven oder einfach transitiven Darstellung der Gruppe 
G zu thun, je nachdem jetzt an Stelle des Symbols T, noch alle, oder 
nicht mehr alle Symbole T,, T;, ---, T, treten kénnen, je nachdem 
also im Schema II die Substitutionen 


T,, T,8,, T,8,; - + +, TS, 
sich noch in simmtliche Categorien von Substitutionen 
S:T,, 8,T;, Sa T,, +--+, SeT, 
(wie sie den Symbolen 
Ts, Ts, Ty, °°) Tr 


entsprechen) vertheilen, oder nicht. 


*) Vergl. pag. 84, 
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Ist im letzten Falle eine einfach transitive, primitive Darstellung 
bezeichnet, so haben wir im ersten Falle noch die analoge Frage wie 
oben aufzuwerfen beziiglich der Symbole, welche nach Fixirung der 
Symbole T,, T, noch an dritte Stelle-treten kénnen u. s. f. 

Die Beantwortung der Frage, ob eine mit Bezug auf eine ge- 
gebene Untergruppe G’ von der Ordnung w mégliche Darstellung einer 
Gruppe G x-fach transitiv ist, wird dabei noch wesentlich abgekiirzt 
mit Hiilfe des bekannten auch aus dem obigen unmittelbar zu er- 
schliessenden Satze, wonach die Ordnungszahl einer Gruppe, welche 
durch Vertauschung von v Symbolen x-fach transitiv dargestellt wird, 
in der Form N= v(v —1)--- (v—x+1)-e@ gegeben ist (a die 
Ordnung einer Gruppe, die x Elemente ungeindert liisst). Danach 
fordert niimlich die gemeinte Darstellung jedenfalls, dass 

w= (v—1)(—2)---(v— x4 1)-@ 


sei *), 


§ 13. 
Beispiele. 


Es seien zum Schluss einige Darstellungen der Octaedergruppe, 
der Icosaedergruppe , sowie zwei Beispiele fiir die in § 11 aufgezihltens 
Gruppen gegeben. ‘ 


1. Die Octaedergruppe G,, besitzt bekanntlich als Untergruppen: 

a) Cyklische Untergruppen der Ordnungen 4, 3 und 2: G,, G,, G,; 
und zwar 3 Untergruppen G, die unter einander gleichberechtigt 
(§ 4) sind; 4 unter einander gleichberechtigte Untergruppen G,, 
endlich 6 + 3 Untergruppen G,, von denen die ersten 6 und die letzten 
3 unter einander gleichberechtigt sind, und die letzteren die Unter- 
gruppen jener obigen G, sind. 


6) Untergruppen vom Doppelpyramidentypus der Ordnungen 8, 
6 und 4: G,’, G,, G, und zwar 3 Untergruppen G,’, die je unterein- 
ander gleichberechtigt sind, 4 unter einander gleichberechtigte Unter- 
gruppen G,’, endlich (3 + 1) Untergruppen G,’, von denen die ersten 
3 untereinander gleichberechtigt sind, die letzte die einzige ihrer Art 
und als solche in der G,, ausgezeichnet ist (§ 4). 

y) Als letzte Untergruppe der G,, ergiebt sich eine Tetraeder- 
gruppe G,,, die gleichfalls, als in ihrer Art einzig, in der G,, aus- 
_SSNICHR enthalten ist (§ 4). 


*) Selbstverstiindlich nur als eine nothwendige, nicht aber auch hinreichende 
Bedingung. 
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Die regulire Férm der Octaedergruppe lisst sich sonach imprimitiv 
schreiben mit Bezug auf alle diese Untergruppen. 

a) In der folgenden Tabelle ist diese Darstellung mit Bezug auf 
eine cyklische Untergruppe G, -ausgefiihrt. Insofern dabei diese G, 
als Untergruppe in einer G, und diese ihrerseits als Untergruppe in 
einer G,’ enthalten ist, lisst sich — und das ist in der nebenstehenden 
Tabelle geschehen — gleichzeitig auch die imprimitive Anordnung der 
Gruppe mit Bezug auf jene G, und G,’ treffen. 

Legt man zu dem Ende die in § 4 erwihnte Erzeugung 
der Gruppe durch die Substitutionen A,, A,, A, zu Grunde, fiir 
welche 

Aj=1, Aj=l, Az=—1, A,A,A,—1 


ist, so liegt eine der Untergruppen G, sofort vor in den Substitu- 
tionen: 
(1, Aj? 
Diese G, ist in der cyklischen Gruppe G, der Substitutionen 
1, A,’ | 
| A,, A,? || 
{ausgezeichnet) enthalten, und diese G, wieder in der Doppelpyramiden- 
gruppe G,’, welche entsteht, wenn wir die Substitutionen der G, links 
mit den Substitutionen einer Gruppe G,: 
1, (A;4,?A, A,°) 
multipliciren, so dass die G,’ in der Form erscheint: 
| 1, A,’ A, , A,° | 
\|(Ay 4,7 A3A,*), 4,43 4,? A A,*)|A,(A34,°A3A,°), A,°(A34,? As A,°)|- 
Multipliciren wir diese 8 Substitutionen der Reihe nach noch links 


mit den Substitutionen: 
1, A,, A,’, 


so liegen nunmehr die 24 Substitutionen der Octaedergruppe vor uns, 
die wir in dieser Reihenfolge mit 


1, 2, 3, +--+, 24 
symbolisch bezeichnen. 

Durch die sonach gegebene erste Horizontalreihe des quadratischen 
Schemas II ist uns jetzt die einfach transitive regulire Form der Gruppe 
bestimmt und gleichzeitig eine derartige Anordnung der Symbole ge- 
troffen, dass die Gruppe, ,mit Bezug auf die obenerwihnten Unter- 
gruppen G,, G,, G, imprimitiv geschrieben“ erscheint: 
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Man erkennt in dieser Tabelle leicht auch gewisse specielle An- 
ordnungen, wie sie aus in § 11, Nr. 1—5 bezeichneten speciellen Eigen- 
schaften einer Untergruppe fiir das quadratische Schema entspringen. 

Da weder die G,, noch die G, in der G,, ausgezeichnet enthalten 
ist, noch auch (die Identitiit ausgenommen) ihrerseits Untergruppen 
besitzen, welche in der G,, ausgezeichnet sind, so ergiebt sich (§ 8) 
aus unserem Schema sofort eine Darstellung der Octaedergruppe durch 


Vertauschungen von 6, 


12 Symbolen , 


und eine solche durch Vertauschungen von 
wenn man nimlich die 6, bez. 12 Systeme der Imprimi- 


tivitiit, in welche die erste Horizontalreihe der Tabelle mit Bezug auf 


die Untergruppen G, und G, zerfallt, je fir sich mit Symbolen 
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bezeichnet, und nun auf tleren Umsetzungen bei den 24 Substitutionen 
achtet. 

» Die so gewonnenen Darstellungen der G,, sind imprimitiv, da 
weder die G,, noch die G, , Maximaluntergruppen‘ der G,, sind. Viel- 
mehr ist die G, noch in der obigen G,’ enthalten und es liisst sich 
demgemiiss (§ 9) die Darstellung der G,, durch Vertauschungen von 
6 Symbolen imprimitiv schreiben mit Bezug auf diese G,’, wie 
wir dies sofort aus der vorigen Tabelle (p. 105) ablesen. Die G,, 
welche der Darstellung unserer G,, durch Vertauschungen von 
12 Symbolen zu Grunde liegt, ist in der obigen G,, weiter aber noch 
in simmtlichen 3 Gruppen G,’, sowie in 2 Gruppen G, und der 
Tetraedergruppe G,,” enthalten, so dass die 12 Symbole noch mit 
Bezug auf alle diese Untergruppen zu Systemen der Imprimitivitat 
geordnet werden kénnen. Die auf die G, und eine G,’ beziigliche 
imprimitive Anordnung ist dabei unmittelbar in unserer obigen Schreib- 
weise ersichtlich. Die Untergruppe G,’, mit Bezug auf welche in der 
obigen Tabelle die 24 Symbole zu drei Systemen der Imprimitivitat 
geordnet erscheinen, giebt zu einer Darstellung der G,, durch Ver- 
tauschungen von drei Symbolen nicht Anlass, da die G,’ jene in der 
G., ausgezeichnete Untergruppe G,' als Untergruppe enthailt und daher 
die Beziehung, welche zwischen der G,, und der Gruppe der Ver- 
tauschungen jener 3 Symbole statthat, eine meriedrisch isomorphe ist 
(§ 8), was hier selbstverstandlich auch schon aus der Anzahl der 
iiberhaupt méglichen Vertauschungen von drei Dingen — es sind dies 
eben nur sechs — folgt. 

b) Handelt es sich darum, in unserer Tabelle durch die impri- 
mitive Form eine cyklische Untergruppe G, und eine Doppelpyramide 
G, hervortreten zu lassen, so kénnen wir etwa die Anordnung nach 
der Gruppe der Substitutionen 


| 1, A,, A,? | 
als einer G, und nach der zugehérigen Doppelpyramidengruppe G;, : 


| 1 ae , A,? 
| (A,A,?A,A,*), A,(A,A,?A,4,*), A,?(A34,?A4,’) || 


J 


treffen, aus welcher wir dann die siimmtlichen Substitutionen der G,,, 
entstehen lassen kénnen, indem wir diese 6 Substitutionen links der 
Reihe nach mit 
' 1, A,’, A,, A,’ 
multipliciren. 
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In den obigen Symbolen 1, 2, 3, ---, 24, deren Definition aus 
der pag. 104 gegebenen Anordnung der 24 Substitutionen festgelegt 
ist, geschrieben, ist dann die erste Horizontalreihe der quadratischen 
Tabelle, aus welcher sich deren ganze Anordnung ergiebt, in der 
folgenden Weise anzunehmen: 


| 1, 9, 17] 5, 21, 13 || 2, 15, 24/6, 19, 24 || 8, 20, 14| 8, 10, 23 || 4, 22, 11] 7, 16, 18)]. 


Dieser Eintheilung unserer 24 Symbole zu 8, beziehungsweise zu 
je 4 Systemen der Imprimitivitit, den obigen Untergruppen G, und 
G, entsprechend, liuft die Darstellung der G,, durch Vertauschungen 
von 8, beziehungsweise von 4 Symbolen parallel. Die erste dieser Dar- 
stellungen ist imprimitiv, da die G, nicht ,,Maximaluntergruppe“ der 
Go, ist, vielmehr eben noch in jener G, als Untergruppe enthalten 
ist. Die letztere Darstellung der G,, durch Vertauschungen von 4 Sym- 
bolen ist primitiv, da die G, Maximaluntergruppe der G,, ist, und 
bekanntlich ist eben diese Darstellungsform durch die Gesammtheit 
aller Vertauschungen von 4 Symbolen gegeben. 

ce) Wir fiigen noch kurz die Anordnung bei, welche wir den Sym- 
bolen 1, 2, 3,---, 24 ertheilen miissen, damit unsere quadratische 
Tabelle imprimitiv geschrieben erscheint mit Bezug auf die ausgezeich- 
neten Untergruppen G,,’ und G,’. Die erste Horizontalreihe der Tabelle, 
aus welcher sich die ganze Darstellung ergiebt, lautet dann: 


\| 1, 2, 7, 8 | 9, 10, 15, 16 | 17, 18, 23, 24 || 3,4, 5,6 | 11, 12, 13, 14 | 19, 20, 21, 22 |}. 


Dabei zeigt die ausgefiihrte Tabelle, der speciellen Stellung der 
Gruppen G,' und G,,” in der G,, entsprechend, die in § 10, Nr. 2 u. 4 


bezeichnete specielle Anordnung der Symbole. is 


2. Die Icosaedergruppe Gy). Stellen wir, in Kiirze die siimmtlichen 
Untergruppen der G,, zusammen, so sind diese, wenn wir jedesmal 
die gleichberechtigten Gruppen zusammennehmen, die folgenden: 

a) Cyklische Gruppen: 15 cyklische Gruppen der Ordnung 2, G,; 
10 der Ordnung 3, G,; 6 der Ordnung 5, G;,. 

6) Doppelpyramidengruppen: 5 Doppelpyramidengruppen der Ord- 
nung 4, G,'; 10 der Ordnung 6, G,’; 6 der Ordnung 10, G,,. 

vy) 5 Tetraedergruppen G3. 

Allen Untergruppen entspricht eine imprimitive Schreibweise der 
reguliren Form der Gg; da aber die Gyo eine einfache Gruppe, und 
daher keine dieser Untergruppen in G,, ausgezeichnet enthalten ist, so 
lauft jeder solchen auf eine Untergruppe G, beziiglichen imprimitiven 


Form eine Darstellung der G,, durch Vertauschungen von =. Symbolen 


parallel, Es folgen sonach Darstellungen der G,) durch Vertauschungen 
von 
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30, 20, 12, 15, 10, 6, 5 
Symbolen, jenen Untergruppen: 

G,, Ga, G,, G,, Ge. Gu, Gis 
entsprechend. Die Untergruppen G,’, Gio und Gj, sind Maximalunter- 
gruppen der G,. und so erscheinen die Darstellungen der Icosaeder- 
gruppe durch Vertauschungen von 10, 6 und 5 Symbolen in primitiver 
Form (die letzte Darstellung umfasst bekanntlich die simmtlichen 
geraden Vertauschungen von 5 Dingen), wahrend die iibrigen Dar- 
stellungen durch Vertauschungen von 15, 12, 20 und 30 Symbolen, 
da die zugehérigen Gruppen G,’, G,, G,, G, nicht Maximaluntergruppen 
sind, den verschiedenen umfassenden Untergruppen entsprechend , im- 
primitiv geschrieben werden kénnen. 


3. Um schliesslich noch zwei einfachste Beispiele fiir die in § 11 
charakterisirten Gruppen zu erwaihnen, so fillt zunichst unter die dort 
definirten Gruppen G,, (s, ¢ Primzahlen) die Doppelpyramidengruppe 
Gz,, fiir welche bekantitlich die cyklische Gruppe G, eine ausgezeich- 
nete Untergruppe bildet. 

Fiir die Gruppen ,,mit nur ausgezeichneten Untergruppen“ bietet 
sich als das einfachste Beispiel die Gruppe G,» der Ordnung 2”, welche 
nur Substitutionen der Ordnung 2 enthilt, die simmtlich in der G,» aus- 
gezeichnet enthalten sind. Sie liisst sich (nach § 10, Nr. 5) in regu- 
larer Form folgendermassen schreiben: 














43/2 1/18 7/6 5 
5 6|/7 8ii1 2/8 4 
66/8 742 1/4 38|l- 








Ihre Verallgemeinerung zu einer analog aufgebauten Gruppe der 
Ordnung ” ist sofort ersichtlich. 


Leipzig, Ende December 1882. 
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Ueber gewisse Reihen, welche in getrennten Convergenzgebieten 








verschiedene, willkiirlich vorgeschriebene Functionen 
darstellen. 


Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Miinchen. 


Herr Weierstrass hat in seiner Abhandlung ,,Zur Functionen- 
lehre““ — (Monatsberichte der Berliner Akademie 1880 8. 719 ff.) — 
die Aufmerksamkeit auf gewisse, nach rationalen Functionen einer 
complexen Variablen fortschreitende, im allgemeinen gleichmissig con- 
vergente unendliche Reihen gelenkt, deren gesammter Convergenz- 
bereich aus mehreren getrennten Stiicken besteht, und hat bei dieser 
Gelegenheit die schon friiher aufgetauchte Frage*), ob derartige Reihen 
in diesen verschiedenen Gebieten stets als Darstellungen verschiedener 
Stiicke einer einzigen monogenen Function anzusehen seien, im ver- 
neinenden Sinne entschieden; es wird namlich in jener Abhandlung 
gezeigt, dass sich Reihen der genannten Art bilden lassen, welche in 
verschiedenen Gebieten ihres Convergenzbereiches sichtlich verschiedene, 
nimlich geradezu willkiirlich vorzuschreibende monogene Functionen 
(mit einer endlichen Anzahl wesentlicher Singularitaten) darstellen. 
Der Beweis hierfiir wird durch eine Reihe geliefert, welche an sich 
einfach genug und fiir den betreffenden Zweck vollig geeignet, immer- 
hin eine einigermassen umstindliche Herleitung erfordert, Aus diesem 
Grunde theilt Herr Weierstrass in einem spiiteren Zusatze zu jener 
Abhandlung**) noch ein anderes, ihm von Herrn J. Tannery iiber- 
mitteltes Beispiel einer solchen Reihe mit, das in der That bei geradezu 
iiberraschender Kinfachheit den beabsichtigten Zweck genau so voll- 
stindig erfiillt, wie jene erst erwihnte weit complicirtere Reihe. Da 
diese neue Reihe gerade wegen ihrer elementaren Einfachheit einiges 
Aufsehen erregt haben diirfte — wie ja schon die Stelle ihrer ersten 
Publication und der weitere Umstand beweist, dass dieselbe auch mit 
dem Namen des Herrn Tannery sofort in der neuesten Vorlesung 


*) Man sehe z. B. die bekannte Abhandlung von Hankel: ,,Ueber die un- 
endlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen “ — Univ.-Programm, Tiibingen 
1870, S. 45. (Wiederabdruck in den Math, Ann, Bd, XX, S. 105). 

**) Monatsberichte der Berl. Akademie 1881, S. 218 ff. 
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des Herrn Hermite*) Erwihnung gefunden hat — so mag es vielleicht 
nicht ohne Interesse erscheinen, zu constatiren, dass jenes Tannery’ sche 
Beispiel in der Hauptsache nichts weniger als neu ist, vielmehr mit 
einer an sich ganz unerheblichen Modification sich bereits in einem 
Aufsatze aus dem Jahre 1869 von Herrn Seidel in Miinchen vor- 
findet**) — freilich dort in einem ganz anderen Zusammenhange und 
ohne auch nur entfernt die Tragweite erkennen zu lassen, welche Herr 
Weierstrass derartigen Reihen durch den Nachweis gegeben hat, dass 
dieselben innerhalb ihres Convergenzbereiches gleichmdssig convergiren. 

Herr Tannery geht namlich bei Aufstellung seiner Reihe von 

dem folgenden Grenzwerthe aus: 
y(2) = lim —* +7) (m = co) 

er 
welcher, wenn ” einen ld ant ganzzahligen Parameter, z eine 
complexe Variable bedeutet, die Werthe -+- 1 annimmt, je nachdem 
| 2| List , dagegen fiir |z| 1 im allgemeinen unbestimmt wird. Mit 
Hiilfe eines bekannten Principes , nach welchem jede fiir » = co einer 
bestimmten Grenze G zustrebende Function der ganzen positiven Zahl 
m in der Form gesetzt werden kann: 

G = lim G, = G, + (@, — G) + (@, — G,) +--+ in inf. 
oder etwas allgemeiner, wenn m,, m,,..., m, eine beliebige Reihe 
ganzer positiver, mit v in’s Unendliche wachsender Zahlen bedeutet: 

G = lim Gm, = Gn, + (Gm, — Gm.) + (Gm, — Gm,) + +++ in inf. 
wird alsdann der obige Grenzwerth in die unendliche Reihe umgeformt: 
Let as? ~3(5%— —1_ 5) 
v(Z) = +> (2"" — 1) (s My—1 1) 


welche fiir die specielle Wahl m, = 2” die tiberaus einfache Gestalt 


annimmt: 
ve) = te + Dae 


Dieses ist also die Reihe des Herrn Tannery. In dem oben bezeich- 
neten Aufsatze***) hat nun Herr Seidel u. a. die folgenden beiden 
Grenzwerthe untersucht: 

pe in — 


42” oe (m = co) 


*) Cours de Mr. Hermite professé pendant le 2° sémestre 1881/82. Rédigé — 
par M. Andoyer. Paris 1882, — p. 128. 
**) Publicirt 1871 in Crelle’s Journal Bd. 73. 
***) a. a. O. S. 297 und 298 Anm. 
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und ausdriicklich darauf hingewiesen, dass derartige Grenzwerthe ver- 
mége des oben erwihnten Principes stets auch in unendliche Reihen 
umgeformt werden kinnen. Der erste dieser Grenzwerthe, bezw. die 
daraus abzuleitende Reihe, ist aber offenbar von dem Tannery’ schen 
Beispiele im wesentlichen nicht verschieden und auch fiir den von 
Herrn Weierstrass intendirten Zweck genau ebenso brauchbar: es 
ist dies in der That ein unter der Form einer nach rationalen Func- 
tionen von 2 fortschreitenden Reihe darstellbarer Ausdruck, der inner- 
halb und ausserhalb einer um den Nullpunkt mit dem Radius 1 be- 
schriebenen Kreises zwei vollig getrennte Functionen — nimlich die 
Constante 1 innerhalb, die Constante 0 ausserhalb des Kreises — vor- 
stellt, auf der Peripherie (mit Ausschluss des einen Punktes z = + 1) 
unbestimmt wird. Derselbe steht sogar zu dem Tannery’schen Aus- 
druck in einer einfachen, sich ganz von selbst ergebenden linearen 
Relation: denn will man aus diesem Ausdrucke, der etwa mit G bezeichnet 
werden mége, einen anderen construiren, der statt der Werthe 1 und 0 
wie der Tannery’sche die Werthe 1 und — 1 annimmt’, so hat man 
nur zu bilden 


96 — 1m ke 2 
n=o 1+ 2” 


d. h. man erhilt den reciproken Werth des Tannery’ schen Ausdruckes. 

Diirfte aus dem bisher gesagten zuniichst soviel hervorgehen, dass 
jener Ausdruck des Herrn Seidel in der That alle wesentlichen Eigen- 
schaften des Tannery’schen Beispiels in sich enthilt, so mag ferner 
noch ausdriicklich bemerkt werden, dass sogar ein Ausdruck wie der 
in Rede stehende — also allgemein gesagt ein solcher, welcher fiir 
ein gewisses Gebiet der Ebene, auf dessen Begrenzung er unbestimmt 
wird, den Werth 1 besitzt, fiir den itibrigen Theil der Ebene ver- 
schwindet, ganz besonders geeignet ist, um die Lésung des von Herrn 
Weierstrass aufgestellten Hauptproblems, niimlich: 

Herstellung unendlicher, nach rationalen Functionen 
von ¢ fortschreitender Reihen, deren Convergenzbereich aus 
mehreren getrennten Stiicken besteht, und die innerhalb 
dieser einzelnen Stticke verschiedene, beliebig vorgeschriebene 
monogene Functionen mit einer endlichen Anzahl wesent- 
licher Singularitaten vorstellen — 

in die denkbar einfachste und iibersichtlichste Form zu setzen. 

Bevor dies an einigen einfachen Beispielen gezeigt werden soll, 
mége zuniachst — da es ja hier vor allem auf die Reihenform jener 
Ausdriicke ankommt — statt des oben betrachteten Ausdruckes der 
ihm vdllig aiquivalente: 





. 1 fir je|<1 
am | RE et | ? 
9G) — kn -—; [ was Sty 
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eingefiihrt werden, sofern nimlich fiir diesen letzteren die der Tan- 
nery’schen Reihe analoge Form einfach folgendermaassen lautet: 


(8) = —5+(=2- t= —)+G=a- ica t+G-a- i-wt-" 


1 Z 2 zt 


cs eet ae a 


-it3+4 =i se"- ay". 


Will man jetzt z. B. mit Hiilfe dieser Reihe m(z) — thnlich wie Herr 
Weierstrass in § 5 der zuerst genannten Abhandlung — eine Reihe 
herstellen, welche fiir das Innere von m getrennt liegenden Kreisen 


1 ay « 
der Reihe nach mit den willkiirlich vorgeschriebenen Functionen: 
fi (2) fa(2) -- «fa @) 


und fiir das tibrige Ebenenstiick mit einer weiteren willkiirlich vor- 
geschriebenen Function f,+:(2) tibereinstimmt, so lisst sich dies ein- 
fach folgendermaassen bewerkstelligen. Seien beziiglich 

G, Ay. .+ An 
die Mittelpunkte, 

ATS 
die Radien jener Kreise, so wird 


(*=")- 1 fir |e¢—a|\<r, 
P\ 3 oO — |2@—a > Fi 





nimmt also innerhalb des Kreises K, den Werth 1 an und verschwindet 
ausserhalb. Darnach wird ferner der Ausdruck 


= Be") 


fiir das Innere jener simmtlichen Kreise verschwinden, fiir das iibrig- 
bleibende jfiussere Ebenenstiick den Werth 1 annehmen. Alsdann 
ergiebt sich aber ohne weiteres 


F(t) = o(5 *). fle + {1— S39 (75) bane 
= fas ( \+ De (5; 








=~ {f (2) — fot @} 


als ein Ausdruck von der gesuchten Beschaffenheit; und zwar wird 
sich derselbe stets in eine unendliche, nach rationalen Functionen 
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von ¢ fortschreitende Reihe umformen lassen, falls die gegebenen 
Functionen f, (2) ... f.4:(@) monogen, eindeutig und nur mit einer 
endlichen Anzahl wesentlicher Singularititen behaftet sind, 

Sind die Kreise so gelegen, dass der Kreis K, — fiir jeden Werth 
von 4 — die Kreise K, ... Kj; umschliesst, wobei also wiederum 
die gesammte Ebene in »-+ 1 getrennte Stiicke zerlegt wird: die 
Kreisfliche K,, die n — 1 ringférmigen Riume 


(K, hye K,), (K, ae K,), ee ey (K, — K, —1) 


und endlich das ausserhalb K, liegende Ebenenstiick — so wird: 


yp ( —— ) = 1 innerhalb K,, 





7 ( “+ *:) — (= “1 ) = 1 innerhalb des Ringes (K,— Ki), 
a 


4 


l1—® ( on ) om ausserhalb K, 


wihrend jeder dieser Ausdriicke im iibrigen verschwindet, bezw. auf 
den Grenzen unbestimmt wird. 
Man hat daher in diesem Falle: 


Pe =9 (25 “rot So (Fat) - 9 (FEY) fan @ 
+{1-9 (= *)  fernle 
= fas) + Sho (5, *) {hile — halo} 


als einen Ausdruck, welcher in den genannten n-+-1 getrennten Stiicken 
der Ebene bezw. die Functionen f/f, (2), f.(2),-. +, fr41(¢) vorstellt. 

Es ist leicht zu tibersehen, wie sich diese Ausdriicke modificiren, 
falls die gegebenen Kreise irgend welche andere Lage zu einander 
besitzen (wobei aber niemals irgend zwei von ihnen sich schneiden 
diirfen); desgleichen auch, wie man an Stelle der Begrenzungskreise — 
indem man fiir z eine rationale Function von z substituirt — irgend 
welche andere algebraische Curven treten lassen kann. 

Im Anschlusse an das bisher gesagte mégen hier auch noch einige 
Bemerkungen tiber den zweiten der oben erwihnten, von Herrn Seidel 
eingefiihrten Grenzausdriicke Platz finden. Derselbe werde mit y, (2) 
bezeichnet, sodass also 


Mathematische Annalen, XXII, 8 
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(2) = lim ~ 1 fir |z|<1, 
a oe 0 — |s|>1 


ein Ausdruck, dessen charakteristisches Unterscheidungsmerkmal von 
dem bisher betrachteten (z) also darin besteht, dass er auch noch 
auf der Peripherie des Kinheitskreises durchweg bestimmt, niimlich 
= 1 ist. Aus demselben lassen sich zuniichst noch drei weitere Aus- 
driicke von ahnlicher Beschaffenheit herleiten; zunichst etwa: 


(° fir |2|<1, 


@,(2) = 1 — 46) = lim Fh S. 


2” +n ‘oe 
Ferner indem man hierin - statt 2 substituirt: 


1 1 fir je|<1, 
t2(#) = @,(]) = lim sao — |s|/>1 


und endlich, indem man diesen Ausdruck von der Einheit subtrahirt — 


oder, was auf dasselbe hinausliuft in 4, (2) 4 statt 2 setzt: 


0 je|<1, 
@,(2) = 2, (>)— lim mr oan 1 |e|>1, 


sodass also y,(z), @,(2) bezw. mit y,(2), @,(2) identisch sind mit 
Ausschluss der Peripherie des Einheitskreises, wo 4,(¢) und ebenso 
@,(z) den Werth 1 besitzt, dagegen y,(z) und @,(¢) verschwindet. 
Mit Hiilfe dieser Grenzwerthe kann man nun offenbar in analoger 
Weise wie oben vermittelst der Reihe g(z) solche Ausdriicke bilden, 
welche fiir getrennte Ebenenstiicke verschiedene willkiirlich vorge- 
schriebene Functionen repriisentiren, ausserdem aber auf den Grenz- 
linien dieser Gebiete nach beliebiger Wahl entweder die eine oder die 
andere der dort aneinander grenzenden Functionen oder auch deren 
Summe oder endlich den Werth Null darstellen. So wird — um nur 
das einfachste Beispiel dieser Art anzufiihren — wenn /,(2), f,(¢) 
willkiirlich anzunehmende Functionen bedeuten, jeder der vier Ausdriicke: 


ts (2)f, (2) + o, (2) - (2), 
uke) fi (2) + @2(2) - (2), 
Ur (2)f, (2) + 2 (%) > (2), 
Xo (2)f, (2) + @, (2) - f2(2) 
innerhalb des Einheitskreises die Function f,(¢), ausserhalb die Func- 


tion f,(2) vorstellen, waihrend auf der Peripherie der Reihe nach die 
vier Werthe 


Ai), hl, LO+h®), 0 


zum Vorschein kommen. 
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(NB. Wahlt man insbesondere die beiden willkiirlichen Functionen 
einander gleich — etwa = (2) — so werden also die beiden letzten 
Ausdriicke , welche nunmehr die Form annehmen: 
{x (2) + @, (2)} F(@), {%2(2) + , (2)} F() 

in der ganzen Ebene —- abgesehen von der Peripherie des Hinheits- 
kreises — die Function f(z) darstellen, lings dieser Linie jedoch die 
Werthe 2/(¢) bezw. 0 haben: es findet somit bei diesen Ausdriicken 
lings der Peripherie des Einheitskreises eine sogenannte hebbare Un- 
stetigkeit statt). 

Es kénnte nun auf den ersten Blick scheinen, als liessen sich 
jetzt aus diesen Grenzwerthen ¥(2), @(2) — in Verbindung mit beliebig 
vorgelegten eindeutigen Functionen vom Charakter rationaler Func- 


tionen — ahnlich wie oben aus lim 





n = , unendliche, nach rationalen 
z 


Functionen von ¢ fortschreitende Reihen bilden, denen alsdann die 
Kigenschaft zukiime, nicht nur wie jene friiher betrachteten Reihen 
fiir getrennte Ebenenstiicke verschiedene Functionen darzustellen, son- 
dern auch noch auf den trennenden Grenzlinien selbst nach Maass- 
gabe der oben niher specificirten Méglichkeiten bestimmie (im allge- 
meinen endliche) Werthe anzunehmen. Indessen zeigen die Ausdriicke 
q(2), @(¢) verglichen mit m(¢) ein wesentlich abweichendes Verhalten, 
sobald es sich darum handelt, sie in analoger Weise in unendliche 
Reihen umzuformen. Bezeichnet man niimlich wiederum mit G, irgend 
einen von dein ganzzahligen Parameter und der complexen Variablen 
z abhiingigen Ausdruck, der fiir » =o irgend welchen, im allge- 
meinen bestimmten Grenzwerth besitzt; sind dann wieder m,, m,,..., my, 
ganze, positive mit » ins Unendliche wachsende Zahlen, sodass also 
— wie oben — 


lim Gn, = Gm, + (Gm, — Gm.) + (Gm — Gm) + 
gesetzt werden kann, so liegen fiir den zuvor betrachteten Fall, wo 


Gn, — : me ? 
1+’ 

die Wurzeln der Gleichung 1 +- 2% 0 simmtlich auf der Peripherie 
des Kinheitskreises; es kann daher kein Glied der obigen Reihe fiir irgend 
welche anderen Werthe von ¢ unbestimmt werden (bezw. bei der An- 
niherung an solche Werthe von ¢ ins Unendliche wachsen) ausser fiir 
solche, die auf der Peripherie des Kinheitskreises liegen. 

Da aber lings dieser Linie auch der urspriinglich betrachtete Grenz- 


: 1 : ‘ . 
werth lim = unbestimmt wird, so versagen hier Grenzwerth und 


its” 
Reihe gleichzeitig, wihrend sie in der ganzen tibrigen Ebene aus- 
8* 
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nahmslos denselben eindeutig bestimmten Werth besitzen: sie diirfen 
in Folge dessen schlechthin als fiquivalent betrachtet werden, und man 
kann somit bei den oben angestellten Betrachtungen jenen Grenzwerth 
ohne weiteres durch die betreffende Reihe ersetzen. 

Hingegen wiirden nun, wenn G,,, — gleich jenen Ausdriicken 
4(2), (2) — einen Nenner von der Form 2” -+- m, oder m,z” +- 1 
besitzt, wie man auch die Reihe der Indices m, wihlen mag, die 
Wurzeln der Gleichungen 


(1) 2” +m, = 0, (2) me” +1—0 

auf ein gewisses riiumlich ausgedehntes Gebiet der Ebene vertheilt 
sein (dasselbe erstreckt sich von der Pefipherie des Einheitskreises bis 
zu einem ebenfalls um den Nullpunkt beschriebenen Kreise mit dem 
Radius / 3 fir Gleichung (1) — beaw. / = fiir Gleichung (2) — ein- 
schliesslich dieser letzteren Grenzlinien); und zwar werden sich fiir 


wachsende Werthe von m, die betreffenden Stellen in Folge der Be- 
ziehungen 


| le 
Mm, /— + 
+1 = 2ux .« Sas 
ym =i|m {eos = + isin = }, 


¥ ’ 





SF | ti 2(u-+1 - os (2x1 
—m='=|m, ” |} cos aeeee 4. isin 2202) 
Ld | | m, m, 


V | 1 | 1 | | v| 
we 2 ee DS ‘ s: 
m,"?|>1, |m, "| <1, lim |m, ™ | = lim 
| 


w= @ | =o 
| 


m, "*|=1 
| 

in der unmittelbaren Nahe des Einheitskreises (nimlich fiir Gleichung 
(1) auf der fusseren, fiir Gleichung (2) auf der inneren Seite der 
Peripherie), dass innerhalb jedes noch so kleinen, an die Peripherie 
angrenzenden Bereiches eine beliebig grosse Anzahl solcher Stellen 
liegt. Die betreffenden Reihen werden also in der unmittelbaren Um- 
gebung des Einheitskreises unendlich oft versagen und nicht mehr mit 
jenen Grenzwerthen 7(), (2) identisch sein: sie werden mithin gerade 
dort unbrauchbar, wo der charakteristische Unterschied von x(¢), a(2) 
gegeniiber dem zuvor betrachteten (2) zum Vorschein kommen sollte. 








Miinchen, December 1882. 
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Ueber die Differentialgleichung der Functionen des elliptischen 
Cylinders. 


Von 


F. Liypemann in Freiburg i. Br. 


In der zweiten Auflage seines Handbuches der Kugelfunctionen 
(Bd. I, p. 404 ff.) beschiftigt sich Heine mit der Integration der 
Differentialgleichung 

+4, + (i? cos'p — B)y =0, 

in welcher 4 und 8 gegebene Constante bezeichnen. Diese Gleichung 
entsteht in derselben Weise durch einen Grenziibergang aus der 
Differentialgleichung der Lamé’schen Functionen, wie die Differential- 
gleichung der Bessel’schen oder Cylinder-Functionen aus derjenigen 
der Kugelfunctionen hervorgeht. Heine behandelt jedoch nur den 
Fall, wo die Constante 8 in bestimmter Weise (als Wurzel einer ge- 
wissen transcendenten Gleichung) von der Constanten 4 abhiingt, und 
wo in Folge dessen ein Integral der vorgelegten Gleichung eine 
periodische Function von g ist. Gerade dieser Fall niimlich bietet 
sich dar als Grenzfall der eigentlichen (d. i. ganzen rationalen) Lamé’- 
schen Functiopen, er spielt in den physikalischen Aufgaben eine her- 
vorragende Rolle (besonders beim Probleme der Schwingungen einer 
elliptischen Platte) und wurde deshalb auch schon friiher von den 
Herren Mathieu und Weber, wenn auch weniger vollstindig 
studirt*), 

Dem gegeniiber wird es nicht ohne Interesse sein, auch den all- 
gemeineren Fall in’s Auge zu fassen, wo $ nicht einer der von 
Heine aufgestellten Bedingungsgleichungen geniigt; und das soll im 


*) E. Mathieu, Mémoire sur le mouvement vibratoire d’une membrane de 

forme elliptique, Journal de Liouville, t. XIII, p. 137, 1868. — H. Weber, 
2 ne 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung a -- ay? +u=0, 

Math. Annalen, Bd. I, p. 29, 1869. — Vergl. auch Heine, op, cit. Bd. II, p. 208. 
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Folgenden geschehen. Wenn es gestattet ist, die Integration einer 
Differentialgleichung als vollstindig erledigt zu bezeichnen, sobald man 
simmtliche Zweige der particuliiren Integrale durch eine einzige fiir 
alle Werthe der unabhingigen Variabeln giiltige Formel darstellen kann, 
so werden wir in der That die Integration der vorgelegten Gleichung 
im Folgenden vollstindig erledigen; und zwar geschieht dies auf einem 
Wege, genau demjenigen analog, welcher von Herrn Hermite*) ein- 
geschlagen wurde, um die Lamé’sche Differentialgleichung allgemein 
zu integriren. 


1. Setzt man z= cos*g, so geht die vorgelegte Differential- 
gleichung iiber in 


(1) 4e(1—2) S¥ 4 2(1 22) 9Y 4 (a%e—B) y= 0. 


Aus der allgemeinen Theorie des Herrn Fuchs*) ziehen wir zu- 
niichst die folgenden Schliisse (4 soll stets 20 sein): 


Da die Coefficienten von y und von y’ fiir z= 00 beide von der ersten 
Ordnung unendlich gross werden, so hat die Function y in z = co 
einen wesentlichen Unstetigkeitspunkt (nach der von Herrn Weier- 
strass eingefiihrten Bezeichnungsweise). 

Die Punkte z=0 und ¢=—1 sind singuliire Punkte des allge- 
meinen Integrals y; im Uebrigen hat dasselbe in der ganzen Ebene, 
deren Punkte zur Darstellung der complexen Werthe von 2 dienen, 
den Charakter einer ganzen Function. 

Die nach Herrn Fuchs (I. c. p. 147) zum Punkte z=—0 ge- 
hérige Fundamentalgleichung ist 

2r(r—1)+r=—0. 
Sie hat die Wurzeln r = 0 und r = >i folglich sind zwei von ein- 


ander unabhingige particulire Integrale gegeben durch Potenzreihen 
von der Form: 


Yoo = % + a,e+a,2+a,22+--- : 
1 
Yo, = 27 [(b, + 0,24 b,2? + b,2° + - - +]; 


diese Reihen convergiren im Innern eines Kreises, dessen Radius gleich 
Eins ist, und dessen Mittelpunkt in ¢=—0 liegt. Die Coefficienten 
a;, 6; sind leicht durch Recursionsformeln zu berechnen. 


(2) 





*) Feuilles lithographiées du Cours de 1872 & l’Ecole Polytechnique, und 
Annali di Matematica Serie II, t. 9, p. 25, 1878/79. Vergl. dazu Brioschi, ib. 
p. 13, Fuchs, ib. p. 25 oder Géttinger Nachrichten, 1878. 

**) Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veriinderlichen Coeffi- 
cienten, Crelle’s Journal, Bd. 66, p. 121, 1866, 
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In derselben Weise lassen sich fiir die Umgebung des Punktes 
z= 1 (d. h, fiir das Innere eines Kreises mit dem Radius Eins und 
dem Mittelpunkte ¢ = 1) zwei von einander unabhingige particulire 
Integrale entwickeln; dieselben seien 


Yio = a +, (1 — 2) +a, (1 — 2? +a, (1 — 2) +---, 
Yr, = (L —2)? [by + b,'(1 —2) + ,' (1 —2)? + b,'(1—2)> + - - +]. 


Sind a, B, y, 0 gewisse Constante, so bestehen zwischen den 
Integralen (3) und (2) Gleichungen der Form 
(4) Y10 = &Yoo + BY, 
Y11 = 7 Yoo + 9 Yo1- 
Die Zahlen a, 6, y 0 kann man nach den allgemeinen Methoden der 


Herren Fuchs und Thomé bestimmen*); eine solche Bestimmung wird 
auch implicite durch die folgenden Untersuchungen gegeben. 


—_ 


i ee 


(3) 


n 2. Wenn g einen vollstindigen Umgang um den Punkt z= 1 
macht, so bleibt dabei y,, ungeandert, y,, dagegen wechselt sein Vor- 
> zeichen; bei Umgang von z¢ um den Punkt z= 0 bleibt ebenso y,, 
unveraindert, wahrend y), das entgegengesetzte Vorzeichen annimmt. 
- Nach (4) geht also bei einem Umgange von 2 
‘ um 2=0 yo tiber in ayy — BY%,, 
» &#=0 Yu : @ SY, 
1. ” =1 Yo a Yio» 
» &¢=1 Yin » 9» —~Yu- 
Es andert sich folglich der Ausdruck ay,? + by,? nicht am Punkte 
z= 1, und am Punkte ¢ = 0 geht er iiber in 


n (aa? + by?) yf + (af? + bd?) yf — 2(aaB + by9) Yoo%o 
= ays + byt — 4(aaB + 679) Yoo Yor- 
Bestimmen wir nun die Constanten a, b so, dass 
aap + byd =0 


ist, so bleibt die Function ay,? + by,? ungeindert sowohl am Punkte 


: z= 0 als am Punkte z= 1; d. h. diese Function hat iiberall in der 
complexen Ebene, allein ausgenommen die Stelle =o, den Charakter 
einer ganzen Function. Nun sind 

\d ete 

b. *) Fuchs, Ueber die Darstellung der Functionen complexer Variablen, 
insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen, Crelle’s Journal, 

fi- Bd, 75 und 76, 1873; Thomé, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 


ib. Bd. 87, 1879. 
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F, Linpemany, 





Y; = Yio Va + ty, Vb, 


6) iby Eougscts 
Yo = Yo V4 — iy, VO 
zwei particulire Integrale von (1); man hat also den Satz: 

Unter den particuliiren Integralen der Gleichung (1) kann man im 
Allgemeinen zwei der Art auswihlen, dass ihr Product gleich einer 
ganzen transcendenten Function ist; beide fallen zusammen, falls eine 
der Grissen a, B, y, 0 gleich Null ist.*) 

Der hier zuletzt hervorgehobene Ausnahmefall fiihrt, wie wir unten 
sehen werden, auf die von Heine behandelten Functionen des ellip- 
tischen Cylinders. 


3. Um das Product y, y, als Function von z darzustellen, braucht 
man die Constanten a, B, y, 0 nicht zu kennen. Ist nimlich die Dif- 
ferentialgleichung 

2Ay" + Ay = By 
gegeben, unter A, B Functionen von ¢ verstanden, so geniigt das 
Product y,y,—% von zwei particuliiren Integralen, wie Herr Hermite 
a. a. O. bemerkt, der Gleichung dritter Ordnung: 
2An” + 3A'n’ + A’ yx = 8By + 2B y™). 
In unserm Falle ist A — 2(1—z), 2B = — 422 + &, also: 
(6) 22e(1—z)n” + 3(1—22)n" + (44?2—4B— 2)n'+A?y = 0. 

Fiir die Umgebung des Punktes ¢ = 0 sind drei particulire Inte- 
grale dieser Gleichung, niimlich y%,, y?, und yy, gegeben durch 
Reihen von der Form: 


Ying = CO +42 +2? + 6,2°+---, 
Yr = @ + 2+ ce -+---, 


1 

Yor Yoo = & [eo” + 0)"2 + "2? +--+]. 
Unbeschadet der Allgemeinheit kénnen wir die erste Reihe durch eine 
andere mit c, = 0 ersetzen; wir beschiftigen uns also mit folgenden 
beiden particuliren Integralen: 


No(Z)=% +o2+¢,22+->-, 

No (2) = C2 + cy 2? ++ 6/22 +--+ = You: 
Die Gréssen c, c’ kénnte man leicht aus den a, b berechnen; sie be- 
stimmen sich aber auch direct durch folgende Recursionsformeln: 


*) Als ich dieses Resultat vor etwa einem Jahre Herrn Stickelberger 
mittheilte, erfuhr ich von ihm, dass er ebenfalls die Existenz einer solchen ganzen 
transcendenten Function erkannt habe. 

**) Es findet sich a. a. O. in der betreffenden Gleichung ein Druckfebler; 
vergl. auch den erwiihnten Aufsatz von Herrn Brioschi in demselben Bande der 
Annali di matematica. 
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(+2) G+ 1I)Qi+3)e42 = 26+ DGG—1)+3i4+ 1428] a4: 


— A(4i+)e; 
mit der Anfangsgleichung 6c, = — 4?c,; die ¢; geniigen denselben Re- 
cursionsformeln, wenn man die Anfangsgleichung 3c,’ = (2% + 1)c,’ 


hinzunimmt. 

Ebenso giebt es zwei particulire Integrale, welche sich fiir die 
Umgebung des Punktes z = 1 nach Potenzen von 1 — ¢ entwickeln 
lassen in der Form: 


Mo(%)= L +y,(1—2)?+ 7, (I—s2?+--:-, 
11 (2) = (1—2) + y,'(1—2)? + ys (1—2)8 + ---. 
Die Coefficienten y; und y; bestimmen sich durch die Formeln: 
(i+ 2) (6-1) (24+-3) yi42 = 2(6-+1) [6G — 1) 4+ 31+1428—227] 741 
+ #(4i+)) v5 
um die y; zu finden, hat man y, =—1, y, =O zu nehmen; die y; 
dagegen ergeben sich fiir y,. = 0, y,’ = 1. 


4. Nach Nr. 2 muss eine lineare Combination sowohl der Integrale 
Noo» No, als der Integrale y,,, y,, gleich ein und derselben ganzen 
transcendenten Function sein, d. h. es miissen sich drei Constante /, 1, m 
so bestimmen lassen, dass identisch 
(7) Noo + ko, = Inyo + m3 
die Summe 4). -+ /y,, geordnet nach Potenzen von 2, liefert alsdann 
eine unendliche Reihe, welche fiir alle endlichen Werthe von z con- 
vergirt, 

Um die beiden Seiten der Gleichung (7) einander gleich zu machen, 
geniigt es, k, 1, m so zu wiihlen, dass die betreffenden Functionen 
an einer Stelle, wo die Reihen fiir m9, 1, 19) 1, Sammtlich con- 


. s 1 : ° . 
vergiren, also etwa fiir == -, sammt ihrem ersten und zweiten Dif- 
ferentialquotienten einander gleich werden. Dann nimlich stimmen 


ihre sdémmtlichen Differentialquotienten in Folge von (6) fiir s=—> 
iiberein, und folglich sind beide Functionen identisch. 
Bestimmt man also k, 1, m aus den Gleichungen: 


— kno, (5) + Inyo (3) + mny, () = too (s)> 
(8) — kis (S) + Unio (S) + muir (Z) = nv (3), 
— kasi (S) + ns () + mat (S) = ns (G); 


so stellt jede der beiden Seiten von (7) eine ganze transcendente Func- 
tion dar. 
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Da oben die Existenz einer solchen Function nachgewiesen wurde, 
so kann die Determinante der Gleichungen (8) nicht verschwinden, 
es sei denn, dass der in Nr. 2 erwihnte Ausnahmefall eintritt. Bei 
der hier verlangten Constantenberechnung hat man den Vortheil, dass 
die vorkommenden Potenzreihen nur fiir einen Punkt auszuwerthen 
sind, welcher sich im Innern ihres Convergenzbereiches befindet; bei 
directer Berechnung der in Nr. 1 auftretenden Constanten a, B, y, 0 
hatte man dagegen Potenzreihen fiir Punkte auf der Peripherie ihrer 
Convergenzkreise summiren miissen. 


5. Nachdem so das Product y, y, gefunden ist, kann man leicht 
y, und y, selbst berechnen. Wir bezeichnen die eingefiihrte ganze 
transcendente Function durch F(z), so dass 


(9) YY2 = Noo + kN, = Fe). 
Bedeutet C eine Constante, so ist allgemein fiir zwei particulire Inte- 
grale der Gleichung (1) A (y,y,, — y,y.’) = C, also in unserem Falle 


, , Cc 
an nh = ia 
Nimmt man hierzu y,y, = F(z) und 


d d d ' 
Sy =, Pty, Pe, 





so folgt 
1 dy; 


1 , ® C 
yds — FH [FP O+ Fas | 
Bi i ek Uy x eae in 
Y2 de 2 F(2) |? @) as): 


also schliesslich, wenn G, G‘ zwei neue Constanten bezeichnen: 





dz 


2 Se. AES 
(10) ¥1 = G V F (2) -e F\2) V2(i—2) , 


dz 
wee FG Sra, 

Hierin muss die Constante C durch unsere besondere Wahl der 
Integrale y,, y, bereits vollkommen bestimmt sein, sie muss ferner im 
Allgemeinen von Null verschieden sein, denn andernfalls wiirden beide 
Integrale zusammenfallen, was dann den in Nr. 2. erwahnten Aus- 
nahmefall giebt. In der That nach Herrn Brioschi (a. a. pag. 12; 
woselbst m=2, f(Y,, ¥2)=Y1Y2, 4h(Y, ¥.)=—1, 2Ap=A=1—2z, 
4Aq=—2B=(d4?z—) zu nehmen ist) besteht die Relation: 

C?==2(1—2)(2F.F" — F’?) + (l—22) FF’ + (#2—8)F’, 
oder indem etwa z = 0 gesetzt wird: 
(11) - C? = ¢,¢,k — Be,?. 
Somit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 
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Bezeichnet man mit F(z) die in Nr. 2 definirte und durch (9) 
gegebene ganze transcendente Function, und ist die durch (11) gegebene 
Constante C von Null verschieden, so wird die Differentialgleichung ( ) 
durch die particuliren Integrale (10) vollstindig integrirt. 


6. Die bemerkte Ausnahme, wo C = 0, fiihrt auf die von Heine 
behandelten Functionen. In der That, alsdann ist y,dy,—y,dy,=0, 
folglich y, zu y, proportional, d. h. das Quadrat eines particuliren 
Integrals der vorgelegten Gleichung (1) ist gleich einer ganzen tran- 
scendenten Function. Es wird also eine der vier in (2) und (3) auf- 
gestellten Reihen in der ganzen Ebene convergent werden; und zwar 
wiirden fiir z = cos* » 

Yo und y,, eine Reihe liefern, die nach geraden Potenzen von 
cos m oder nach den Cosinus der geraden Vielfachen von p 
fortschreitet, 

Yy, eine Reihe, welche geordnet ist nach den Cosinus der un- 
geraden Vielfachen von 9, 

y,, eine Reihe nach den Sinus der ungeraden Vielfachen von g. 

Die ersten beiden geben also die erste Klasse von Heine’s Func- 
tionen des elliptischen Cylinders, y), fiihrt zur zweiten, y,, zur dritten 
Klasse. Im ersten Falle ist die stetige Fortsetzung der Function yo, 
identisch mit y,,, wenn y, passend gewahlt wird. Im zweiten Falle 
wird die stetige Fortsetzung von y,, gleich einer linearen homogenen 
Function von y,) und y,,, im dritten die Fortsetzung von y,, gleich 
einer solchen Function von y) und ¥,. 

Viertens kann es auch eintreten, dass man durch stetige Fort- 
setzung von ¥), zu y,, gelangt und umgekehrt; dies wird geschehen, 
wenn sich von der Potenzreihe in y,, ein Factor /1— 4 und gleich- 
zeitig von der. Potenzreihe in y,, ein Factor #2 =/1— (1—a2) 
absondern lisst. Die Substitution z= cos? gm giebt dann eine nach 
den Sinus der geraden Vielfachen von  fortschreitende Reihe, also die 
vierte Klasse der Heine’schen Functionen. 

Man sieht, dass diese vier Klassen von Functionen den im Allge- 
meinen giiltigen Integralen (10) in derselben Weise gegeniiberstehen, 
wie die speciellen doppelt periodischen Functionen Lamé’s den sonst 
auftretenden Integralen, die von Herrn Fuchs und Herrn Hermite 
gefunden wurden. 

Da die zu den singuliren Punkten =O und zg = 1 gehérigen 
fundamentalgleichungen nur die Wurzeln 0 und } haben, so sind hier- 
mit alle méglichen Ausnahmefille erschépft; dass auch jeder von ihnen 
wirklich auftreten kann, zeigt eben die Heine’sche Untersuchung. 


Freiburg i. B., den 21. Januar 1883. 














Ein Beitrag zur Theorie der biplanaren und uniplanaren 
Knotenpunkte.*) 


Von 
Kart Roun in Leipzig. 


Die ersten Untersuchungen in dieser Richtung finden sich bei 
Schlafli, welcher in seinem Aufsatze iiber Fliichen dritter Ordnung **) 
alle bei derartigen Fliichen iiberhaupt auftretenden Formen von Knoten- 
punkten aufgestellt hat. Die Flachen 3. Ordnung sind hinsichtlich 
ibrer singuliren Punkte spiiter abermals von Roden ber g***) behandelt 
worden, welcher auch die einzelnen hier auftretenden Arten von 
Knotenpunkten in Gyps modellirt hat.+) Ausserdem ist von ver- 
schiedenen Mathematikern ++) hin und wieder der biplanaren und uni- 
planaren Knotenpunkte als einer Specialisirung der gewdhnlichen 
Knotenpunkte gedacht worden, wie sie sich bei anderen Untersuchungen 
gelegentlich ergeben haben. 

Der erste Theil der nachfolgenden Deductionen soll nun die Ein- 
theilung der biplanaren Knotenpunkte in verschiedene Classen, je nach- 
dem diese Knotenpunkte die Classenzahl der algebraischen Fliiche um 
3,4,5,... Einheiten erniedrigen, rechtfertigen und ein geometrisches 
Kriterium hierfiir angeben. Zugleich wird das Entstehen dieser Knoten- 
punkte aus gewohnlichen Knotenpunkten und damit das Verhalten der 
Polarflaichen in einem solehen Knotenpunkte erliiutert werden. Das ge- 
staltliche Verhalten und die analytische Bestimmung der Classe des bi- 
planaren Knotenpunktes werden diese Betrachtungen beschliessen. Dabei 
ergiebt sich denn das Resultat, dass die Singularitat der Schnittcurven in 
den singuliiren Ebenen des Knotenpunktes von keinem wesentlichen Belang 
fiir denselben sind — ein Resultat, das bei Flichen 3. Ordnung aller- 





*) Hr, Rodenberg hat eine Arbeit iiber denselben Gegenstand geschrieben, 
wird jedoch, nachdem er von meiner Note Kenntniss genommen, dieselbe nicht in 
ihrer jetzigen Form publiciren, da sie sich vielfiltig hiermit deckt. [April 1883.] 

**) Schlifli, Philosophical Transactions of the R. 8. of London, 1863; 
Bd. CLIII, p. 193. . 

*#*) Rodenberg, Math, Annalen Bd. XIV, p. 46ff. 

+) Modelle von Flachen 3. Ordnung, sowie der Hessischen Fliichen, heraus- 

gegeben von Brill in Darmstadt. 
+t) Hierzu gehéren Cayley, Kummer, Zeuthen, und Andere. 
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dings noch nicht erkannt wird, indem hier die Classe des singuliren 
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Punktes und die genannten Curven in festem Zusammenhang stehen. 

Der zweite Theil dieser Note behandelt die uniplanaren Knotenpunkte 
von algebraischen Flichen und das Verhalten des Tangentenkegels aus 
einem beliebigen Raumpunkte an eine solche Fliche, soweit es von 
dem uniplanaren Knotenpunkte abhiingig ist. Daran schliesst sich die 
analytische Bestimmung der Classe des Punktes, sowie sein gestalt- 
liches Aussehen. Wir werden hier erkennen, dass die Schnittcurve 
in der singuliren Ebene von wesentlicher Bedeutung fiir den uni- 
planaren Knotenpunkt ist, und dass die einzelnen Classen noch sehr 
verschieden gestaltete Knotenpunkte enthalten — beides Dinge, welche 
bei den biplanaren Knotenpunkten (wenn wir von der Realitiit oder 
Irrealitét der singuliren Ebenen abseben) nicht statt haben. 


Der biplanare Knotenpunkt. 


Wir behandeln zuerst die aufgeworfenen Fragen bei den biplanaren 
Knotenpunkten. Welche Besonderheiten erhilt der Tangentenkegel 
aus einem beliebigen Raumpunkte P an eine Fliiche durch das Auf- 
treten eines biplanaren Knotenpunktes? Bekanntlich liegt die Be- 
riihrungscurve des Tangentenkegels aus P auf der ersten Polarfliche 
dieses Punktes in Bezug auf die gegebene Fliche; diese Curve soll 
weiterhin kurz als Leiteurve des Tangentenkegels bezeichnet werden. 
Besitzt nun die gegebene Fliiche einen gewdhnlichen Knotenpunkt, so 
geht die Polartliche eines jeden Raumpunktes P durch diesen Knoten- 
punkt einfach hindurch; ihre Tangentialebene in diesem Punkte ist 
dabei nichts Anderes als die Polarebene des Punktes P in Bezug auf 
den Tangentialkegel*) 2. Ordnung im Knotenpunkte. 

Es gehen in Folge dessen im Allgemeinen zwei reelle oder zwei 
conjugirt imaginiire Zweige der Leiteurve durch den Knotenpunkt hin- 
durch; der Tangentenkegel aus P besitzt demgemiiss eine reelle oder 
isolirte Doppelkante, welche durch den Knotenpunkt verliuft. Geht 
aber der gewoéhnliche Knotenpunkt in einen biplanaren Knotenpunkt 
iiber, d: h. zerfillt der Tangentialkegel im Knotenpunkt in ein Ebenen- 
paar, so muss jede Polarfliche in diesem Knotenpunkte eine Tangential- 
ebene besitzen, welche durch die Schnittgerade jenes Ebenenpaares 
oder die singuldre Gerade des Knotenpunktes hindurchgeht. Die beiden 
Aeste der Leiteurve im Knotenpunkt haben demnach eine und dieselbe 
Tangente, welche mit der singuliiren Geraden zusammenfillt, so dass 





*) Ich bezeichne den Kegel, welcher von allen Tangenten aus einem festen 
Punkte an eine Fliche gebildet wird, als Zangentenkegel; den Kegel 2. Ordnung 
aber in einem Knotenpunkte der Fliche, welcher alle Tangenten in diesem Punkte 
enthalt, als Tangentialkegel. 
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der Tangentenkegel aus einem Punkte P zwei Mintel aufweist, welche 
lings der Kante durch den biplanaren Knotenpunkt dieselbe Tangen- 
tialebene besitzen, nimlich die Ebene durch P und die singulire 
Gerade. 

Nun unterscheidet man biplanare Knotenpunkte B,, B,, B;,..., By, 
je nachdem dieselben die Classenzahl der beziiglichen Fliche um 
3, 4,5, ..., * Einheiten erniedrigen. Diese Classenerniedrigung 
stimmt iiberein mit der Erniedrigung der Classe des Tangentenkegels 
aus P, da die Classe der Fliche und die des Tangentenkegels gleich 
sind. Legt man demnach durch P eine beliebige Gerade g, so wird 
die Zahl der Tangentialebenen durch g an den Tangentenkegel durch 
das Auftreten eines B, um x reducirt, d. h. die Ebene durch g und 
B, zihit fiir x solcher Tangentialebenen. Da aber der Tangenten- 
kegel aus P die Kante durch den biplanaren Knotenpunkt nur zur 
Doppelkante hat (nicht etwa zur dreifachen oder mehrfachen Kante), 
so ist die Reduction der Classe des Kegels um x Kinheiten nur in 
einer einzigeu Weise mdglich. 

Ist x eine gerade Zahl, so beriihrt sich der ensiaininiash aus 
P \aings der Kante durch den singuliren Punkt selbst, in dem die 


beiden durch diese Kante gehenden Mantel = consecutive Kanten ge- 
meinsam haben. Es ist sofort ersichtlich, dass die Ebene durch g 
und diese singuliire Kegelkante wirklich fiir x Tangentialebenen zihlt, 
da man die singulire Kante durch Zusammenriicken von > gewohn- 


lichen Doppelkanten entstehen lassen kann. Ist dagegen x eine wngerade 
Zahl, so ist die Kante des Tangentenkegels aus P, welche den singu- 
liren Punkt der Fliche enthilt, eine Riickkehrkante dieses Kegels, 


und zwar haben die beiden Manteltheile == 


ebenen (incl. der Riickkehrtangentialebene) gemeinsam. Die Richtig- 
keit dieses Satzes erkennt man ohne Weiteres, wenn man die singulire 
Kante jenes — durch Zusammenriicken einer gewohnlichen Riick- 


kehrkante mit *— 5 Doppelkanten entstehen liisst. 


1 , : 
- consecutive Tangential- 


Fassen wir jetat nochmals den biplanaren Knotenpunkt B, ins 
Auge, wo x eine gerade Zahl ist. Die erste Polarfliche eines Punktes 
P schneidet alsdann nach dem Vorhergebenden aus der gegebenen 
Flache eine Curve aus, deren beide Zweige durch den singuliren Punkt 


; consecutive Punkte gemeinsam haben. Gleiches gilt fiir die Polar- 


fliche eimes beliebigen anderen Punktes Q. Die beiden Polarflichen 
schneiden sich in einer Curve, welche bekanntlich aus der betrachteten 
Flache die Beritihrungspunkte der Tangentialebenen durch P und Q aus- 
schneidet. Diese Curve geht offenbar durch den Knotenpunkt B, 
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einfach hindurch , und schneidet unsere Fliche daselbst in x zusammen- 
fallenden Punkten, da die Ebene durch P, Q und B, fir x Tangen- 
tialebenen zu rechnen ist. Abef diese x Schnittpunkte liegen auf der 
gegebenen Fliche und den beiden Polarflichen, und in Folge dessen 
gehéren sie der Schnittcurve der gegebenen Fliche mit der Polarfliche 
des Punktes P an. Die Polarfliiche eines beliebigen Punktes Q schneidet 
also die letztgenannte Curve in x zusammenfallenden Punkten, d. h. 
% 
2 
Zweige jener Curve gemeinsam haben. Wir ersehen daraus, dass alle 


sie geht durch die > consecutiven Punkte hindurch, welche die beiden 


Polarflichen durch die nimlichen ; consecutiven Punkte unserer Fiche 
hindurchgehen, und dass diese Punkte somit + consecutive Knoten- 
punkte unserer Flache sind.*) Ein biplanarer Knotenpunkt B, entsteht 
also dadurch, dass = gewohnliche Knotenpunkte einander unendlich 


oe ° ° - & . . 
nahe riicken, sie bilden dabei - 3 consecutive Punkte eines Curven- 


zweiges, der durch die Art des Zusammenriickens mitbestimmt wird. 
Ist x eine ungerade Zahl, so findet man ganz in derselben Weise 
wie vorher, dass der biplanare Knotenpunkt B, entsteht, indem ein 





B, und “SS gewohnliche Knotenpunkte unendlich nahe riicken; diese 
Knotenpunkte bestimmen hier st} consecutive Punkte eines Curven- 
zweiges, indem der B, einen Punkt des Zweiges sammt seiner Tangente 
bestimmt. Die ersten Polarflichen aller Raumpunkte haben jene 
oe consecutiven Punkte gemeinsam. Fiir einen B, gestaltet sich 
die Sache so, dass alle Polarfliichen die singulire Gerade des Knoten- 
punktes zur Tangente haben. 

Die gewonnenen Resultate lassen sich kurz so aussprechen. Die 
biplanaren Knotenpunkte bilden zwei génelich verschiedene Typen, je 
nachdem sie die Classe der betr. Fliche wm eine gerade oder ungerade 
Zahl erniedrigen; im ersten Fall wird die Flache aus einem beliebigen 
Punkte des Raumes durch einen Kegel mit Selbstberiihrung, im zweiten 
Falle durch einen Kegel mit Riickkehrkante projicirt. Bezeichnen wir 
die Classenerniedrigung beide Male mit «, so ist der biplanare Knoten- 
punkt im ersten Falle durch Zusammenriicken von = gewohnlichen Knoten- 
punkten entstanden, im zweiten Falle dagegen durch Zusammenriicken 


von einem B, mit a4 gewohnlichen Knotenpunkten. Demgemiiss ist 
*) Man macht sich am Besten eine Vorstellung von dem Gesagten, wenn 


man an die Fliche mit Doppelcurve denkt; hier hat man unendlich viele con- 
secutive Knotenpunkte, im obigen Falle jedoch nur eine endliche Anzahl, 
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die Selbstberiihrung des Projectionskegels der Art, dass beide Mintel 
x—2 
2 


kante der Art, dass *— 


consecutive Tangentialebenen gemein haben, und die Riickkehr- 


= Tangentialebenen beiden Miinteln gemein- 
sam sind. 

Wir unterscheiden daher biplanare Knotenpunkte von geradem Typus 
und solche von ungeradem Typus. Bevor wir jedoch ein charakteristisches 
Merkmal fiir die Gestalt der beiden Typen aufstellen kénnen, miissen 
wir noch eine Unterscheidung innerhalb der Typen selbst treffen. Das 
singuliire Ebenenpaar im biplanaren Knotenpunkte kann nimlich reell 
oder conjugirt imaginiir*) sein. Im einen Falle bilden also die Tan- 
genten im Knotenpunkte noch zwei reelle Strahlbiischel, im andern 
Falle dagegen giebt es nur noch eine einzige reelle Tangente im 
Knotenpunkt. Es gelingt uns nun leicht mit Hiilfe des vorher ge- 
wonnenen Resultates etwas Niheres iiber die gestaltlichen Verhiltnisse 
der Fliiche in der Nahe des biplanaren Knotenpunktes auszusagen. 
Wir miissen jedoch die einzelnen Fille fiir’ sich behandeln, und-wenden 
uns zunichst dem biplanaren Knotenpunkt mit conjugirt imagindérem 
Ebenenpaar zu, weil hier die Verhiltnisse am einfachsten sich gestalten. 
Betrachten wir fiir einen Augenblick eine Fliche mit einem gewoéhn- 
lichen Knotenpunkt und eine kleine Kugel, deren Mittelpunkt im 
Knotenpunkt gelegen ist, Es geniigt hier den einen der beiden Flichen- 
theile, welche im Knotenpunkt zusammenstossen, ins Auge zu fassen. 
Derselbe wird von der Kugel in einer Curve geschnitten, und der 
* Strahlkegel aus dem Knotenpunkt nach der Curve hat die Eigenschaft 
immer naher an den Tangentialkegel im Knotenpunkte heranzudringen, 
je kleiner die schneidende Kugel genommen wird; so zwar, dass fiir 
eine unendlich kleine Kugel beide Kegel identisch werden. 

Uebertragen wir jetzt diese Dinge auf einen biplanaren Knoten- 
punkt mit conjugirt imaginiirem Ebenenpaar. Giebt es hier einen 
reellen Flichentheil, der sich in den biplanaren Knotenpunkt hinein- 
erstreckt, so wird derselbe von der kleinen Kugel in einer reellen 
Curve geschnitten, und die Strahlen aus dem Knotenpunkt nach den 
Punkten dieser Curve driingen, mit}; abnehmender Kugel alle nach 
der einzigen reellen Tangente im Knotenpunkte zu. Der Strahlkegel 
nach der Schnittcurve nihert sich also hier keinem bestimmten Grenz- 
kegel, vielmehr wird seine Oeffnung mit abnehmender Kugel immer 
kleiner und fiir eine unendlich kleine Kugel selbst unendlich klein. 
Der Flichentheil wird demnach gegen den Knotenpunkt hin, wenn 


*) Eigentlich miisste man auch noch conjugirt imaginire biplanare Knoten- 
punkte mit in die Betrachtung ziehen, die wir hier jedoch ausser Acht lassen, da 
sie kein gestaltliches Interesse bieten, 
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man so sagen darf, unendlich spitz, er bekommt ein dornartiges 
Aussehen, und wir wollen deshalb eine solche Flaichenpartie kurz als 
Dorn bezeichnen. Man vergleiche die neben- 
stehende Figur. 

Nun sagt der vorher gefundene Satz, dass sich 
eine Fliche in der Nihe eines biplanaren Knoten- 
punktes von ungeradem Typus immer als Curve 
mit Spitze, die ja stets reell sein muss, projicirt, 
wo man auch das Projectionscentrum wihlen 
mag. ‘Es ergiebt sich somit, dass eine F'liiche 
in der Néhe eines biplanaren Knotenpunktes von ungeradem Typus 
mit conjugit imagindrem Ebenenpaar stets die Gestalt eines Dornes 
annimmt. Dagegen wird eine Fliche mit biplanarem Knotenpunkt 
von geradem Typus stets als Curve mit Selbstberiihrungspunkt projicirt, 
wobei sich in diesem Punkte entweder reelle oder conjugirt imaginiire 
Curveniiste beriihren. Die Fliiche hat demnach in der Nihe eines 
biplanaren Knotenpunktes mit conjugirt imagindrem Ebenenpaar, wenn 
derselbe von geradem Typus ist, entweder das Aussehen von zwei sich 
gegeniiberstehenden Dornen, oder der Knotenpunkt ist ein isolirter. Den 
letzten Fall kann man sich einfach durch Zusammenriicken von zwei 
oder mehreren gewohnlichen isolirten Knotenpunkten entstanden denken. 

Es bleibt uns jetzt nur noch itibrig, die biplanaren Knotenpunkte 
mit reellem Ebenenpaar zu untersuchen. Die beiden reellen Ebenen, 
welche hier auftreten, theilen den ganzen Raum in vier Winkelriume, 
welche sich paarweise gegeniiberstehen. Die Fliiche muss sich aber in 
unmittelbarer Nihe des Knotenpunktes dem reellen Ebenenpaar aufs 
Engste anschliessen. Legt man also wiederum um den Knotenpunkt 
eine kleine Kugel, so muss ihre Schnittcurve mit der Fliche in der 
Nahe der Curve verlaufen, welche sie aus dem Ebenenpaar ausschneidet; 
und je kleiner man die Kugel nimmt, desto niher miissen sich die 
heiden Curven riicken. 

Ist der Knotenpunkt ein solcher von ungeradem Typus, so ist die 
Contour der Fliche, von einem beliebigen Punkte aus 
gesehen, immer eine Curve mit einer Spitze im Knoten- 
punkt, so dass die Fliche dort eine Gestalt annimmt, 
wie sie beistehende Figur zeigt. Man sieht, dass die 
Schnittcurve der Fliche mit der kleinen Kugel erhalten 
wird, indem man bei der aus den beiden Kreisen bestehen- 
den Curve die Doppelpunkte in entgegengesetztem Sinne 
auflést. Diese Schnitteurve bildet deshalb nur noch 
einen einzigen Zug, und,die I liche besteht also in 
der Umgebung des Knotenpunktes nur aus. einem 
einzigen Theile. Die Contour kehrt ersichtlich ihre Spitze um, wenn 
9 





Fig. 1 
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man das Auge aus einem der vier Winkelriume in den Nachbarraum 
bewegt. 

Ist der Knotenpunkt dagegen von geradem Typus, so besitzt die 
Fliche in seiner Umgebung offenbar die nebenan verzeichnete Gestalt. 
Die Schnittcurve der Fliche mit der kleinen Kugel 
besteht hier noch aus zwei getrennten Ziigen, und es 
stossen in dem Knotenpunkte noch zwei getrennte 
Flichentheile zusammen. Aus den Punkten zweier 
Winkelriiume projicirt sich die Flache in der Form 
von zwei reellen Zweigen, welche sich beriihren, 
von den Punkten der beiden andern Winkelriiume aus 
erscheint der Knotenpunkt als isolirter Doppelpunkt 
der Projection. 

Fassen wir die Resultate, welche sich bei der Be- 
trachtung der Gestaltung der Knotenpunkte ergeben haben, zusammen, so 
kénnen wir sagen: In der Umgebung eines biplanaren Knotenpunktes von 
ungeradem Typus existirt nur ein einziger Flichentheil, der aber stets reell 
ist. Derselbe hat die Form eines Dornes, wenn die singuliren Ebenen 
conjugirt imaginir sind; dagegen wird bei reellen singuliren Ebenen die 
Gestalt der Fliche in der Umgebung des Knotenpunktes annihernd 
durch das Ebenenpaar wiedergegeben, wenn man zuvor die beiden Ab- 
schnitte der singuliiren Geraden in entgegengesetztem Sinne auflist. In 
der Umgebung eines biplanaren Knotenpunktes von geradem Typus ist 
die Fliche entweder ganz imagindér — der Knotenpunkt ist alsdann ein 
isolirter — oder sie besteht aus zwei sich gegeniiberstehenden Fliichen- 
theilen. Dieselben haben die Gestalt von Dornen, wenn die singuliéren 
Ebenen conjugirt imagindr sind; im andern Falle erhilt man anndhernd 
die Gestalt der beiden Fliichentheile aus dem Ebenenpaar durch Auf- 
lisen der beiden Abschnitte der singuliren Geraden in gleichem Sinne. 

Im Anschlusse an diese gestaltlichen Untersuchungen verweise ich 
auf die Arbeit von Klein im 6ten Bande dieser Annalen, wo der 
Uebergang eines gewohnlichen Knotenpunktes in einen B, besprochen 
und durch Figuren erliutert ist. In ihnlicher Weise kann man zeigen, 
wie die héheren biplanaren Knotenpunkte durch Zusammenriicken von 
gewohnlichen Knotenpunkten (unter denen auch ein B, sein kann) 
entstehen. 

Fragen wir uns jetzt nach den Bedingungsgleichungen, welche 
zwischen den Constanten einer Fliiche bestehen, wenn dieselbe einen 
B,, B,, B;, ..., B, besitzt. Zur Beantwortung dieser Frage kann 
man zwei verschiedene Wege einschlagen. Entweder man bestimmt 
die Zahl m der consecutiven Punkte, welche allen ersten Polarfliichen 
gemeinsam sind, dann ist der beziigliche Knotenpunkt ein B:,, oder 
ein Bz»-1, je nachdem derselbe von geradem oder ungeradem 'l'ypus 





Fig, 3 
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ist. Oder man bestimmt die Zahl der Punkte, welche die Schnittcurve 
zweier Polarflichen mit der gegebenen Fliche im Knotenpunkte gemein 
hat. Den letzten Weg hat bereits Schlaifli bei den Flichen 3. Ord- 
nung in der zu Anfang citirten Abhandlung eingeschlagen, und wir 
wollen ihn auch hier betreten. Wir machen dabei den singuliren 
Punkt zum Coordinatenanfangspunkt und nehmen die singuliren 
Ebenen*) zur X-Ebene resp. Y-Ebene; dann erhilt die Fliche die 
Gleichungsform : 


f= ay + (xyz)? + (wys)' +--+ = 0. 
In dieser Gleichung bedeuten die Symbole (xyz)', (xyz), ... ganz 
allgemeine Ausdriicke in wyz, welche in diesen Variabeln homogen 
vom dritten, vierten, ... Grade sind. 

Die Schnittcurve zweier Polarfliichen wird dann die Fliche: f = 0 
in so viel Punkten 2 = y=—z=0 schneiden, als die Reduction der 
Classenzahl durch den biplanaren Knotenpunkt betriigt. Wiahlt man 
der Bequemlichkeit halber die Polarfliiche des unendlich fernen Punktes 
der XZ-Axe und die Polarfliche des unendlich fernen Punktes der 
YZ-Axe, so ergiebt sich als die gesuchte Classenerniedrigung die Zahl 
derjenigen gemeinschaftlichen Punkte der drei Flichen: 

of é 
f—0, jo=0, fF mo, 
welche in den Anfangspunkt hineinfallen. Die symbolischen Glei- 
chungen dieser drei Fliichen werden: 


‘=xy+t (xyz)? + (ayz)' +-+-=0, 
of ay + (eye)? + (yay? +++ =0, 


+f =a + (xyz)? + (ayz).> +-+-=0, 


wenn man die Ableitungen des Symbols (wyz)" nach a resp. y mit 
(ayz),"-! resp. (wyz)."—' bezeichnet. Diese Gleichungen sind nun fiir 
den Grenzfall 2 =0, y=0O, =O zu betrachten. Unter der An- 
nahme sehr kleiner Werthe von 2, y und z, kann man mit Benutzung 
der beiden letzten Gleichungen sowohl x als auch y in eine Potenz- 
reihe nach steigenden Potenzen von ¢ entwickeln. Diese Potenzreihen 
sind ersichtlich von der form: 


a—=cettdetesttfoe+..., 
y= f+de8+ea+tfet--., 


*) Sind die singuliren Ebenen imaginir, so kann man die Gleichung, unter 
Annahme rechtwinkliger Coordinaten, immer auf die Form bringen: 

f= a + oy® + (xyz) + (wyz)'+---, 
und mit dieser Form genau dieselben Operationen vornehmen, wie mit der Form 
des Textes, 


g* 
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wo sich die Constanten leicht aus den Gleichungen of 0 und 


Ox 
oe = 0 bestimmen lassen. So sind die Constanten ¢ und ¢, nichts 


Anderes als die negativen Coefficienten von -z? in 4 = ( resp. 
ec = 0. Es kéunen auch mehrere Constanten gleich Null werden, 


so dass eine oder beide Reihen mit einer hdheren als der zweiten 
Potenz beginnen. 

Setzt man nun in die Gleichung f = 0 fiir x und y ihre Potenz- 
reihen ein, so geht f selbst in eine Potenzreihe von 2 iiber, welche 
zunichst mit z° beginnen wird, also: 

f=De@+ Ee! + Fa4+.---. 
Soll aber der Punkt « = y= z=0 ein biplanarer Knotenpunkt B, 
sein, so muss die Curve of == (0, £f 0 mit der Fiiche f=0 
Ox oy 
dort x aufeinanderfolgende Punkte gemein haben, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, die Reihe fiir f beginnt mit dem Gliede 2*, also: 


f= Ke4+ Le4+.... 


Demnach muss ein biplanarer Knotenpunkt B, ausser den Bedingungen, 
welche bereits ein B, erfordert, noch x — 3 Bedingungen: D = 0, 
E=0, F=0,... erfiillen. Die Existenz eines B, verlangt also 
x —1 Relationen zwischen den Constanten einer Fliiche. Soll der 
B, an einer vorgeschriebenen Stelle liegen, so ergeben sich x + 2 
Relationen. (Ist auch noch die Curve vorgeschrieben, auf welcher die 
consecutiven Knotenpunkte liegen, aus denen sich der B, zusammen- 
setzt, so wird die Zahl der Relationen 2x oder 2x + 1 je nachdem x 
gerade oder ungerade ist). 

Fiir einen B, erhilt man die Bedingung D =O, d. h. es muss 
das Glied von g* in der urspriinglichen Gleichung f= 0 wegfallen. 
Fiir einen B, erhilt man die weitere Bedingung E = 0; es setzt sich 
aber E aus den Coefficienten von xy, x2, yz’, z' und den Constanten 
ce und ¢, zusammen. Ebenso fordert ein B, die weitere Relation F—0, 
welche zwischen den Coefficienten von 2°z, y*z, xyz, we, ye", 2°, 
xy, x2”, yz* und den Constanten c,c,, d, d, bestehen muss. In gleicher 
Weise kann man die Bedingungen fiir einen B, aufstellen, die mit zu- 
nehmenden x ganz ungeheuer complicirt werden. 

Eine zweite Methode zur Bestimmung der Reduction der Classe 
einer Fliche durch einen biplanaren Knotenpunkt geht von der Glei- 
chungsform aus: 


f= a + ey + (rye)? + (wyz)' +---=0. 


Die Curve f= 0, ef = 0 besitzt im Knotenpunkte zwei Curveniiste, 
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deren Potenzreihen man mit Hiilfe dieser Gleichungen aufstellen kann, 
so dass man erhilt: 


y=}, @), 7=f(%) und y= $P, (2), c= fy (2). 


Der 'Tangentencylinder parallel der X-Axe beriihrt lings dieser Curven- 
iiste, und schneidet die Ebene x = 0 offenbar in den beiden Aesten: 
y = },(2) und y = §8,(2). Stimmen beide Potenzreihen bis zur Potenz 
z” exclusive iiberein (wo v entweder eine ganze Zahl oder die Hiilfte 
einer ganzen Zahl ist), so ist die Reduction der Classe der ebenen 
Curve durch den singuliiren Punkt gleich 2v. Ebenso ist die Reduction 
der Classe des Cylinders durch die singulire Kante und somit die 
Erniedrigung der Classe der Fliiche durch den biplanaren Knotenpunkt 
gleich 2v. Dass das Gesagte in der That immer Giiltigkeit behilt 
ganz einerlei, welche Lage die X-Axe besitzt (wenn sie nur nicht 
in einer singuliiren Ebene liegt) lisst sich durch die gleichen Be- 
trachtungen beweisen, wie sie sich auf Seite 140 und 141 befinden. 

Nachdem wir nun die Art der Bedingungsgleichungen aufgestellt 
haben, welche fiir einen biplanaren Knotenpunkt B, erfiillt sein miissen, 
wenden wir uns der Frage zu, ob die Schnittcurven in den singuliiren 
Ebenen mit der Classenerniedrigung des Knotenpunktes in irgend einem 
Zusammenhange stehen. Man ersieht aus der Gleichung der Fliiche 
ohne Weiteres, dass die Schnittcurven im Allgemeinen einen dreifachen 
Punkt besitzen. Ist der Knotenpunkt ein B,, so sind die 3 Tangenten 
im dreifachen Punkt der Schnittcurven noch ganz willkiirlich, ist da- 
gegen der Knotenpuvkt ein B,, wo x > 3 ist, so fillt eine der 
drei Tangenten mit der singuliiren Geraden zusammen. Das letztere 
folgt daraus, dass alsdann D =O sein, d. h. das Glied von 2° ver- 
schwinden muss. Die weiteren Bedingungen H=0, F=O0,.., K=O, 
welche fiir einen B, sich ergeben, haben ersichtlich auf den singuliiren 
Punkt der Curven in den singuliiren Ebenen keinen Einfluss, Wir 
kénnen also sagen: Die Schnittcurven in den singuliren Ebenen eines 
biplanaren Knotenpunktes B, sind im Allgemeinen Curven mit einem 
dreifachen Punkte, dessen eine Tangente die singulire Gerade ist; 
weitere Besonderheiten brauchen dabei nicht aufzutreten. 

Die Classenerniedrigung des Knotenpunktes hat demnach keinen 
Einfluss auf die Curven in den singuliren Ebenen; es bleibt aber noch 
das Umgekehrte zu untersuchen, niimlich der Einfluss dieser Curven 
auf die Classenerniedrigung des Knotenpunktes. Besitzen die Curven 
der beiden singuliren Ebenen nur je einen dreifachen Punkt, und 
specialisirt man denselben dadurch, dass man zwei oder auch alle drei 
Tangenten zusammenfallen lisst (so dass Spitzen und Selbstberiihrungen 
entstehen), so findet man sofort, dass die hierdurch entstehenden Re- 
lationen zwischen den Constanten der Fliiche keinen der Ausdriicke 
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D,E,F,... 2am Verschwinden bringen. Besitzt hingegen eine der 
beiden Curven in den singuliiren Ebenen einen 6-fachen Punkt, so be- 
ginnt eine der beiden Potenzreihen fiir « und y mit 2 und der 
Knotenpuukt wird ein B,, wo x50. Weitere Specialisirungen des 
6-fachen Punktes iiben keinen Einfluss. Wir kénnen also nur sagen: 
Besitzt eine der beiden Curven in den singuliiren Ebenen einen 0-fachen 
Punkt, so reducirt der betr. Knotenpunkt die Classe mindestens wm 0 
Einheiten. Alle diese Bemerkungen haben jedoch nur dann volle 
Giiltigkeit, wenn die Ordnung der Fliiche hoch genug ist, wie man 
sehr deutlich bei den Fliichen 3. Ordnung sieht. 

Nun fragt es sich noch, ob ein B, wesentlich verschiedene Gestalten 
zeigt, je nachdem die Schnittcurven in seinen singuliren Ebenen einen 
3-fachen, 4-fachen ... Punkt besitzen. Hierzu erinnere ich an die 
Verhiiltnisse, welche bei einem einfachen Punkt einer Fliiche auftreten, 
je nachdem seine Tangentialebene eine Curve mit Doppelpunkt, drei- 
fachem ... Punkt ausschneidet, Derartige Vorkomunisse pflegt man 
nicht besonders zu unterscheiden (wenn es sich nicht gerade um Haupt- 
tangentencurven handelt), obgleich der Tangentenkegel an die Fiiiche, 
von allen Punkten der Tangentialebene aus, die Kante durch den Be- 
riihrungspunkt als singuliire Kante besitzt. Genau dasselbe tritt fiir 
einen B, ein, indem der Tangentenkegel im Allgemeinen die friiher 
gefundene Gestalt besitzt, fiir alle Punkte einer singuliiren Ebene 
jedoch wesentlich dureh die Schnittcurve im dieser Ebene afficirt wird. 
Liisst man einen Punkt, dessen Tangentialebene die Fliche in einer 
Curve mit d-fachem Punkt schneidet, in einen B, hineinriicken, so 
zeigt die beziigliche singuliire Ebene ebenfalls eine Curve mit d-fachem 
Punkt, wie man das durch Rechnung leicht zeigen kann. Da man 
nun Punkte, deren Tangentialebenen Curven mit Doppelpunkt, drei- 
fachem Punkt u. s. w. ausschneiden, nicht unterscheidet, so ist eine 
solehe Unterscheidung auch bei biplanaren Knotenpunkten iiberfliissig. 





K. Rosy, 





Der uniplanare Knotenpunkt. 

Die Untersuchung des uniplanaren Knotenpunktes kniipft am be- 
quemsten an die Fliichengleichung an, die man zuvor in einer zweck- 
missigen Form schreibt. Sie ist, wie sich spiter zeigt, die folgende: 

f= e+ {(oyt + (oy t+ -} +2 {Loy? + [oye +--+} 
HH {e+ p tele--b--- O. 
oder kiirzer: . 
f=2+A+B24+C24+ D8+.--.-=0. 


Zum richtigen Verstiindniss dieser Gleichung muss noch hinzugefiigt 
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werden, dass die Symbole (xy)" und [wy]" ganz beliebige Ausdriicke 
m. Grades in x,y bedeuten, und dass fiir x und A die Bedingungen 
bestehen: x53 und 4S2, wiihrend der Coefficient von 2? auch 
lineare Glieder in a, y, und alle iibrigen Coefficienten constante Glieder 
besitzen kénnen, Der Coordinatenanfang ist alsdann der singulire 
Punkt, die Ebene 2 = 0 die singuliire Ebene; dieselbe schneidet die 
Fliche in einer Curve mit x-fachem Punkt und die x Tangenten in 
diesem Punkt sind dargestellt durch die Gleichung: («y)* = 0. 

Der Tangentenkegel, aus irgend einem Punkte des Raumes an die 
gegebene Fliche gelegt, wird die Kante durch den uniplanaren Knoten- 
punkt als mehrfache Kante besitzen, und es soll das Verhalten des 
Kegels in dieser Kante naher studirt werden. Wir wihlen zu diesem 
Zwecke den Tangentenkegel aus dem unendlich fernen Punkte der 
Z-Axe; die Reduction der Classenzahl dieses Cylinders durch die mehr- 
fache Kante ist identisch mit der Reduction der Classenzahl unserer 
Flaiche durch den uniplanaren Knotenpunkt. Dazu ist aber erforderlich, 
dass der unendlich ferne Punkt der Z-Axe nicht auf unserer Fiche 
liege, und dass die Z-Axe die Fliiche nicht beriihre, was man ja leicht 
erreichen kann, Die Gleichung jenes Tangentencylinders wird dar- 
gestellt durch die Discriminante: 





|nA, (n—1)B, (n—2)(C+1),...0, 0, O,... 
| 0, nA, —Ti oes «ey Wt ae 
| 0, 0, nA, ae 5 ea 
| —. 

| B, 2(C+1), 3D, eels! Be Oe BS es 
| 0, B, SC4+E, 2c OSS 
ee 8 B, ai Ea re es 
| 

| 


“7 


Die Gerade x =0, y=O ist die mehrfache Kante durch den uni- 
planaren Knotenpunkt, und das Verhalten des Cylinders in dieser 
Kante wird zunichst durch die Glieder niedrigster Dimension charakte- 
risirt. Nun sind die niedrigsten Glieder in A von der Dimension x, 
in B von der Dimension 4, in C von der Dimension 1, in D, E,... 
von der Dimension 0, und wir bezeichnen dieselben resp. mit A,, B,, 
u. s. w. Demnach werden die Glieder niedrigster Dimension in der 
Discriminante die folgenden beiden sein: A, - 2A oder (n—1) B,?-A, 
wobei A den constanten, von x und y unabhingigen Theil einer 
Determinante bezeichnet, (welche aus der obigen entsteht, indem man 
die erste und zweite Verticalreihe und die erste und n° Horizontal- 


7 
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reihe wegliisst). Alle iibrigen Glieder der Discriminante sind von héherer 
Dimension als eines der beiden Glieder 2n4A, und (n — 1) AB,?. 
Wir miissen demnach drei wesentlich verschiedene Fiille unterscheiden, 
je nachdem die Dimension von A, oder die Dimension von B,? pri- 
valirt, oder aber beide gleich sind. 

Ist A, das niedrigste Glied der Discriminante, d. h, ist x < 24, 
so ist die Gerade x =—0, y=0 eime x-fache Kante des Cylinders; 
die x Tangentialebenen in dieser Kante sind bestimmt durch die Glei- 
chung: A, = (#y)* = 0. Sie enthalten demnach die x Tangenten des 
x-fachen Punktes der Schnittcurve in der singuliren Ebene z = 0. 
Man kann noch weitere Schliisse daraus ziehen, dass alle Glieder ent- 
weder den Factor A oder den Factor B besitzen; es soll dieser Gegen- 
stand jedoch erst weiter unten seine Erledigung finden. 

Ist B,? das Glied niedrigster Dimension, ist also: 24 < x, so ist 
xz=0, y=0 eine 24-fache Kante unseres Cylinders; je zwei Tangential- 
ebenen in dieser Kante fallen zusammen, sodass nur 4 verschiedene 
Tangentialebenen existiren, die durch B, =O repriisentirt werden. 
Auch die weitere Ausfiihrung hiervon wird erst spiter gegeben werden. 

Sind endlich B,* und A, von gleicher Dimension, d. h. ist: 24— x, 
so besitzt unser Cylinder eine x-fache Kante, deren Tangentialebenen 
durch die Gleichung: 2nA, — (n—1) B,? = 0 bestimmt werden. 

Um nun die Verhiiltnisse, welche sich in den einzelnen Fiillen dar- 
bieten, eingehender zu studiren, verlasse ich den eingeschlagenen Weg, 
indem ich weiterhin nicht den Tangentencylinder, sondern seine Be- 
riihrungscurve auf der gegebenen Fliche der Betrachtung zu Grunde 
lege. Kennt man das Verhalten dieser Curve im Anfangspunkt, was 


man durch Reihenentwicklung thatsichlich erreichen kann, so ist es * 


leicht auf den Beriihrungscylinder zuriick zu schliessen. Die Beriihrungs- 
curve ist nun dargestellt durch die beiden Gleichungen f=—0O und 
of 
oz 
Gleichungen die Reihenentwickelungen der einzelnen Curvenzweige im 
Coordinatenanfang wirklich anzugeben. 

Es mag nun gestattet sein, bevor wir die etwas complicirten Ver- 
haltnisse des allgemeinen Falles darlegen, einen speciellen Fall kurz 
zu erliutern. Es sei dies die Flichengleichung: 


f= 2 + {(wy)>+ (wy)! +--+ -$ +2 {Ley} + [ey +--+ -F 
CPE Ee: ae 
in welcher Glieder von héherem als dem zweiten Grade nicht feblen. 


Zur Bestimmung unserer Curve dient noch die weitere Gleichung: 


of Qe+ {[ry}?? + [ay +---}+2zc{.--}4+...=—0, 


é 





=0, und es kommt Alles darauf an mit Hiilfe dieser beiden 


€ 
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fiir y mit dem niimlichen Gliede a,” an, wenn man fiir — 
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Wir entwickeln vermittelst dieser Gleichungen y und « nach 
Potenzen von x, und es muss die Reihe fiir y mit der ersten und die 
Reihe fiir z mit der zweiten Potenz von x beginnen. Die Potenzreihen, 


in f und or eingesetzt, miissen diese identisch zum Verschwinden 


bringen; man erhiilt demnach die Coefficienten der Potenzreihen , in- 
dem man die Ausdriicke gleicher Dimension sowohl in f als auch in 


or einzeln gleich Null setzt. Der Ausdruck niedrigster Dimension 


in f ist (xy)*, man erhilt desshalb 3 Paare von Potenzreihen: 


y=ax+b,2?+--,, c= pe+qae+--:, 
y=a,7+b,2?+--., = p,2? + qc +--+, 
y=a,c+b,2?+--., =p, + qx? +4+---: 

Unsere Curve besitzt also 3 getrennte Zweige im Anfangspunkt, 
deren Tangenten durch (xy)? = 0, g = 0 bestimmt werden. 

Fallen von den Tangenten zwei zusammen, dann kann man 
(cy) = (ax + By) (yx + dy) setzen, und es fangert zwei Reihen 
a 
8 
schreibt. In Folge dessen erhalten wir folgende Paare von zusammen- 
gehérigen Reihen: 


kurz a, 


5 


3 b 
y=acthartoete-, s—partqa? trate, 


3 5 
y= ac—be?+eo,07 +--+, c= pe—gq2r*+rwv+t--,, 
y=a,x+b,a? +--,, £=p,x? +,” +---- 


Die Curve besteht also aus einem einfachen Zweige und einem 
Zweige mit Spitze, deren Tangenten durch y 7+ dy =0 resp. ax-+ By=0 
gegeben sind. Die Constante b, bestimmt sich hierbei, indem man 
den Ausdruck von der Dimension 4 in f, namlich: p,? + (1a,)! 
+ p,[1a,}? + 6? tee = () setzt. Besteht also zwischen den Con- 
stanten der Fliche f= 0 die Relation: p,?+ (1a,)*+ p,[la,?? =9, 
so ergiebt sich b, = 0; die obigen Reihen schreiten dann nach ganzen 
Potenzen von x fort, und unsere Curve besteht aus 3 getrennten Zweigen, 
von denen sich zwei beriihren. 

Fallen alle drei Tangenten (xy)* = 0 zusammen, so reducirt sich 
(y)* auf (ax + By); alle drei Reihen fiir y beginnen mit dem niim- 


lichen Gliede a,x, wenn wiederum a, = — <- Die Reihenentwick- 
* 


B 
1 


lungen schreiten hier nach Potenzen von z* fort, so dass wir erhalten: 





| 
{ 
| 
| 
| 
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y=a,x2+ bn? Pe gel Wee 
y=a,n+ ob, 23 4 etea + dat tay 
. ¥=Q, ee -t- init + d,z?+---, 
2=—p2e+ a. ee: $2 +.-., 

1 . 


= p,x*+ éq,x* fer, x5 + 8, x3 of ons 


7 8 
e=p,2?+eq, 23 + era? + 323 +---, 
wo é> = - 1 ist. Die Curve besteht nur aus einem einzigen Zweige; 
die Classenerniedrigung des lings der Curve beriihrenden Cylinders 
betrigt 8. Ist p,? + (la,)' + p,[la,]*? — 0, so wird b, —0, und die 
beziiglichen Reihenentwicklungen werden: 


3 5 
y=a,r+b,2%? +¢,2°4+--., e=p 2+ q,x? +rav+:-, 
3 5 
y=axr—bae?+oe+---+ es—=pa—gqae?+rae4+--,, 

y=ar+ baz? + ---, = p,x* + q,2° + +++: 


Die Curve besteht aus einem Zweig mit Spitze und einem ein- 
fachen Zweige, der die Spitze in der Richtung der Tangente durch- 
setzt; die beziigliche Classenerniedriguug ist 9. 

Setzt man fiir p, seinen Werth in die obige Bedingungsgleichung ein, 
so geht dieselbe iiber in: 

({1a,}*)*? — 4(1a,)* = 0; d.h. ist a, eine Wurzel der homogenen 
Gleichung: ({vy]*)? — 4(xy)*=0, so tritt der zuletzt erwihnte Fall 

3 
ein. Soll nun auch noch der Coefficient von x? verschwinden, so muss 
die Relation: 


27,4, + 5, = (La,)* + p, A {1a,]? + 9,[1a,? = 0 


Oa, 
bestehen, wo wiederum 
1 9 1 0 2 
as (la,’ und g—=—-> b, Ga, (la, }? 
ist. Diese Werthe in jene Relation eingesetzt verwandeln dieselbe in: 
0 1 » © 9 
Da, (la,)*— 5 [la,FP Fa {la,? = 90, 
oder was dasselbe ist, in: 


, i ([1.a,}2)?—4(1a,)*} =0. 


Besitzt demnach die Gleichung ([xy]*)* — 4(ay)! = 0 die Doppelwurzel: 
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y 
x 


=da,, so sind die obigen Reihenentwicklungen nicht mehr zu- 
3 
treffend, indem der Coefficient von x? verschwindet. Es ergeben sich 
vielmehr die neuen Entwicklungen : 
5 8 
y=ar+ ¢4a%>+d2+.--,, c=pe+ rie>+se+--,, 
5 8 
y=a,r+ee,05 + d,2?+--., e=—pet+ere® +5,25+--,, 
5 8 
y=a,c+ee,n2% +d,a?+.--., Z=—p,x?+er,x* + sa°+--., 
14 
indem in f der Coefficient von 2 * verschwindet und der Coefficient von 
x den Werth der Constanten c, ergiebt. Die zugehérige Curve besitzt 
wieder nur einen einzigen Zweig; aber die Reduction der Classenzahl 
durch den singuliren Punkt betrigt 10. 


5 


Der Coefficient von 2* kann ebenfalls zum Verschwinden gebracht 
werden, wenn man: 


(1a,)®— 5 [Lay]? (la)? + + ({1 a)?)? {14,} = 0 


setzt. Dann bestimmen sich die Coefficienten von 2? in den Reihen 
fiir y durch Nullsetzen des Coefficienten von 2° in f; wodurch die 
Reihen entstehen: 


y=aer+be+--,, e=pe+qe+---, 
y=ar+b,27+--., 2=pe+qse+---, 
y=a,2+b,77+.--., e=—per+qe+.:-:-- 

Die Constanten b,b,b, sind die Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades, unsere Curve besteht desshalb, entweder aus drei sich be- 
riihrenden reellen Zweigen, oder aus einem einzigen reellen Zweige 
und zwei zusammengefallenen isolirten Knotenpunkten, deren Ver- 
bindungslinie mit der Tangente des reellen Zweiges identisch ist. Die 
Reduction der Classenzah] der Fliche durch den singuliren Punkt be- 
tragt hier 12. In der angegebenen Weise kann man weiter fortfahren, 
aber die Bedingungsgleichungen werden immer complicirter, so dass 
eine weitere Ausfiihrung hier unterbleiben muss. 

Es ist nun leicht anzugeben, wie man die Reduction der Classen- 
zahl einer Fliche durch einen beliebigen uniplanaren Knotenpunkt 


ermessen kann. Man wird zunichst die Curve f= 0, ae = 0, mit 


Hiilfe ihrer Gleichungen, den einzelnen Zweigen entsprechend, durch 
Potenzreihen darstellen, indem man etwa y und ¢z als Potenzreihen 
von x entwickelt. Der Beriihrungscylinder parallel der Z- Axe beriihrt 
aber die gegebene Fliche lings dieser Curve; seine Schnittcurve mit 
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der singuliren Ebene z = 0 ist also eine Parallelprojection der Curve 
f=0, ef = 0. Auch diese Projection kann man, ihren einzelnen 


Zweigen entsprechend, durch Potenzreihen darstellen, indem man y 
nach Potenzen von « entwickelt. Sind die Reihenentwicklungen der 
Projection bekannt, so kann man nach bekannten Formeln*) die Er- 
niedrigung ihrer Classenzahl durch den singuliren Punkt ermitteln. 
Diese Classenerniedrigung stimmt mit derjenigen des Beriihrungs- 
cylinders durch die singuliire Kante und folglich auch mit der ge- 
suchten Classenerniedrigung unserer Fiche durch den uniplanaren Knoten- 
punkt tiberein. Die Potenzreihen fiir die Curvenzweige der Projection 
(y gleich einer Potenzreihe in x), miissen aber voéllig identisch sein 
mit den urspriinglichen Potenzreihen fiir y, welche sich aus f = 0, 
er = 0 ergeben. Denn eine Aenderung der Reihen kénnte nur dann 
eintreten , wenn die Tangente eines Curvenzweiges im singuliiren Punkte 
mit der Projectionsrichtung zusammenfiele. Man erhdlt also die ge- 
suchte Reduction der Classe durch den uniplanaren Knotenpunkt, wenn 
: 
in Potenzreihen nach x entwickelt, die Potenzreihen fiir y als Zweige 
einer ebenen Curve auffasst, und die Reduction der Classe dieser ebenen 
Curve durch ihren singuléiren Punkt bestimmt. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Die Classe einer Fliche 
und die Classe irgend eines Beriihrungscylinders dieser Fliche stimmen 
iiberein , aber trotzdem ist es nicht unbedingt néthig, dass die Reduction 
der Classe der Fliche durch einen singuliren Punkt iibereinstimmt 
mit der Reduction der Classe des Cylinders durch die beziigliche singu- 
lire Kante. Der Cylinder besitzt niimlich eine Anzahl Doppel- und 
Riickkehrkanten, welche keinen Singularitiiten der Fliche entsprechen, 
und es kann eintreten, dass eine solche Doppelkante oder Riickkehr- 
kante in jene singulire Kante hineinriickt, wenn man die Richtung 
des Cylinders geeignet wahlt. Es riickt alsdann eine Kante des Cylinders, 
welche Doppeltangente der F'liche ist, in die singulire Kante hinein. 
Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden: entweder beriihrt die singu- 
lire Kante des Cylinders die Fliche ausserhalb des singuliren Punktes 
— einen Fall, den wir bereits friiher ausgeschlossen haben — oder 
die beiden Beriihrungspunkte der Doppeltangente riicken in den singu- 
liren Punkt, wenn diese in die singuliire Kante riickt. Auf die Be- 
riihrungscurve des Cylinders tibertragen bedeutet dieses nichts Anderes, 
als dass ein scheinbarer Doppelpunkt dieser Curve in ihren singuliren 


man, den einzelnen Zweigen der Curve f = 0, = 0 gemiss, y und z 


*) Vergl. insbesondere Stephen Smith, Proceedings of the London Mathe- 
matical Society v. VI, p. 159 ff. Halphen, Mémoires présentées par divers 
savants, XXVI, 2. 
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Punkt hineinriickt, oder besser gesagt , demselben unendlich nahe riickt. 
Dann miissen die Projectionen der beiden dabei betheiligten Curven- 
zweige eine um eins hdhere Bertihrung eingehen als diese Zweige selbst. 
Nun sind die Zweige der Beriihrungscurve durch Potenzreihen dar- 
gestellt — y gleich einer Potenzreihe in x und ¢ gleich einer Potenz- 
reihe in « fiir jeden Zweig — und ebenso die Zweige der Projection 
durch die nimlichen Potenzreihen fiir y, waihrend z= 0 ist. Handelt 
es sich also um die beiden Curvenzweige y = $3, (x), 2 = 9B, (x) resp. 
y = $,(@), = $,'(z) und um ihre Projectionen: y = $,(x) resp. 
y = },(%), und stimmen die Reihen $,(#) und },(xz) und ebenso die 
Reihen {{,'(z) und §8,'(a) gleichzeitig bis zu dem Gliede 2” inclusive 
iiberein, so miissen die Reihen $,(%) und §,(x%) noch tiber x” hinaus 
tibereinstimmen, sollen anders die beiden Zweige der Projection eine 
hdhere Beriihrung eingehen. Mit andern Worten: es miissen die beiden 
Potenzreihen fiir y, nimlich $$,(%) und $,(2) bis zu einer hdheren 
Potenz von @ iibereinstimmen, als die beiden Reihen fiir z, nimlich 
$1 («) und $,’(@). Da man aber leichi nachweisen kann, dass die 
beiden Potenzreihen ¢ = ${,'(xv) und zg = §,'(~) immer bis zu einer 
um eins héheren Potenz in x iibereinstimmen, als die zugehdrigen 
Reihen y = 3,'(z) und y = 8,’ (x), so ist die obige Annahme, die ja 
das Gegentheil hiervon verlangt, unzuliissig. Um jenen Nachweis 
wirklich zu liefern, beachte man, wie sich zwei zusammengehidrige 
Potenzreihen y = 4, (x), 2 = $,’() mit Hiilfe der Gleichungen £ = 0 
und ef = 0 entwickeln lassen, Ist die Reihe y = }8,(”) entwickelt 
bis zur Potenz 2” inclusive, so bestimmt sich daraus vermittelst der 


Gleichung af = 0 der Coefficient von 2*+' in der Reihe 2 = 48,’ (2), 
und zwar linear. Das Gesagte gilt aber fiir jede beliebige Potenz v 
(wo v ganz oder gebrochen sein kann) und wir folgern daraus, dass 
die beiden Reihen z = 98,'(x) und ¢ = §8,'(x) bis zur Potenz 2+! tiber- 
einstimmen, wenn die zugehérigen Reihen y = $8, (2) und y = 8, (2) 
bis zur Potenz x” gleich sind. Wir sind so zu dem wichtigen Schluss 
gelangt, dass sich die Reduction der Classenzahl durch den uniplanaren 
Knotenpunkt immer auf die oben angegebene Weise bestimmt, wie man 
auch die Z-Axe wiihlen mag. Die Z-Axe kann die gegebene Fiche 
auch ein oder mehrere Male beriihren (was wir vorher ausgeschlossen 
hatten), ohne dass sich etwas bei der Bestimmung der Reduction der 
Classenzahl andert, da hierbei blos diejenigen Zweige der Beriihrungs- 
curve in Betracht kommen, welche durch den singuliren Punkt ver- 
laufen. 

Es mag hier erwaihnt werden, dass man auch noch folgende 
Methode zur Bestimmung der Classenerniedrigung einer Flaiche durch 


einen uniplanaren Knotenpunkt verwenden kann. Die Curve at == 0, 
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$e = schneidet aus der Fliche f 0 die Berihrungspunkte der 
Tangentialebenen aus, welche zur Ebene 2 =O parallel sind. Fallen 
von diesen Schnittpunkten x in den uniplanaren Punkt, und be- 
sitzt die Gerade x—0, z =O keine specielle Lage zur Fliche, so 


ist x die gesuchte Classenerniedrigung. Man wird desshalb fiir die 


einzelnen Aeste der Curve ef =, <f = 0 die bez. Potenzreihen 
y = $(x), ¢ = P(e) aufstellen und diese Werthe in den Ausdruck f 
substituiren. Es liisst sich alsdann, den einzelnen Aesten entsprechend, 
aus f jedesmal eine bestimmte Potenz von 2 ausscheiden, und die 
Summe aller dieser Exponenten ergiebt die Zahl x. 

Zum Schluss soll noch die Form der Reihenentwicklungen fiir 
einige allgemeinen Fille angegeben werden. Wir legen dabei die all- 
gemeine Gleichungsform zu Grunde: 


f= 2 + {ey + (yy +f +2 {Ley + Coy +f 
+ 22{...f4..-=0, 





Dann ist: 
ef = 22+ {fay}? + [xy}+' + .---} + 22 {.. S4...=0, 


Um die Gestalt der Schnittcurve beider Flichen im singularen 
Punkt, oder was dasselbe ist, ihre Reihenentwicklungen daselbst an- 
zugeben, miissen wir, wie dies bereits oben geschehen ist, drei ver- 
schiedene Fille unterscheiden, je nachdem x < 24 oder x > 24 oder 
* = 2A ist. 

1. x < 24. Daz von der Dimension 4 in 2, y ist und die Potenz- 
reihen fiir y immer mit der ersten Potenz von « beginnen miissen, 
weil die X-Axe und Y-Axe keine specielle Lage zu der Curve in der 
singuliiren Ebene z= 0 einnehmen sollen, so sind die Glieder nied- 
rigster Dimension in f die folgenden: (x#y)* + (ay)*+* + --- + (wy)?4". 
Es ergeben sich hieraus, indem wir diesen Ausdruck gleich Null 
setzen, die 24 -— x ersten Glieder der Potenzreihen fiir y, so dass die 
felgenden Entwicklungen entstehen: 


y = bx + ex" “fp cee oe gi + h,x24—*+1 - neey 
2 = pee? + gaarh HA rjyatt® Hee eee eee ees , 


Daraus folgt, dass der Tangentencylinder , aus dem wunendlich fernen 
Punkte der Z-Axe an unsere F'liiche gelegt, durch die Z- Axe x Mintel 
schickt, welche mit den entsprechenden Zweigen der Curve in der singu- 
liiren Ebene je (24 — x + 1) consecutive Punkte gemein haben. Dieser 
Satz hat keine Giiltigkeit mehr, wenn (xy) 0 mehrere vielfache 
Wurzeln besitzt und diese Wurzeln gleichzeitig in (xy)*+' —0 ete. 


} i= 1,2,8,-0% 














ir 


1- 


en 
an- 
er- 
ler 


nz- 
en, 
der 
ed- 
1. 
full 
die 


+» Me 
nen 
intel 
augue 
eser 
uche 
ete. 








Biplanare und uniplanare Punkte. 


143 


sich vorfinden. Die dabei auftretenden Verhiltnisse sind zu complicirt 
und vor allen Dingen zu mannichfaltig um sie in allgemeiner Weise 
zu behandeln. 

2. 24< x. Man muss hier noch zwei Fille unterscheiden, je 
nachdem x gerade ist oder ungerade. Ist x gerade, und Setzt man in 
f die Glieder von den Dimensionen 24, 24 + 2,---, x —2, und zu- 


gleich in af die Glieder von den Dimensionen 4, 4+-1,-- -, ; —1 
der Reihe nach gleich Null, so erkennt man, dass dies nur dadurch 
x 


1 


erreicht werden kann, dass man in: [xy]* + [wy}*! + --- + [xy]? ~ 


der Reihe nach die Glieder von den Dimensionen 4, 4 + 1, -- -, > —1 


gleich Null setzt. Hierdurch erhilt man die (* _ a) ersten Glieder 
in den Reihenentwicklungen fiir y. Das nachste Glied einer solchen 
Reihe bestimmt sich durch Nullsetzen des Gliedes x'*' Dimension in f 


oder in: (xy)* — - {[ay} + [ryt tenet zy)? }?, woraus folgt, 


dass sich jedes Mal zwei Werthe fiir den Coefficienten von «2 er- 


geben. Es entstehen so im Ganzen 24 verschiedene Entwicklungen 
fiir y, zu jeder Entwicklung giebt es eine zweite, die mit ihr die 


(¢ “= a) ersten Glieder gemein hat; also: 
pets diat 4 be 
a t=1,2,3,--++, 2a 


=p; x? + qx Z a @ Ge 2) 6 wend 6 6 #98 & @O8 
wobei fiir ganzzahliges w die Bedingungen bestehen: 
bon — boys) Cay = Cap—iy °° ° Keou — Kou—1- 

Der Tangentencylinder aus dem unendlich fernen Punkte der 
Z- Axe schickt 24 Mintel durch die Z-Axe, welche zu zweien die 
A Aeste der Curve: [xy]* + [ay]}*#' +.---=0 in e —As+ 1) con- 
secutiven Punkten schneiden. Zwei Mintel, deren Reihen mit den- 
selben Gliedern beginnen, kénnen auch mit einander verzweigt sein; 
es tritt dies ein, wenn eine der Geraden (xy)* =O die beiden Mintel 
beriihrt. Auch hier werden die Verhiltnisse sehr mannichfaltig und 
complicirt, wenn in [#y}* = vielfache Wurzeln auftreten, die sich 
auch in [zy}‘+! = 0 ete. vorfinden. 

Wir haben seither vorausgesetzt, dass x gerade sei; nehmen wir 
aber an, dass x wngerade ist, so ergeben sich die Entwicklungen: 

x+1 3 x+1 alli 1 
y=bateatt---+hae*? +10? i. oe 
x x+1 “+2 t= 1, 2,3,-+++, 24, 

e=px?*+aqau? +rja% +... 
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wobei die Bedingungen bestehen: 


ben =ben-1, Cou = C2u—-1) eet, ep =hoy, hu= —— leu—15 P2u=— P2u-1- 
Die Reihen schreiten nach halben Potenzen von x fort und sind 
zu je zweien verzweigt; der erste nicht ganze Exponent in den Reihen 


fiir x ist (s+* —Aast 5) Zwei verzweigte Mintel gehen in zwei 
sich beriihrende Mintel iiber, wenn sie eine der Geraden (xy)* = 0 
beriihren. 


3. x = 24. Hier tritt nichts besonders Bemerkenswerthes 
auf; es giebt x verschiedene Curveniiste, deren Tangenten durch: 


(xy)* — <((2y}? = 0 bestimmt werden. Natiirlich kénnen auch hier 


im speciellen Falle mehrere dieser Tangenten zusammenfallen, so dass 
mehrere Aeste verzweigt sind oder sich beriihren. 

Eine besondere gestaltliche Discussion des uniplanaren Knoten- 
punktes ist iiberfliissig, da die Flaiche in der Nahe desselben sich 
eng an die singulire Ebene anschliesst, so dass der Tangenten- 
cylinder parallel zur Z-Axe die Gestalt des Knotenpunktes auf’s deut- 
lichste erkennen lisst. 


Leipzig, 3. Februar 1883. 
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Geometrische Deutung der Additionstheoreme 


der hyperelliptischen Integrale und Functionen 1. Ordnung 


im System der confocalen Flachen 2. Grades. 
(Schluss *)). 


Von 


Orro SraupeE in Breslau. 


Kapitel IV. 


Schliessungssiitze innerhalb der Liniencongruenz der gemeinsamen 
Tangenten zweier confocaler Flichen. 


§ 19. 


Geradlinige Polygone, welche den Flichen 4, und gw, umbeschrieben 
und einem confocalen Ellipsoid gleichzeitig einbeschrieben sind. 


Neben dem Ellipsoid 4) und dem einschaligen Hyperboloid gu, sei 
eine dritte confocale Fliche gegeben, und zwar ein Ellipsoid 4 < 4,, 
welches das Ellipsoid 4, umschliesst. Es sollen im vorliegenden § 19 
geradlinige Polygone betrachtet werden, welche den beiden Flichen 
A, und gw, umbeschrieben und dem Ellipsoid 4 einbeschrieben sind. 
Was die Willkiir eines solchen Polygons, das im Allgemeinen nicht 
geschlossen sein wird, anbelangt, so kann man einen Eckpunkt P 
desselben auf dem Ellipsoid -4 beliebig wihlen; der Punkt sei ein 
fiusserer, sodass von ihm 4 reelle Tangenten an die beiden Flichen 
4, und w, hinlaufen. Von diesen 4 Tangenten kann man eine als 
Anfangsseite S“ des Polygons auswiihlen. Sie schneidet, nachdem sie 
das Ellipsoid 4, beriihrt hat, das Ellipsoid 4 zum 2. Mal; der Schnitt- 
punkt ist der 2. Eckpunkt P“ des Polygons. Die 2. Seite S@ kann 
nun unter denjenigen 3 gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und 
My, die neben S® noch durch P™ hindurchgehen, ausgewihlt werden. 
Um die Auswahl unter den 3 gebotenen Seiten eindeutig festzusetzen, 
wird dem Polygon die Bedingung auferlegt, dass in jedem Eckpunkte 
die Normale des Ellipsoides 2 den Polygonwinkel halbirt. Bei dieser 
Festsetzung ist die Construction des Polygons von Seite zu Seite ein- 


*) Fortsetzung von pag. 69 dieses Bandes. 
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deutig bestimmt, sobald der Amnfangspunkt und unter den hiernach 
noch moglichen 4 Anfangsseiten eine nach Willkiir gegeben wird. 

Die Polygonconstruction bezeichnet den Weg eines Lichtstrahls, der 
vom Punkte P® in der Richtung S“ in das Innere des Ellipsoides 4 
hineingeht und an der Innenfliche desselben nach dem gewohnlichen Ge- 
setze der Reflexion gespiegelt wird.*) Die Rolle welche die beiden Flichen 
4, und wy, bei dieser Polygonconstruction spielen, ist, wie man bemerkt, 
eine verschiedene, obwohl die Seiten des Polygons gemeinsame Tan- 
genten der beiden Fiiichen sind. Es wird nimlich postulirt, dass jede 
Polygonseite zwischen ihren beiden Endpunkten das Ellipsoid beriihrt. 
Ob dagegen die Polygonseite auch den Beriihrungspunkt der unbe- 
grenzten Geraden, auf der sie abgegrenzt ist, mit dem Hyperboloid 
uw, enthilt, oder ob derselbe irgendwo auf der Verliingerung der Seite 
iiber ihre Endpunkte hinaus zu suchen ist, das ist einer willkirlichen 
Festsetzung nicht mehr unterworfen und bleibt vorliiufig dahingestellt 
(vgl. § 20). 

Da jede gemeinsame Tangente der Fliichen 4, und gw, auch Tan- 
gente derjenigen geodiitischen Linie auf dem Ellipsoid 4, ist, welche 
zwischen den beiden Zweigen der Kriimmungscurve u = m, hin und 
her oscillirt, so sind die betrachteten Polygone zugleich dieser geodditischen 
Linie wmbeschrieben. 

Es handelt sich gegenwiirtig um die Frage, ob die bei der ge- 
schilderten Polygonconstruction gegebenen Elemente, niimlich die 
Parameter 4,, u,, 4 der vorgelegten Flichen, sowie Anfangspunkt 
und Anfangsseite der Polygonconstruction, so gewihlt sein kénnen, 
dass sich die Construction mit / Seiten schliesst, d. h. die Seite S“ 
wieder in die Anfangsecke P einliiuft, und zwar so einliuft, dass 
der Winkel zwischen den Seiten S® und S“, wie die iibrigen Winkel 
des Polygons, von der Normale des Ellipsoides 4 in seinem Scheitel 
halbirt wird. 

Zur Beantwortung dieser Frage sind’ die bisher entwickelten Hiilfs- 
mittel unmittelbar zu verwerthen. Denn die in Kapitel II durch vier- 
fach periodische Functionen dargestellten Punkte (33), Ebenen (43) 
und geraden Linien (46) sind gerade die Ecken, Ebenen und Seiten 
des Polygons. In jedem Eckpunkt P™ des Polygons stossen, um die 
Bezeichnung zu fixiren, 2 Seiten S®) und S@+” zusammen, welche in 
einer der beiden dem Eckpunkt zugehérigen Normalebenen E{*) ent- 
halten sind. Diese Ebene enthilt 3 aufeinanderfolgende Ecken P*—", 
P™, P+) des Polygons, nimmt aber nur in der mittleren Ecke P 


*) Diese Polygone erwiihnt zuerst Liouville, Journal des Mathématiques, 
1. Serie, Bd. 12, S, 255 (1847). Mehrere Siitze iiber dieselben, an die sich die 
im Text (§ 19) gegebene Darstellung zum Theil anlehnt, giebt Darboux, L’Institut, 
I. Section, Sciences Mathématiques etc., 38. année, No. 1896 (1870), aber ohne Beweis, 
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die Normale des Ellipsoides 4 in sich auf. Mit gegebenem Anfangs- 
punkt P® und gegebener Anfangsseite S“ ist auch bereits die An- 
fangsebene E{” des Polygons gegeben. 

Die Polygonconstruction sei nun bis zum (J+ 1)ten Eckpunkt 
P®, bis zur ten Seite S® und der (J-+-1)ten Ebene LE“ fortgefiihrt. 

Dem Anfangspunkte P auf dem Ellipsoid 4 oder v,|v, kommen 2 
Parameterpaare u, | w, zu, von denen er eines mit der Ebene E, 
gemein hat; dieses sei wu | w. Von den beiden Tangenten durch 
den Punkt P® in der Ebene E{ mag diejenige, auf deren negativer 
Hilfte P liegt, als Anfangsseite S“) gelten. Indem dann die Richtung 
der Polygonconstruction der positiven Richtung der successiven Strahlen 
S@) entspricht, ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des Satzes III 
des § 18, dass die Parameter der Eckpunkte P® allgemein die Werthe 
haben: 


(70) u) | uw =< uw + 2xv, | uw + 2xv,. 

Die Parameter der Punkte P® sind zugleich die der Ebenen EY). 
Soll das Polygon sich in der verlangten Weise schliessen, so reicht es 
nicht aus, dass der Punkt P® mit dem Punkte P identisch wird; 
vielmehr muss auch die Ebene /{9 mit der Ebene EZ zusammenfallen, 
worauf daun von selbst S® und S in Bezug auf N, im Punkte P 
conjugirt werden. Der Zusammenfall der Punkte P® und P, sowie 


der Ebenen E und E/), ereignet sich aber nach den Erérterungen 

des § 10 und § 11 unter der Bedingung: ; 
wu) | a? —— uw | uw (mod. 2a7 | 0, 0| 22%) 

oder nach (70): 

(71) 2lv,| 2lx,=0)]0 (mod. 227i | 0, 0| 2x1). 

Da nimlich bei rein imaginiirem Parameterpaare w® | uw nach 
(70) auch das Parameterpaar uw | wu rein imaginiir ausfallt, so kénnen 
die beiden Parameterpaare, wenn sie itiberhaupt nur um Multipla zu- 
sammengehoriger Perioden differiren, sich nur um Multipla der beiden 
rein imaginiiren Periodenpaare 227 |0 und (| 2zi unterscheiden, 
weshalb bei den Congruenzen (71) auch nur diese als Moduln beigefiigt 
sind. Die Form der Bedingungen (71) zeigt sofort: 

I. Wenn ein den Fliichen 4, und ww, umbeschriebenes und der 
Fliiche 2 einbeschriebenes Polygon sich einmal mit 1 Seiten schliesst, so 
schliesst es sich immer mit der gleichen Seitenzahl, wie auch der Anfangs- 
punkt der Construction auf der dusseren Zone des Ellipsoides 4 und die 
Anfangsebene unter den 2 alsdann noch miglichen Anfangsebenen gewdhlt 
sein mag. 

Der vorstehenden Ableitung dieses Schliessungssatzes, welche mit 
den Punkten und Ebenen des Polygons operirt, kann eine einfachere 
10* 
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Gestalt gegeben werden, bei der nur die Strahlen der Congruenz (46) 
in Betracht kommen. Diese veriinderte Auffassung kniipft sich zugleich 
an die Frage: 

Wie construirt man, wenn irgend ein Congruenzstrahl durch seine 
Parameter u, | uv, gegeben ist, denjenigen Strahl, welcher die Para- 
meter u, + 2v, | u, + 2, besitzt, vorausgesetzt, dass die gegebenen 
Constanten v, |v, rein imaginir sind, und somit als Parameterpaar 
eines iiusseren Ellipsoides 4 (4 < A,) aufgefasst werden kénnen (vgl. 
§ 18)? 

Die Frage ist unmittelbar zu beantworten. Der positive Halbstrahl 
wu schneidet das Ellipsoid in dem Punkte w+ v (vgl. § 19, I); die 
Parameter des im Punkte «-+-v zu dem Strahl w in Bezug auf N, 
conjugirten Strahles sind dann w+ 2v (vgl. § 16, V). Man hat also 
den Satz: 

Il. Ist v, | v, (mit positivem A) das Parameterpaar eines Ellip- 
soides 2, welches das Ellipsoid 4, umschliesst, so fiihrt die Trans- 
formation : 

(72) u,’ | Wy = u, + 2v, | uw, + 20, 

der Parameter u, | u, jeden reellen Congruenzstrahl u, | u. in einen 
andern reellen Congruenzstrahl u,' | u.' tiber, der die positive Halfte von 
u, | u, auf dem Ellipsoid A conjugirt schneidet. 

Hiernach ergiebt sich unmittelbar, dass jeder reelle Congruenz- 
strahl nach /-maliger Wiederholung derselben Transformation an seine 
urspriingliche Stelle zuriickgefiihrt wird, wenn die Bedingung: 

2lv, | 2lv, =0|0 (mod. 2x1 | 0, 0 | 2x7) 


erfiillt ist; damit hat man wieder den obigen Schliessungssatz erhalten. 


§ 20. 
Discussion der Bedingungsgleichungen des Schliessungssatzes. 


Indem unter m und n ganze positive oder negative Zahlen ver- 
standen werden, kann man die Congruenzen (71) durch die Glei- 
chungen ersetzen : 


2lv, = —2mxi, 2lv, = — 2nzxi. 


Durch geeignete lineare Combination dieser Gleichungen lassen sich 
die entsprechenden Relationen fiir die Integrale V, und V, (vgl. § 8, 
25) herstellen, nimlich: 


21V, = —4mA, — 4nB,, 
21V, = —4mA, — 4nB, 
oder mit Einsetzung der Werthe der V, A, B aus § 8, 24 und 26: 
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Aus diesen Gleichungen, die man auch unmittelbar ableitet, wenn 
man die Differentialgleichung (20) des § 5 liings des als geschlossen 
angenommenen Polygons hin integrirt, erhellt unmittelbar die geome- 
trische Bedeutung der Zahlen m und n. Denn die Variablen w und v 
bewegen sich lings des Polygonumfanges stetig oscillirend zwischen 
den beiden Grenzen y und w,, resp. 6 und @ hin und her, und die 
Vorzeichen von M und N wechseln immer und nur in diesen Grenzen 
(vgl. § 6). Demnach bezeichnet 2 die Anzahl der Durchgangspunkte 
des Polygonumfanges durch jede der Ebenen v = 6 und y= a, und 
2m die Anzahl der Durchgangspunkte durch die Ebene w = y und 
der Beriihrungspunkte des Polygonumfanges mit dem Hyperboloid uy. 
Es mag daher m die Oscillations- und n die Windungszahl des Polygons 
heissen. 

Damit ergiebt sich: 

Ein den Flichen 4, und uw, umbeschriebenes und der Fliiche 4 ein- 
beschriebenes Polygon, dessen Winkel von der Normale des letateren in 
dem betreffenden Eckpunkt halbirt werden, schliesst sich mit 1 Seiten, 
m Oscillationen und n Windungen, wenn die Parameter i, 4,, uy den 
Bedingungen wie sd : 


(74) foo, feu, - — oss — ss . 


Dieser Satz ergiinzt zugleich die Liicke, welche im vorigen Para- 
graphen an der Beschreibung der Polygone offen geblieben war. Es 
wurde dort bereits die Verschiedenheit in der Bedeutung der Be- 
riihrungspunkte des Polygonumfanges mit dem Ellipsoid 4, und 
der Beriihrungspunkte mit dem Hyperboloid gw, hervorgehoben. 
Von jenen wurde auf jede Polygonseite einer gelegt; die Ver- 
theilung dieser blieb unbestimmt. In der That zeigt sich jetzt, 
dass, wenn die Bedingungen (74) erfiillt sind, fiir alle die unendlich 
vielen Polygone, die alsdann den Flichen 4, und uw, umbeschrieben 
und der Fiche 4 einbeschrieben werden kénnen, die Gesammizahl der 
Beriihrungspunkte der Polygonseiten mit dem Hyperboloid My die nim- 
liche bleibt, wahrend die Vertheilung dieser Beriihrungspunkte auf die 
einzelnen Seiten bei den verschiedenen Polygonen im Allgemeinen 
verschieden ist. 
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Dieser Umstand verliert seine Bedeutung, wenn man die Seiten 
des Polygons als wnbegrenzte Strahlen betrachtet. Aber es ist fiir 
spiitere Zwecke dienlich, neben die Anschauung der Polygone mit un- 
begrenzten Seiten, die Polygone mit begrenzten*) Seiten im Auge zu 
behalten. Man muss dabei allerdings der Vollstiindigkeit wegen neben 
die bisherige Vorstellung des dem Ellipsoide 4 im gewéhnlichen Sinne 
einbeschriebenen Polygons die coordinirte Vorstellung desjenigen Poly- 
gons treten lassen, welches hervorgeht, wenn man von dem Polygon 
mit unbegrenzten Seiten alle Bestandtheile innerhalb des Ellipsoides 4 
wegnimmt und alle ausserhalb beibehiilt. Von diesem neuen Polygon 
mit begrenzten Seiten beriihrt keine Seite das Ellipsoid 4,, durchsetzt 
aber jede Seite die unendlich ferne Ebene, wiihrend die Bildung der 
Ecken dem Gesetz einer an der Aussenseite des Ellipsoides 4 stattfin- 
denden Reflexion gehorcht. Ankniipfend an die Vorstellung einer 
Reflexion an der dusseren oder inneren Seite des Ellipsoides 2, wird 
man die Ecken des neuen Polygons ,diussere Ecken auf dem Ellipsoid*, 
die des urspriinglich betrachteten ,,innere Ecken auf dem Ellipsoid“ 
nennen , eine Unterscheidung, die spiter von Wichtigkeit werden soll. 

Die Bedingungsgleichungen (74) zeigen, dass es im Allgemeinen 
nicht modglich ist, bei gegebenem A, und uw, das 2 so zu bestimmen, dass 
sich das den Fliichen 4, und ww, wm- und der Fliche 2 einbeschriebene 
Polygon mit vorgeschriebenen Zahlen 1, m,n schliesst. Vielmehr miissen 
bereits die Fliichen 4, und gw, der Bedingung geniigen: 


(75) ? (61) (ae! | nei) 0, 


damit die beiden Gleichungen (74) iiberhaupt miteinancer vertriglich 
seien. Die Bedingung (75) aber als erfiillt vorausgesetzt, bestimmen 
die Gleichungen (74) die Fliche 4 eindeutig. 

Fiir die Seitenzahl | = ist die Bedingung (75) bei beliebig 
gegebenen Filiichen 4, und gw, und beliebigen endlichen Zahlen m und 
n erfillt, fiir die Seitenzahl / = 2 bei beliebig gegebenen Fliichen A, 
und @,, wenn die Zahlen m und » einander nach dem Modul 2 con- 
gruent sind. Es ergiebt sich dann beispielsweise mit den Oscillations- 
und Windungszahlen m—=1 und x» = 1 die Lésung 4 = A, und be- 
ziiglich A= — co. Fiir 4 = — oo bestehen die gesuchten Polygone 
aus zwei diametral gelegenen, parallelen gemeinsamen Tangenten der 
Flichen 4, und w,, fiir 4 = A, aus unendlich vielen, unendlich kleinen 


*) Die Benennung ,,begrenzt“ soll hier und fernerhin keineswegs bedeuten, 
dass die betreffende Polygonseite von endlicher Ldnge-sei; als ,,begrenzte Poly- 
gonseite‘ gilt vielmehr allgemein eines der beiden Stiicke, in welche der im 
Unendlichen in sich geschlossene Congruenzstrah! durch die zwei der Seite ange- 
hérigen Polygoneckpunkte getheilt wird. 














rvTlUlelhlUcCUC” 











Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 151 


Stiicken gemeinsamer Tangenten der beiden Flichen, die ganz in die 
Fliiche 4, hineinfallen. Jedes Polygon dieser letzteren Art ist folglich aus 
geodatischen Tangenten der Kriimmungscurve u = uw, auf dem Ellipsoid 
4, und aus Stiicken der Kriimmungscurve selbst zusammengesetzt.*) 


§ 21. 


Geradlinige Polygone, welche den Flachen 4, und gw, umbeschrieben 
und einem confocalen einschaligen Hyperboloid gleichzeitig ein- 
beschrieben sind. 


Die bisher untersuchten Polygone waren den Fliichen A, und uy 
umbeschrieben und einem Ellipsoid 4 nach dem Gesetz der Reflexion 
einbeschrieben. Da aber die benutzten Polygonseiten zu dem Ellipsoid 
4, und dem einschaligen Hyperboloid wu, in gleicher Beziehung stehen, 
muss man der Vollstindigkeit wegen auch Polygone betrachten, welche 
den Fliichen 4, und mw, umbeschrieben und einem einschaligen Hyper- 
boloid w (u < wy) nach dem Gesetz der Reflexion einbeschrieben sind, 
d. h. deren Winkel jeweils von der Normale des Hyperboloides halbirt 
werden. Diese Polygone kénnen in ganz analoger Weise behandelt 
werden, wie die friiheren. 

Man wird, von der Anschauung eines Polygons mit begrenzten 
Seiten ausgehend, annehmen, dass der Umfang des geschlossenen Poly- 
gons zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ecken das Hyperboloid 
i, berthrt; das Polygon besitzt dann ausserdem eine bestimmte Anzahl 
Beriihrungspunkte mit dem Ellipsoid 4, und ebensoviele Durchgangs- 
punkte durch die unendlich ferne Ebene 4==—oo. Das Polygon verliuft 
ganz innerhalb des Hyperboloides uw, a. h. auf derselben Seite der Fliche, 
wie die Focalhyperbel. Die Ecken des Polygons werden daher ,,innere 
Ecken auf dem Hyperboloid uw“ heissen. Erginzt man das erhaltene 
Polygon durch das entsprechende Polygon mit ,,dusseren Ecken auf’ dem 
Hyperboloid w“, so gelangt man zu dem allgemeineren Polygon mit 
unbegrenzten Seiten. Von den aus der Betrachtung dieser Polygone 
resultirenden Sitzen sei nur der eine hervorgehoben: 

Il’. Ist w, | w, (mit positivem M definirt durch die Formel (68)) 
das Parameterpaar eines einschaligen Hyperboloides uw, welches ‘das 
Hyperboloid u, umschliesst, so fiihrt die Transformation: 

(72') U, | Uy =u, + 2, | uw, + 2, 


der Parameter wu, \ u, jeden reellen Congruenzstrahl wu, | u, in einen 
anderen reellen Congruenzstrahl u,’ | u,' tiber, der den positwen Abschnitt 
(vgl. § 18) von wu, | wu, auf dem Hyperboloid w conjugirt schneidet. 


*) Vgl. itiber diese Curvenziige Mathematische Annalen, Bd. XX, 8. 172, 
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§ 22. 


Eine Transformation im reellen Gebiete des Strahlensystems (46). 
Die Transformation (72) und (72’): 


uw, | uy =u, + 2v,|u,+2v, und u,’ | u, =u, + 2m, | wu + 2w, 
des reellen Gebietes der Strahlencongrunz (46) in sich sind nicht die 


allgemeinsten ihrer Art, da den additiven Constanten v, | v, und w, | w, 
die Bedingungen : 


a (4 i) (v,|%)—O und @ ( 1) (w, | w,.) =O 


auferlegt waren. Der geometrische Sinn dieser Bedingungen war der, 
dass der gegebene Strahl « und der transformirte w sich auf einem 
Ellipsoid oder einschaligen Hyperboloid conjugirt schneiden (vgl. § 18, 
IV, V), der analytische der, dass die Constanten der Transformation 
gleichgesetzt werden kénnen einfachen Integralen von der Form (vgl. 
§ 8, 31): 


2,4 2, u, M “,M 


v, | %% =| do, | J do, und w, | wv, = — J do, | —| da,, 
4o Mo 


do Mo 


wo bei rein imaginiiren v, |v, und w,|w, A zwischen den reellen 
Grenzen — oo und 4,, und w ebenso zwischen y und my liegt. 
Handelt es sich jetzt um die allgemeinere Transformation: 


(76) Uy | Uy = u, + 2t, | uw, + 26, 


deren Constanten ¢, | ¢, keiner Bedingung der friiheren Art unterworfen 
sind, so werden sich die Strahlen w und uw’ im Allgemeinen nicht 
mehr schneiden. Damit steht der Umstand in Parallele, dass ¢, | ¢, 
nicht einfachen Integralen, sondern nur Integral-Summen (oder Dif- 
ferenzen) gleichgesetzt werden kénnen, etwa in der folgenden Weise: 
a, A “,M a,A xu, M 
(77) t | t, = fda, —f do, | | do, | do, =v, + w, |v + Ww. 
3 Ho %o Mo 
Die allgemeine Transformation (76) soll indessen an dieser Stelle nur 
fiir den Fall untersucht werden, dass ¢, | t, rein imagindr sind. Diese 
Voraussetzung ist niimlich immer erfillt, wenn die Transformation 
irgend einen reellen Strahl w in einen beliebigen reellen Strahl wu’ iiber- 


-_ : - My, — Ym ? 
fiihren soll, indem dann ¢, | 4, = —>—* “yu nehmen ist. 


Die quadratische Gleichung des Umkehrproblems (77) kann unter 
anderen in folgenden beiden fiquivalenten Formen gegeben werden: 
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O1 11 01 11 
(TO) Oi) 1) wo—ay , (00) PG iEI® ya, 
11 i = 11 T\e.10) 7-2 
on(F1)-0n(88) esi =F” w(t 1) abi PF 


? 


(78) 


01 11 11 01 
a 10)" (51) 14) 4, —y (55) (7 1) ts |) pumgeis 
11 01 a8 11) o:/01) ier es 
a(t) 88 (9 5) (tr | &) Uo é a CF . ge oe (ty | ty) 0 








Da die #-Quotienten bei der den Variablen ¢, | ¢, auferlegten Be- 
schrinkung reell sind, so folgt aus diesen beiden Gleichungen , ihnlich 
wie in § 10, dass die beiden Wurzeln 2 =A und 2 =u ewischen den 
reellen Grenzen — co und 4,, und beaiiglich y und w, liegen, womit 
die Bezeichnung der oberen Grenzen in (77) sich rechtfertigt. Um 
diese einfache Realititseigenschaft der Lisungen des Umkehrproblems 
(77) zu erzielen, sind in (77) gerade 4, und w, als untere Integral- 
grenzen gewdhit. Wollte man etwa in (77) alle untern Grenzen gleich 
A, nehmen, so wiirde eine solche Higenschaft nicht bestehen. 

Die Constanten ¢, | ¢, der Transformation (76) charakterisiren also 
immer 2 reelie Flichen des confocalen Systems, ein Ellipsoid 4 und 
ein einschaliges Hyperboloid w; und diese Flichen sind es, welche die 
geometrische Bedeutumg der Transformation vermitteln. 

Man construire nimlich in jedem der beiden Schnittpunkte eines 
beliebigen reellen Strahles « mit dem Ellipsoid 4 denjenigen Strahl, 
der den Strahl w ,,auf dem Ellipsoid 4 conjugirt schneidet“; ferner 
in jedem der beiden Schnittpunkte des Strahles wu mit dem Hyperboloid 
uw denjenigen Strahl, der den Strahl w ,,auf dem Hyperboloid uw con- 
jugirt schneidet.“ Von jedem der 4 erhaltenen Strahlen aus mache 
man die analoge Construction, wie die von w aus vollzogene. Man 
erhiilt dann eine Reihe von Strahlen, deren Parameter die folgende 
Tabelle angiebt, in der allgemein v = v, | v, mit positivem A das in 
(28) und w = w, | w, mit positivem M das in (68) definirte Integral- 
paar bedeutet: 





u+ 2v u—+ 2w u— 2v u-—2w 





u+ 2v+ 2v, u+ 2w + 2v, u — 2v + 20, u—2w+2v, 
u+2v+2w, u+t+2w+2w, w-—2v+2w, u— 2w+ 2u, 
ut+2v—2v, wu+t+2w—2v, wu—2v—2v0, uw—2w—2v, 
ut2v—2w, wu+2w—2w, uwu—2v—2w, w— 2w —2w. 
Die Tabelle giebt in der 1. Zeile unter dem Symbol wu das Parameter- 


paar wu, | wu, des gegebenen Strahles, in der 2. Zeile die Parameterpaare 
derjenigen Strahlen, welche den Strahl w in seinen 4 Schnittpunkten 
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mit den Flichen 4 und w je auf der betreffenden Fliiche conjugirt 
schneiden. Die 4 folgenden Zeilen geben zu jedem der in der 2. Zeile 
bezeichneten Strahlen die 4 weiteren Strahlen, die ihm in seinen 
2 Schnittpunkten mit 4 in Bezug auf Nj, und in seinen 2 Schnitt- 
punkten mit w in Bezug auf N, conjugirt sind. Unter den 16 durch 
die verschiedenen gleichberechtigten Constructionen erhaltenen Strahlen 
sind 4 mit dem urspriinglichen Strahl w identisch, und weitere 4 
solche Strahlen, die durch zweimalige Anwendung der in § 19, II und 
§ 21, Il’ behandelten Construction aus w hervorgehen. Was die iibrigen 
8, paarweise identischen Strahlen angeht, so ergeben sich aus dem 
Vorstehenden die Sitze: 

la. Wenn man erstens, in dem Schnittpunkte P der positiven 
Hailfte eines gegebenen Congruenzstrahles u,|u, mit dem LEllipsotd 4, 
den in Bezug auf Nz conjugirten Strahl S, und, in dem Schnittpunkte 
des positiven Abschnittes des Strahles S mit dem Hyperboloid w, den in 
Bezug auf N, conjugirten Strahl construirt: wenn man zweitens, in dem 
Schnittpunkte P’ des positiven Abschnittes des Strahles u, | u, mit dem 
Hyperboloid jw, den in Bezug auf N,, conjugirten Strahl S', und, in 
dem Schnittpunkte der positiven Hélfte des Strahles S’ mit dem Ellipsoid 
4, den in Bezug auf Ni conjugirten Strahl construirt: so sind die je 
zuletzt erhaltenen Strahlen identisch, wnd ihre Parameter gleich 

u, + 20, + 2, | wu, + 2v, + 2u,. 

Ib. Der Strahl u, — 2v, — 2w, | wu, — 2v, — 2w, wird erhalten, 
indem man den Satz la mit durchgingiger Vertauschung der Worte 
»positiv’ und ,negativ“ anwendet. 

Ila. Wenn man erstens, in dem Schnittpunkte P der positiven 
Hiailfte eines gegebenen Congruenzstrahles u, | u, mit dem Ellipsoid 4, 
den in Bezug auf N, conjugirten Strahl S, und, in dem Schnittpunkt 
des negativen Abschnittes des Strahles S mit dem Hyperboloid uw, den 
in Bezug auf N, conjugirten Strahl construirt: wenn man zweitens, in 
dem Schnittpunkte P’ des negativen Abschnittes des Strahles uw, | wu, mit 
dem Hyperboloid w, den in Bezug auf N, conjugirten Strahl S’, und, 
in dem Schnittpunkt der positiven Hiélfte des Strahles S’ mit dem Ellip- 
soid 2, den in Bezug auf N, conjugirten Strahl construirt: so sind die 
je zuletzt erhaltenen Strahlen identisch, und ihre Parameter gleich 

u, + 2v, — 2w, | uw, + 2v, — 2u,. 

IIb. Der Strahl u, — 2v, + 2, | uw. — 2v, + 2w, wird erhalten, 
indem man den Satz Ila mit durchgiingiger Vertauschung der Worte 
», positiv und ,,negativ anwendet. ¥ 

Ill. Die vorstehenden Sitze enthalten die constructive Deutung der 
Transformation (76) der reellen Strahlen der Congruenz (46). 

Die bei den Constructionen I und II benutzten Fliichen 4 und wu 











ee 


— oe en 


— fr mene 





en 


‘ 
let 
en 
im 
nit 
ul, 
ip- 
die 


en, 
rte 


der 











Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 155 


naimlich bestimmen sich bei beliebig gegebenen, rein imaginiiren Constan- 
ten ¢,/¢, der Transformation aus dem Ansatze (77); jenachdem die Lésung 
dieses Umkehrproblems fiir die durch ¢, | ¢, mitbestimmten Wurzel- 
functionen A, M die Vorzeichen +,-+; —, —; +, — oder —, + 
liefert, sind beziehungsweise die Constructionen la, Ib, Ila oder Ib 
in Anwendung zu bringen. 

IV. Sind umgekehrt u und w’ zwei beliebig gegebene reelle Congruenz- 
strahlen, so kann u immer durch eine Transformation von der Form (76) 
in w’ tibergefiihrt werden. 

Die bei der entsprechenden Construction zu benutzenden F'léchen 
4 und uw, sowie die Auswahl unter den 4 Arten der Construction sind 
durch die Lésungen 4, A und w, M des Umkehrproblems: 

1,.A uM kA “Ml 


. - . ’ , 
| Uy, — Uy | Ug — U, 
(79) vo, + ,| v,-+ 0, = { dw, = f dw, _f aw, —| at Suniel te 
a ie x Mo 


| ~ 


eindeutig bestimmt, wiihrend alsdann die Construction noch nach Be- 
lieben auf 2 aiquivalente Weisen ausgefiihrt werden kann. 


§ 23. 
Geradlinige Polygone, welche den Flichen 4, und uw, umbeschrieben 
und zweien confocalen Flichen gleichzeitig einbeschrieben sind. 


Die in § 22 behandelten Constructionen gewinnen an Anschaulich- 
keit, wenn man sie in ihrer Wiederholung betrachtet und als Con- 
structionen geradliniger Polygone mit begrenzten Seiten autfasst. Solche 
Polygone werden den Fliichen 4, und wu, umbeschrieben und den Flichen 
4 und w einbeschrieben sein. Dabei sollen sie ihre Ecken abwechselnd 
auf 4 und auf w haben und das Gesetz der Reflexion befolgen in dem 
Sinne, dass in jeder auf dem Ellipsoid 4 gelegenen Ecke die Normale 
des Ellipsoides und in jeder auf dem Hyperboloid gelegenen Ecke die 
Normale des Hyperboloides den Polygouwinkel halbirt. Der den Poly- 
gonumfang beschreibende Punkt soll iiberdies alle Polygonseiten S$‘ 
in der positiven Richtung der betreffenden Strahlen wu durchlaufen, 
eine Festsetzung, durch welche die Anschauung wesentlich vereinfacht 
und der Allgemeinheit nicht geschadet wird. 

Was die Bezeichnung angeht, so soll im Laufe der Construction 
immer der Schnittpunkt der (i)ten und (i-+ 1) ten Seite (S und St+) 
als (¢)ter Eckpunkt P® benannt werden (wie in § 19). 

Der Vorzug der Vorstellung der Polygone mit begreneten Seiten 
gegeniiber der Vorstellung mit wnbegrenzten Seiten besteht darin, dass 
man bei jenen, anstatt von der wenig anschaulichen Theilung der 
unbegrenzten Polygonseiten in Hiéilften und Abschnitte (vgi. § 18), von 
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inneren und dusseren Polygonecken zu reden hat, die anschaulich leicht 
zu unterscheiden sind. 

Die positive Hilfte des Strahles wu‘ trifft niimlich, wenn der Strahl 
in seiner positiven Richtung durchlaufen wird, immer auf die imnere, 
die negative Halfte immer auf die dussere Seite eines beliebigen Ellip- 
soides 4 auf. Demnach wird die auf S folgende Seite S“+ des 
Polygons mit begrenzten Seiten an der inneren oder fusseren Seite des 
Ellipsoides 4 reflectirt erscheinen, jenachdem der Eckpunkt P® auf 
der positiven oder negativen Hiilfte des Strahles wu gelegen ist. 

V. Jenachdem also ein auf das Ellipsoid 4 fallender Eckpunkt 
P® auf der positiven oder negativen ,, Hilfte‘‘ des Strahles w gelegen 
ist, wird er ,,ein innerer oder dusserer Eckpunkt auf dem Ellip- 
soide“ sein. 

Ebenso ergiebt sich: 

V’. Jenachdem ein auf das Hyperboloid wu fallender Eckpunkt P” 
auf dem positiven oder negativen ,, Abschnitte“ des Strahles uw gelegen 
ist, wird er ,,ein inmnerer oder dusserer Eckpunkt auf dem Hyper- 
boloide“ sein.*) 

Der Charakter der den Flachen 4 und uw einbeschriebenen Polygone 
ist nun ein verschiedener, jenachdem die Construction der Satze I oder 
der Sitze II des vorigen Paragraphen in Anwendung gebracht wird. 
Mit Beziehung hierauf sollen die Polygone als Polygone I. und II. Art 
unterschieden werden. 

Die Construction eines Polygons I. Art geschieht in folgender 
Weise: Man wihlt einen beliebigen Congruenzstrahl w\ als erste (bei- 
laufig unbegrenzte) Seite S“) aus und nimmt den Schnittpunkt seiner 
positiven Hilfte mit dem Ellipsoid 4 als 1. Eckpunkt P™, Von hier 
verfolgt man den in Bezug auf N, zu uw conjugirten Strahl w®) in 
seiner positiven Richtung bis zum Schnittpunkt P® seines positiven Ab- 
schnittes mit dem Hyperboloid #; vom Punkte P™ als 2. Eckpunkt geht 
man auf den in Bezug auf Nz conjugirten Strahl wu) iiber und verfolgt 
ihn in positiver Richtung bis zum Schnittpunkt P“ seiner positiven 
Halfte mit 4; von P® als 3. Eckpunkt geht man auf den in Bezug 
auf N, conjugirten Strahl w“ iiber, verfolgt ihn in positiver Kichtung 
bis zum Schnittpunkt P seines positiven Abschnittes mit mu, u. s. f. 

Man erhilt so ein Polygon mit (im Allgemeinen**)) begrenzten 
Seiten, welches den Flachen 4, und w, umbeschrieben und den Flichen 
A und w in der Weise einbeschrieben ist, dass seine Ecken abwechselnd 
auf der einen oder andern Fliiche liegen. Charakteristisch ist fiir dieses 


*) Ueber die Definition der Innen- und Aussenseite des einschaligen Hyper- 
boloides vergl. § 21. 

**) Die erste Seite, mit der die Construction begann, und die letzte, mit 
der sie abgebrochen wird, bleiben unbegrenzt. 
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unter wiederholter Anwendung von Sate Ia (§ 22) construirte Polygon 
I. Art, dass alle Ecken auf den beiden Fliichen 4 und w von derselben 
Benennung, nimlich innere Ecken sind. 

Der Construction Ib entspricht analog ein Polygon I. Art mit lauter 
diusseren Ecken. 

Die Parameter der ungeraden Polygonseiten S", S®,.... Sgi't,... 
bilden nach den Siatzen Ia und Ib die Reihe: 

(80) w, w®+2(o+w), wI+4(o+w), ...u9%+4+21(v+w),..., 
wo das doppelte Vorzeichen den beiden Constructionen Ia und Ib 
entspricht. 

Die Construction eines Polygons II. Art geschieht in folgender 
Weise: Man wihlt den Schnittpunkt der positiven Hiilfte eines Strahles 
wu mit dem Ellipsoid 4 als 1. Eckpunkt P® und geht von hier auf 
den in Bezug auf N, conjugirten Strahl w® iiber, Diesen verfolgt 
man in seiner positiven Richtung bis zum Schnittpunkt P®) seines 
negativen Abschnittes mit dem Hyperboloid uw; von P® geht man auf 
den in Bezug auf N, conjugirten Strahl tiber, den man in positiver 
Richtung verfolgt bis zum Schnittpunkt P®) seiner positiven Hilfte 
mit 4; von P®) geht man auf den in Bezug auf N, conjugirten Strahl 
iiber und erreicht auf demselben den Schnittpunkt P™ des negativen 
Abschnittes mit uw, u. s. f. 

Man erhilt so ein Polygon mit (im Allgemeinen) begrenzten Seiten, 
welches den Flichen 4, und w, umbeschrieben und den Flichen 4 und 
w# in der Weise einbeschrieben ist, dass seine Ecken abwechselnd auf 
der einen oder anderen Fliiche liegen. Charakteristisch ist fiir dieses, 
unter wiederholter Anwendung von Sate Ila (§ 22) construirte Polygon 
II, Art, dass alle Ecken auf der einen der beiden letztgenannten Flichen, 
auf dem Ellipsoid 4, innere, alle Ecken auf der anderen, auf dem Hyper- 
boloid wu, dussere Ecken sind. 

Der Construction 1b entspricht analog ein Polygon II. Art mit 
lauter diusseren Ecken auf dem Ellipsoid 4 und lauter inneren auf dem 
Hyperboloid wu. 

Die Parameter der ungeraden Polygonseiten S%, S®, ..., S@4,,.. 
bilden nach den Siitzen Ila und IIb die Reihe: 


(80) uw, w2+2(vo—w), w%+4(—w), ..., wW+4+2l(o—w),..., 


wo das doppelte Vorzeichen den beiden Constructionen Ila und Ib 
entspricht. 

An die vorstehenden Polygonconstructionen kniipft sich nun un- 
mittelbar der folgende Schliessungssatz: 

Ein den Fliichen 4, und uw, wmbeschriebenes und gleichzeitig den 
Flichen 4 und w nach dem Gesetz der Reflexion einbeschriebenes Polygon, 
dessen Ecken abwechselnd auf den beiden letztgenannten Fldchen liegen, 
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schliesst sich mit 21 Seiten, unabhiingig von der Wahl der Anfangs- 
seite, wenn die Fliichen 4 und w den Bedingungen entsprechen: 
4,4 eM aA uM 
(81) 21(v-+-w) —21/do —21f do, | 21 fdo, ba 21/do, —010 
to rs Ke 
(mod. 2277 | 0, 0 | 2x7), 
und gwar ist, jenachdem diese Bedingungen mit gleichen oder ungleichen 
Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln A und M erfiillt sind, das ge- 
schlossene Polygon von der I. oder II, Art. 
Handelt es sich bei gegebenen Flichen 4, und uw, darum, zwei 
Flichen 4 und m so zu bestimmen, dass das bezeichnete Polygon sich 
mit 21 Seiten schliesst, so geben die Congruenzen (81) mit den Para- 
’ metern 4 und w der gesuchten Fliichen auch das Vorzeichen des Pro- 
ductes der zugehérigen Quadratwurzeln A und M. Es ist daher bei 
beliebig angenommenen Flichen 4, und mw, nicht nur das Paar der 
Fliichen 4 und w, sondern auch die Art des betreffenden Polygons bestimmt. 
Dieses ist niimlich von der I. oder II. Art, jenachdem in den gefun- 
denen Lisungen 4, A und uw, M der Congruenzen (81) die Quadrat- 
wurzeln A und M gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. 


Kapitel V. 
Geometrische Bedeutung des Abel’schen Additionstheorems. 
§ 24. 


Die gemeinsamen Transversalen zweier Strahlen der 
Strahlencongruenz (46). 


Zwei Strahlen S’ und S” der Congruenz 4. Ordnung und 4. Classe 
(46) haben im Allgemeinen 8 Transversalen S, die ihrerseits der 
Congruenz angehéren. Wenn es sich darum handelt, die transcen- 
denten Parameterpaare der 8 Transversalen S durch die Parameter- 
paare der Strahlen S’ und S” allgemein darzustellen, muss man die 
Beschriinkung auf reelle Congruenzstrahlen fallen lassen, und damit 
die volle Variabilitiét der Parameterpaare wu, | «, der Strahlencongruenz 
auch im complexen Gebiete zulassen. 

Unter Zugrundelegung dieser Auffassung sei zur Abkiirzung gesetzt: 


uu, |, p=At|0, p=O| ri, gay, | ay, C= Ay | G95 


es sei ferner unter u irgend eines der vier einem Strahle S zugehérigen 
Parameterpaare verstanden. Dann sind die vier Parameterpaare des 
Strahles (vgl. § 13): 
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“u utp+tad, —utd, —u+tptatd. 
Nach § 18 entsprechen nun den Parameterpaaren wu und u’ zwei sich 
schneidende Congruenzstrahlen S und S’, wenn u und w’ einer der 
4 Gleichungen geniigen: 


ENCEIR% OC CE Ro. 
(CH =0 ORC o, 


die man beziehungsweise auch schreiben kann: 


“oC —* = Gi) =o. 


9 (( )(" + “+ q \= 0, 9 (4 i) (tetetits) an ©. 





O1 


Wenn man nun alle miglichen Differenzen zwischen je einem 
der 4 Parameterpaare des Strahles S und je einem der 4 Parameter- 
paare des Strahles 8’ bildet, und zwei nur um Multipla doppelter 
Periodenpaare oder nur im Vorzeichen verschiedene Werthe solcher 
Differenzen als gleich ansieht, so bleiben nur folgende 4 verschiedenen 
Werthe der Differenzen iibrig: 


(83) u—w, u—w+ptg, uptwtd, upwt+pt+qty; 
diese sind gerade die 4 Werthe, deren Hialften als Argumente der @- 
Functionen in (82) auftreten. Man wird das erhaltene Resultat in dem 
Satze aussprechen: 

Die Parameterdifferenz zweier Strahlen S und 8S’ (sie sei schlecht- 
hin mit « — w’ bezeichnet) ist, vom Vorzeichen und von Multiplis der 
doppelten Periodenpaare abgesehen, vierdeutig; sie hat die 4 Werthe 
(83), wenn u, resp. u’, irgend eines der 4 Parameterpaare des Strahles 
S, resp. S', bedeutet. 

Da auf die Gleichungen (82) die Aenderung der Argumente der 
#-Functionen im Vorzeichen oder um Multipla einfacher Periodenpaare 
ohne Einfluss ist, so kann man das Criterium des Schnittes zweier 
Strahlen S und S’ so formuliren: 

Die nothwendige. und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei 
Strahlen S und 8S’ der Congruenz sich schneiden, ist die, dass die 


Gleichung: 
11\/u-—w 
6 Oi" )=0 


fiir irgend einen der 4 Werthe der Parameterdifferenz u — uw’ der beiden 
Strahlen erfiillt sei. 

Demnach wird der Strahl S eine gemeinsame Transversale zweier 
Strahlen S’ und S” sein, wenn gleichzeitig die beiden Gleichungen: 
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1i\;u—w 11\/u—w’ 
(84) #(o1)(44*) =09, 9 (5 ys )=9, 
die eine fiir irgend einen Werth der Parameterdifferenz u — wu’, die 


andere fiir irgend einen Werth der Parameterdifferenz wu — uw”, er- 
fiillt sind. 


Die beiden Gleichungen (84) sagen nun nicht mehr und nicht 
weniger aus, als dass die Argumente der beiden 4-Functionen Paaren 
einfacher Integrale von der Form: 


2',Z 2',Z 9", 2” ', 8" 
> ° . 
v=v, | wa! da, | f do,, v’ =," | v,"= |] da, | Jaws 
i % 


gleichgesetzt werden kénnen, dass also etwa: 


O. Sraupe. 





’ ” 
» Uu—U ’ u—uU ” 
(85) —— =v, > =v 


“ 


ist. Nimmt man also diese beiden Gleichungen in der hingeschriebenen 
Form, so folgt durch Elimination von wu: 
(86) > = “ao —v", 

In Folge der Vierdeutigkeit ihrer linken Seiten sind aber die 
Gleichungen (85) 16 Gleichungenpaaren iiquivalent. Eliminirt man 
jedoch aus diesen das jedesmalige w, so erhilt man im Ganzen nur 4 
verschiedene Formen der Gleichung (86). Diese 4 Formen, von denen 
sich jede 4 mal einstellt, sind ihrerseits in der hingeschriebenen Gleichung 
(86) enthalten, wenn man in derselben unter u” — w’ die (vierdeutige) 
Parameterdifferenz der Strahlen S” und S’ versteht. 

Die Gleichung (86) ist somit 4 Umkehrproblemen iiquivalent, deren 
Auflésung bei gegebenen wu’ und uw” 4 Stellenpaare 2’, Z’; 2”, Z” des 
hyperelliptischen Gebildes z, Z und damit 4 Werthepaare vw’, v” be- 
stimmt. Diejenigen 4 der 16 Gleichungenpaare (85), welche auf das 
nimliche der 4 Umkehrprobleme (86) gefiihrt haben, liefern dann mit 
Benutzung des durch dieses Umkehrproblem gefundenen Werthepaares 
v, v’ 4 Werthe von u, die aber zu einem Congruenzstrahle gehéren. 

Um dies an einem Beispiel auszufiihren, beachte man, dass folgende 
4 von den 16 Gleichungenpaaren (85) : 


u,—U 


, u,—wu'+p+q ~ 

2 oo Vay — - 2 =Ve ? 
uy—wtptq __, %;—w 

< 3 = ma Ty, - 2 =UB >» 
utut” uytu'+ptatd _, 

2 res 2 weedy s 
uytu+p+qt¢d » ustu't¢q ' 
= - = 04, — =v5 


- ~ 








4 
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auf das nimliche Umkehrproblem: 
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u” —u ot. —p ao q ’ ” , ” ” , ” , 
ee — 0g 1G — OG HOY — 7 — VE — 98 
fiihren. 
Die Lésung dieses Umkehrproblems, welches folgendermassen be- 
zeichnet werde: Rs 
v va HN PTE, 





bestimmt das Werthepaar v’, v” eindeutig (von Multiplis der einfachen 
Perioden abgesehen), ohne aber die beiden Elemente w’ und v” gegen- 
einander unterscheidbar zu machen; man hat also mit gleichem Rechte 
einerseits vy =v’, Ve =v" und andererseits v, = — v", v,”° = —v 
und so auch fiir vs, vy, vg Mit Benutzung einer jeden dieser beiden 
Lésungsweisen erhilt man aus den urspriinglichen 4 Gleichungenpaaren 
die jedesmalige Unbekannte wu, tiberdies je in 2 fiquivalenten Formen; 
es ergiebt sich einerseits (von Multiplis der doppelten Perioden ab- 
gesehen): 


‘ -{ w + 2v, ere: FL Say rae 
. u’+2v°+p4+q, 6 u'+ 20”, 
—w—20+q, J —w-—2v+pt+at];, 
— —u" 20° +ptata, “| ud" 44, 
und andererseits: 
u — 20", ju —20°+p+q, 
eis uw’ — 2° +p+q, we | a’ — 20, 
—w +20" +4, —w $20" + ptatd, 
a —w"+2e +ptatq, ™” —u" +20 +¢q. 


Mit Riicksicht auf § 13 erkennt man nun, dass die beiden Werthe- 
reihen t,, Ug, Uy, Us, Wie behauptet wurde, je die vier Werthepaare 
eines und desselben Congruenzstrahles geben. 

In analoger Weise liefert jedes der 4 Umkehrprobleme (86) je 2 der 
gesuchten 8 Transversalen der Strahlen S’ und S”. Das Resultat ist dieses: 

Um die 8 gemeinsamen Transversalen der beiden Congruenzstrahlen 
S’ und 8”, die je durch irgend eines ihrer 4 Parameterpaare wu’ = u,' | uy 
und u’ =u," | u,” gegeben sind, zu finden, bestimmt man aus den 
4 Gleichungen: 
~~, yO —y"@as— * + ~ < 
(87) wi a ie ’ 

find’ Ou tera STE eree., 


y (1) — yp’ @) = 


—— yO) 9’ Woe — 


wo allgemein 
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2 (*) z(e) ar (®) gr) gt), 2) gt (*), 2 (*) 

. . | . . 
vo — yom f do, da, | J do,— f da,, 

i Pe ze 

die 4 Stellenpaare 2”, Z'; 2°, Z” des hyperelliptischen Gebildes 
z, Z, und damit die 4mal 2 Paare einfacher Integrale v =v, | v,'™, 
v’ @) =v," |v," Alsdann sind die 8 gesuchten Transversalen ein- 
deutig bestimmt unter anderen durch folgende 8 Parameterpaare t =t, |t.: 


7) 


c= 4 + 2y', cM == yw” — 2y” 0), 
(38 7) oy + 2y, e” Doe wy — 2y’@, 
PO = wy + 279, tO uy’ — 2y", 
tM — uw +274), (Moe yu — 2y” 4), 


Die iibrigen Parameterpaare einer jeden Transversale t sind nach 
dem oben ausgefiihrten Beispiel leicht zusammenzustellen. 


§ 25. 
Die Unterscheidung der reellen gemeinsamen Transversalen zweier 
Congruenzstrahlen. 


Wenn die beiden gegebenen Parameterpaare u’ und w” rein imaginir 
sind, und damit nach § 10 und § 12 die entsprechenden Congruenzstrahlen 
S’ und S” reell ausfallen, so entsteht die Frage, welche von den 
8 gemeinsamen Transversalen der letzteren reell, und welche nicht 
reell sind. Bei den reellen Transversalen wiirde sich weiter die Frage 
stellen, ob dieselben in ihren Schnittpunkten 4, uw, v mit dem einen 
oder anderen der gegebenen Strahlen zu diesem in Bezug auf Nz, N, 
oder N, conjugirt sind. Um diese Fragen zu entscheiden, schreibt 
man die Umkehrprobleme (87) in etwas veriinderter Form, indem man 
die folgenden Werthe halber Periodenpaare (vgl. § 8, (29)): 


fio fio 
) nt a a. 
p+4 = + yy | My { da, J do,, 
2 2 2 
% 3 


° A 
= J da, J da, 
4o ‘0 


p+q __ - t+ App 
2 





” 


benutzt und zur Abkiirzung setzt: 


2,2) of), 20) a), 2) gf), 2) 
w,*) | w,'*) -| da, | Jdo., 3, | 3, = ao, J d@,. 
Ko Ko “ea B 


Es bestehen dann in Bezug auf die einfachen Periodenpaare als 
Moduln die Congruenzen: 








a ee 
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+ on 5 ons 
yp 4 Pa 1 = yw, vo) — £ = gO) 4 g. 
Man kann daher den Ansiitzen (87), die fiir Congruenzen in Bezug 


auf die einfachen Perioden als Moduln anzusehen sind, folgende Form 
geben: 





f oo) — 9" OSM — gp" — rm srw — * hon 
° re uu’ — 
ot 2 ——- 
w (2) w (2) ; . 
(87') ——ee 
oe "6 u +u-+p 
ee. 79a = — —. — 
i. f= — u'+u-+ p E 
9 


Stellt man nun die quadratischen Gleichungen dieser 4 Umkehr- 
probleme auf, so erkennt man ihnlich, wie in § 10, dass bei rein 
imaginiren Werthen von w’ und «” (p ist ebenfalls rein imaginir) die 
Lésungen der 3 letzten Umkehrprobleme reell sind und beziehungs- 
weise zwischen den Grenzen liegen: 


— oe g@) < Ay, Y < 2” @) < fo, 
—wm< 2M <4, Bp<2O8<ca, 


ye < my, B< 2% <a, 


wihrend sich iiber die Lésungen 2’ und 2” des ersten Umkehr- 
problems nur soviel ergiebt, dass, wenn die eine reell und in einem 
der Intervalle — oo 4,, yu), Ba gelegen ist, nothwendig auch die 
andere reell und in demselben Intervalle gelegen sein muss. Jenach- 
dem die beiden Liésungen 2’ “) und z”( in dem 1, oder 2. oder 3. der ge- 
nannten Intervalle liegen, fallen beziehungsweise v’“) und v( oder w’® 
und w”) oder s‘) und s” rein imaginiir aus. Dagegen bleiben v’® und 
w’®?), o® und s”®, w und s“ immer rein imaginiir. 

Stellt man nun die volle Tabelle der Parameterpaare (88) der 8 ge- 
meinsamen T'ransversalen auf, und zwar jedes.der 4 Parameterpaare einer 
jeden Transversalen in doppelter Form, so tibersieht man unmittelbar, 
dass nach dem eben Bemerkten unter den 4 Parameterpaaren einer 
jeden der 6 Transversalen, welche den 3 letzten Umkehrproblemen 
(87’) entsprechen, immer ein rein imaginiires Parameterpaar sich vor- 
findet, woraus nach § 10 und § 12 die Realitiit dieser 6 Transversalen folgt. 
Das 1. Transversalenpaar ist nur reell, wenn die Lésungen des 1. Um- 
kehrproblems (87’) in einem der Intervalle — co 4,, yuy, Ba liegen. 

Betrachtet man nun beispielsweise die beiden dem 2. Umkehr- 
problem (87’) entsprechenden Transversalen, deren rein imaginire 
Parameterpaare die folgenden sind: 

11* 
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7) — yu + Qu) — xy” + 2Qw’®, 
r’2) == 4 — 2w" Mo uw” — 2v® , 


so erfiillen dieselben die Relationen: 
11\/¢% w\ O01) (eM w"\ _ 
oS) —0 9G) (AE)=0 
01 e® — 11 ol?) ay” 
e(Gi)(e*)—% = # (01) (-F*) —° 


Daraus folgt nach § 18, IV und V: Die Strahlen +’ und w’ 
einerseits und die Strahlen +c’) und w” andererseits schneiden sich 
auf dem Ellipsoid 4 = 2’, die Strahlen +r’) und w” einerseits und die 
Strahlen rt”) und wu’ andererseits schneiden sich auf dem Hyperboloid 
“u = 2’) conjugirt. 

Indem man die analogen Schliisse bei den itibrigen Transversalen- 
paaren wiederholt, erhailt man folgendes Resultat: 

Von den 4 Paaren gemeinsamer Transversalen zweier beliebig ge- 
gebener reeller Congruenzstrahlen sind 3 Paare immer reell. 

Die beiden Transversalen des 1. dieser reellen Paare schneiden je 
den einen gegebenen Strahl auf einem Ellipsoid, den anderen auf einem 
einschaligen Hyperboloid conjugirt; die des 2. Paares je den einen ge- 
gebenen Strahl auf einem Ellipsoid, den anderen auf einem zweischaligen 
Hyperboloid conjugirt; die des 3. Paares je den einen gegebenen Strahl 
auf einem einschaligen, den anderen auf einem zeweischaligen Hyperboloid 
conjugirt. 

Die beiden Transversalen des 4. Paares schneiden, wenn sie reell 
sind, je beide gegebenen Strahlen entweder auf einem Ellipsoid 
oder auf einem einschaligen oder auf einem zweischaligen Hyperboloid 
conjugirt. 

In der Reihenfolge der hiermit gegebenen Charakteristiken sollen 
die Transversalen der 4 Paare als Transversalen 1., 2., 3. und 4. Art 
bezeichnet werden. In den folgenden Paragraphen werden nun vor- 
nehmlich die beiden (immer reellen) Transversalen 1. Art benutzt 
werden; es soll deshalb nochmals die Bestimmung derselben recapi- 
tulirt, und zugleich auf eine Vorzeichendiscussion hingewiesen werden, 
die bisher ausser Acht blieb. Fiir eine reelle Transversale bestimmt 
niimlich das betreffende Umkehrproblem (87’) nicht nur die beiden 
Fliichen, auf welchen die Transversale die gegebenen Strahlen con- 
jugirt schneidet, sondern, wie aus § 18, 1V und V ohne Schwierigkeit 
hervorgeht, auch die Benennung (positiv oder negativ) der Hialfte oder 
des Abschnittes der Transversale, auf welchem jeder der Schnittpunkte 
mit den gegebenen Strahlen liegt. Um dabei mit friiheren Bezeich- 
nungen (§ 18 und § 21) in Einklang zu kommen, wird wie dort 
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und 
u,M 


venina fd fia 


w= w, | w, ae da, | -- yen 
Mo He 
angenommen, ‘und die bisherigen Bezeichnungen v’® und w’® des 
§ 25 resp. durch v und — w ersetzt. Man hat dann folgende Sitze: 

Sind w =u,’ | wu, und u” =u," | u,” ewei beliebig gegebene reelle 
Congruenzstrahlen, so giebt es zu denselben innerhalb der Congruenz 
immer und nur zwei gemeinsame Transversalen 1. Art. 

Jede derselben schneidet den einen der beiden gegebenen Strahlen 
auf dem Ellipsoid 4, den anderen auf dem einschaligen Hyperboloid u 
conjugirt, wo A und w sich aus _ ee : 

uM “,M 


(89) v, +, | 2%, tan f a -- J do, | J om J da, 
Mo 
ty — Hy i ta" — ty 


° 2 


- 


bestimmen. 

Die Parameter der beiden Transversalen sind: 

(90) ¢o=w+2v—u"—2w und o=—w + 2w=—u" — 2v. 

Hiernach ist das Problem, die gemeinsamen Transversalen 1, Art 
der Strahlen u’ und w” zu finden, identisch mit dem Transformations- 
problem, anf welches sich der Satz IV des § 22 bezog. Die hier ge- 
suchten Transversalen sind gerade die beiden dort zur Verfiigung ge- 
stellten Mittelglieder einer Construction, welche den Strahl w’ in den 
Strahl w” iiberfiihrte. In der That sind die aus (90) abzulesenden 
Relationen: 

ww, C=w+20, Ww sew+2w, vw’ =w + 20+ Qw 
diejenigen, welche in § 22 ihre geometrische Bedeutung gefunden 
haben. Als Anwendungen der dortigen Resultate gehen folgende Be- 
merkungen hervor: 

Ist in den gefundenen Lisungen 4, A und w, M des Umkehrproblems 
(89) A positiv, so schneidet die Transversale vt’ den Strahl w’ auf’ seiner 
positiven Hailfte, wnd der Strahl u” die Transversale tv’ auf ihrer posi- 
tiven Hailfte. 

Ist M positiv, so schneidet die Transversale t” den Strahl wu auf 
seinem positiven Abschnitt, wnd der Strahl u" die Transversale ct’ auf’ 
threm positiven Abschnitt. 

Beide Sitze gelten unabhingig von einander auch nach durch- 
gingiger Ersetzung des Wortes ,,positiv’ durch das Wort ,,negativ“. 
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Man ersieht die Vorzeichenregel leicht aus folgender Tabelle, 
welche, fiir die verschiedenen Vorzeichen von A und M, in der 1. und 
4. Colonne die Benennungen derjenigen Hilften der Strahlen wu’ und 
t” giebt, auf welchen beziiglich die Schnittpunkte (wt) und (rw) 
derselben mit den Strahlen + und w” liegen, und in der 2. und 3. 
Colonne die Benennungen derjenigen Abschnitte der Strahlen tr’ und w’ 
giebt, auf welchen beziiglich die Schnittpunkte (rt w”) und (w'r’”) der- 
selben mit den Strahlen w” und rt” liegen: 


wu’ in (u'r’) vin (cw’) | w’ in (w't’) v’ in (r’u’)| A M 
+ + |+ + I+ + 
+ — - + + = 
~ + + ~ - + 


om = 

In dieser Tabelle ist alles néthige enthalten; denn da der Schnittpunkt 
zweier Strahlen, die sich auf einem Ellipsoid (einschaligen Hyperboloid) 
conjugirt schneiden, immer auf der positiven Hilfte (dem _positiven 
Abschnitt) des einen und der negativen Hialfte (dem negativen Ab- 
schnitt) des anderen liegt, so reicht es aus, die Benennung des einen 
der beiden Strahlen im Schnittpunkt anzageben. 

Wenn die beiden gegebenen Strahlen w’ und w” sich im Beson- 
deren auf einem Ellipsoid 4 conjugirt schneiden, also die Bedingung 
#(01)(*3")= 0 erfiillen, so giebt der Ansatz (89) fiir w, M den 
Werth u,, sodass w= wird, und die beiden Transversalen nach (90) 
die Parameter ¢ = w + 20 =u’ und t” =w =— wu" — 2v bekommen. 

’ ( "a ait pik 
Analoges gilt fir # Gites ) =0; also: Zwei sich auf eimem 
Ellipsoid oder auf einem einschaligen Hyperboloid conjugirt schneidende 
Strahlen haben sich selbst als gemeinsame Transversalen 1. Art. 

Dies gilt auch dann, wenn die beiden Strahlen w’ und wu” zusam- 
menfallen; sie schneiden sich dann gleichzeitig auf dem Ellipsoid AA, 
und dem einschaligen Hyperboloid uw = uw, conjugirt. 


§ 25. 
Geradlinige Polygone, welche den Flachen 4, und uw, umbeschrieben 
und einer Reihe confocaler Flachen gleichzeitig einbeschrieben sind. 


Neben den ausgezeichneten Fliichen 4, und gw, des confocalen 
Systems werden / Ellipsoide 4® (A® << A), i= 1,2,...0) und m ein- 
schalige Hyperboloide w® (y < u® <u, kK=1,2,..,, m) in die 
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Betrachtung gezogen. Es handelt sich um geradlinige, im Allgemeinen 
ungeschlossene Polygone von | +- m + 1 Seiten, welche den Flichen 
A, und w, umbeschrieben und den Flaichen 4“, w in der Weise ein- 
beschrieben sind, dass auf jede der letzteren eine der / + m Ecken 
des Polygons zu liegen kommt. Die Seiten der Polygone sollen dabei 
als unbegrenzte Gerade gedacht werden. Jenachdem ferner eine Ecke 
des Polygons auf einem Ellipsoid 4 oder einem einschaligen Hyper- 
boloid w® liegt, soll der Winkel der beiden daselbst zusammenstossen- 
den Seiten von der Normale des Ellipsoides oder beziiglich des Hyper- 
boloides halbirt werden. 

Wenn die beiden Fliichen 4, und w,, sowie die / + m Flachen 
4, w® gegeben sind, so hat man eine Reihe willkiirlicher Elemente 
bei der Construction der bezeichneten Polygone zu unterscheiden: 

1. Als Anfangsstrahl uw des Polygons kann ein beliebiger reeller 
Strahl der Congruenz (46) gewahlt werden. 

2. Als Anfangsecke P™ bleibt sodann einer der beiden Schnitt- 
punkte des Strahles wu) mit einer der Flichen 4, w® nach Belieben 
verfiigbar. Ist die Wahl getroffen, so ist zwar der folgende Strahl 
u®) als derjenige Strahl bestimmt, der in dem gewihlten Punkte P™ 
den Strahl « auf der betreffenden Fliche conjugirt schneidet, aber 
es bietet sich wieder jeder der beiden Schnittpunkte des Strahles «u(®) 
mit einer der 1+ m—1 noch nicht benutzten Fliichen 4, w® als 
folgende Ecke P® dar. Die analoge Zweideutigkeit wiederholt sich, 
selbst bei gegebener Reihenfolge der Flichen 4, w*), von Seite 
zu Seite. 

3. Dabei bleibt schliesslich die Reihenfolge, in der die 1+ m 
Flichen 4, w® bei der Construction benutzt werden, véllig disponibel. 

Um vor Allem fiir die zweite der hervorgehobenen Willkiirlich- 
keiten einen analytischen Ausdruck zu gewinnen, mégen die beiden 
anderen Willkiirlichkeiten vorerst durch eine entsprechende Festsetzung 
beseitigt werden. Es seien also die /-+ m Flaichen 4, w® in eine 
bestimmte Reihenfolge geordnet, in der sie mit eg, e®, ..., of , 
bezeichnet, und in der sie als Traiger der successiven Eckpunkte 
PY, P®,..., P+™ des Polygons verwendet werden sollen. Es sei 
ferner ein beliebiger reeller Strahl w) der Congruenz (46) als Anfangs- 
seite gewihlt. Es wird dann im Laufe der Construction immer der 
Schnittpunkt des hten Strahies uw” (h—=1, 2, ..., /-+m) mit dem (h+-1)- 
ten Strahle w+» als der hte Eckpunkt P™ des Polygons betrachtet. 

Die Construction sei bereits bis zum Eckpunkt P¢— auf der 
Fliche e@”—» und dem hierauf folgenden Strahl u” fortgesetzt. Dieser 
Strahl w” schneidet die folgende Flache oe in 2 Punkten, die, wenn 
oe” ein Ellipsoid 4 ist, beziiglich auf der positiven und auf der 
negativen Hialfte, und wenn @” ein einschaliges Hyperboloid uw ist, 
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beziiglich auf dem positiven und auf dem negativen Abschnitt des 
Strahles liegen. Jenachdem im Falle 90 — A der auf der positiven 
oder negativen Hilfte des Strahles uw“) liegende Schnittpunkt als hter 
Eckpunkt gewahlt wird, sind die Parameter des folgenden Strahles: 


uel) —— yl) 4. 2y oder ueth — yl) — Qy i 
wofern unter vo allgemein das Integralpaar: 
20,40 =, a@ 
v) = vo | op’ = fda, | J da, 
mit positivem Vorzeichen der Quadratwurzel A“) verstanden wird. 
Jenachdem im Falle 9”) = w der auf dem positiven oder nega- 


tiven Abschnitt des Strahles wu” liegende Schnittpunkt als hter Eck- 
punkt gewahlt wird, sind. die Parameter des folgenden Strahles: 
Ut) — uy + 2 oder wat?) — yl) — 2), 
wofern unter w) allgemein das Integralpaar: 
ul), m() ul), mM) 
wh) = w) | oH) = - | de, | —fdo, 
Mo Ke 

mit positivem Vorzeichen der Quadratwurzel M™ verstanden wird. 

Dieselben Verhiiltnisse wiederholen sich bei der Construction von 
Seite zu Seite, und man gelangt zu dem Schlusse: 

I. Die Abhingigkeit der Parameter des (l+-m--1)ten Strahles am 
Polygon von denen des ersten Strahles ist durch die Formel gegeben: 


U m 
(91) - ulin) — ylt) ot 2 y! é; vo a 2 >; Nk we), 
1 1 


wo das einzelne «; den Werth + 1 oder — 1 hat, jenachdem der Eck- 
punkt P™ auf dem Ellipsoid 24 der positiven oder negativen Hiilfte 

_ des Strahles u™ angehirt, und wo das einzelne yn, den Werth +- 1 oder 
— 1 hat, jenachdem der Eckpunkt P™ auf dem Hyperboloid uw dem 
positiven oder negativen Abschnitt des Strahles uw angehért. 

Dieser Satz giebt iiber die oben aufgezihlten Willkiirlichkeiten 
der Polygonconstruction folgende Aufschiiisse: 

1. Die Differenz der Parameter des letzten und ersten Strahles 
ist von der Wahl des ersten Strahles unabhingig. 

2. Die Differenz ist abhingig von der jeweiligen Entscheidung 
iiber die bei der Construction von Strahl zu Strahl! hervortretende 
Zweideutigkeit. : 

3. Die Differenz ist wiederum unabhingig von der angenommenen 
Reihenfolge der Flichen 4, w®, sobald man den Werth des Symbols 
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&, ™ als ein beziiglich der Fliche 4%, w® anhaftendes Merkmal be- 
trachtet, welches bei der Vertauschung der Flachen untereinander je 
mit seiner Fliche in fester Verbindung bleibt. 

Neben die bisherige Auffassung der Configuration der 1 + m+ 1 
Strahlen wu”), von denen jeder vom folgenden in einem Punkte P™ 
auf einer Fliche e@™ conjugirt geschnitten wird, soll eine zweite Auf- 
fassung gestellt werden, nach welcher nicht die unbegrenzten Strahlen 
uw, sondern die zwischen 2 aufeinanderfolgenden Eckpunkten P— 
und P™ gelegenen Strecken derselben als Seiten S eines ,, Polygons 
mit begrenzten Seiten“ (vgl. § 20, 1. Anmerkung) angesprochen werden. 

Zur Bestimmung derjenigen Strecke einer jeden Seite des friiheren 
allgemeineren Polygons, welche als entsprechende Seite des specielleren 
gelten soll, dient die folgende Festsetzung: Dasjenige Stiick des 
Strahles uw” (h = 2,3,...,1-+ m), welches mit Benutzung der positiven 
Richtung des Strahles vom Eckpunkt P“-» nach dem Eckpunkt P“ 
hinfiihrt, gilt als hte Seite S® des neuen Polygons. Die Strahlen 
uw) und ut) bleiben, da sie nur einen Eckpunkt, P® und beziig- 
lich P4+™, tragen, als unbegrenzte Seiten bestehen. 

Nach diesen Festsetzungen erscheint das Polygon mit begrenzten 
Seiten allenthalben nach dem Gesetz der Reflexion construirt; es wer- 
den namlich die in einem Eckpunkt P“ zusammenstossenden Seiten 
S® und S@+), wie einfallender und reflectirter Lichtstrahl, stets beide 
auf der niimlichen Seite der Fliche 9 verlaufen, stets mit der Normale 
der Flache in einer Ebene liegen und mit der Normale gleiche Winkel 
bilden. Dieser Auffassung entsprechend, sollen, wie in § 20 und § 21 
innere und dussere Ecken des Polygons unterschieden werden, auf 
welche unmittelbar die Siitze V und V’ des § 23 in Anwendung 
kommen. Mit Bezug auf die Vorstellung des Polygons mit begrenzten 
Seiten kann daher der obige Satz so ausgesprochen werden: 

II. Der Zusammenhang der Parameter u\+"+) und wu der letaten 
und ersten Seite S++) und S® des Polygons mit begreneten Seiten 
ist durch die Formel bestimmt: 

é m 
(91) udto+) —= uw) +2 dig vl) +2 Diqyw®, 
1 1 


wo das einzelne «; oder y, den Werth +-1 oder — 1 hat, jenachdem 
die auf das betreffende Ellipsoid 4 oder Hyperboloid u™ fallende Ecke 
eine innere oder dussere ist. 
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§ 27. 


Bedeutung der Abel’schen Additionstheoreme fiir die Integrale der 
3 Gattungen. 


Aus der Darstellung (91) der Parameterdifferenz der Endstrahlen 
u+e+) und uw ergeben sich unmittelbar die Bedingungen der Coin- 
cidenz des (/-+-m--1)ten und ersten Strahles der in § 26 be- 
trachteten Configuration; sie lauten: 


t m Uj m 
’ ry 
(92) 2 ye, vO+2 Dt ywlh)|2 S! gv) +2 I new —- 0|0 
1 1 1 1 


(mod. 277 | 0, O| 227). 


Aus der Form dieser Bedingungen geht der folgende Schliessungssatz 
hervor, welcher sich auf die Vorstellung der Polygone mit begrenzten 
Seiten bezieht: 

Wenn ein Polygon, welches dem Ellipsoid 4, wnd dem einschaligen 
Hyperboloid umbeschrieben und gleichzeitig den 1 Ellipsoiden 4 und 
den m einschaligen Hyperboloiden uw nach dem Gesetz der Reflexion 
einbeschrieben ist, sich einmal schliesst: so schliesst es sich immer, 
unabhiingig von der Wahl des ersten Eckpunktes auf irgend einer der 
L-+ m Flichen 4, uw® und unabhiingig von der Reihenfolge, in der 
die successiven Eckpunkte auf diese Fliichen vertheilt sind; nur muss 
fiir jede einzelne dieser 1+ m Fliichen die Benennung der zugehirigen 
Ecke (ob innere oder dussere) erhalten bleiben. 

Nur ein gleichzeitiger Wechsel der Benennung simmtlicher Ecken 
wiirde den Eintritt der Schliessung des Polygons nicht aufheben. 

Nach dem Abel’schen Theorem sind durch die Bedingungen des 
Schliessungsproblems, nimlich durch die Congruenzen: 


ah), Ald) a), mM ath) A) nl), mM) 


(93) > fos-3 de, > fon-3 Dk i fv 0.0 
= 


Mo fo 


wal xi,0, 0,22), 


wenn /-+-m—2 von den Flichen A, w mit den zugehdrigen Zahlen 
é und m gegeben sind, nicht nur die beiden iibrigen Flichen, son- 
dern auch die charakteristischen Zahlen ¢; und 7, derselben eindeutig 
mit bestimmt. Man kann daher, in Analogie mit dem entsprechenden, 
von Poncelet*) und Jacobi*) bewiesenen Satze fiir ebene Polygone, 


*) Vgl. Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures (Paris 1822), 
8. 328. 
**) Vel. Jacobi, Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten auf 
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den Schliessungssatz auch in folgender Form aussprechen, in welcher 
er zugleich als eine geometrische Deutung des Abel’ schen Theorems 
anzusehen ist: 

Wenn von den 1+ m Ecken eines geschlossenen Polygons der be- 
trachteten Art, welches einem Ellipsoid 2, und einem einschaligen Hyper- 
boloide jw, bestindig umbeschrieben bleibt, 1+ m—2 Ecken sich auf 
ebensovielen gegebenen confocalen F lichen continuirlich bewegen, so be- 
wegen sich auch die beiden iibrigen Ecken mit Beibehaltung ihrer Be- 
nennung je auf einer confocalen Fliiche. 

Bei einer continuirlichen Bewegung des Polygons wird sich nim- 
lich die in den Zahlen ¢;, 4, ausgesprochene Benennung der auf den 
gegebenen Fliichen laufenden Keken nicht indern. 

Das Bestehen der Relationen (93) zwischen zweimal | + m Inte- 
gralen 1. Gattung bedingt nach dem Abel’schen Theorem gewisse 
Relationen zwischen /-+- m Integralen 2., beziehentlich 3. Gattung, 
deren Grenzen der Reihe nach mit den Grenzen der Integrale in (93) 
iibereinstimmen. Auf die Bedeutung dieser Relationen soll hier nicht 
niiher eingegangen werden; dieselbe griindet sich auf die Messung des 
Umfanges der betrachteten Polygone in gewdhnlicher und allgemeiner 
projectivischer Maassbestimmung, iihnlich wie die Bedeutung der ein- 
fachen Additionstheorme der Integrale 2. und 3. Gattung aus den in 
§ 17 angefiihrten Lingenmessungen hervorging. 


§ 28. 
Constructive Liésung des zusammengesetzten Additionsproblems. 


Die geometrische Bedeutung der Congruenzen (93) liefert die con- 
structive Lésung des folgenden allgemeinen Additionstheorems der 
hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung: 

Es ist 2, Z = (« — 2) (B — 2) (uy — 2) (y — 2) (& — 2) ein 
gegebenes hyperelliptisches Gebilde mit den 6 reellen singuliren Stellen 
«&, B, Uo, 7, 4, und — oo (a >BP >, >y>4,>— 00); es bezeichnen 
ferner 4, w, v solche reelle Werthe der Variablen z, welche beziehungs- 
weise in den Intervallen (— co 49), (yuo), (Ba) gelegen sind; es be- 
deuten endlich A, M,N die reellen Werthe, welche die Quadratwurzel 
Z resp. fiir z= A, w, v annimmt. 

Ks sind alsdaun / — 1 Stellen 4, A® (¢ = 1,2,...,1— 1) und 
m— 1 Stellen w, M® (k = 1,2,...,m — 1) des hyperelliptischen 
Gebildes als obere Grenzen in den beiden Integralsummen: 


‘ ein bekanntes Problem der Elementargeometrie, Ges. Werke, Bd. I (hrsg. von 


Borchardt), 8, 290, 
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4a, A ul®), mM@) 
i-1 d m—1 
’ * 2 
S, oS y I3 — >} S% 
1e 
(94) . 
4a, ae u®, 
i—1 m— 
: >! edz edz 
S, = a f Z —_— af. c 
ae: 


gegeben. Es sollen diejenigen beiden Stellen 2,Z und 2’, Z” des 
Gebildes ermittelt werden, fiir welche mit Bezug auf die einfachen 
Periodenpaare als Moduln die en: bestehen : 


' Moe as 
s, -f4 +f4 

2,2 
s=-f? 


(95) 





Z z ey 

dz sds 

ey f: Zz 
Ho 


Eine wesentliche und beabsichtigte Beschrénkung dieser Problemstellung 
ist die, dass die einzelnen Integrale der Summen S, und S, in (94) 
simmtlich ,reelle Integrale“ sind. Mit diesem Namen sollen fiir den 
Augenblick solehe Integrale belegt werden, welche auf einem durchaus 
reellen Integrationsweg mit gegebenem Vorzeichen der Quadratwurzel 
Z genommen, und selbst von reellem Werthe sind. 
Dass aber die Integrale der Summen S, und S, alle von einer 
der beiden Formen 
aA uM 
Jaz, fag 
a; Mo 


sind, wo dQ collectiv fiir S und _- gebraucht wird, ist unwesent- 


lich. In der That kann ein beliebiges reelles Integral fdQ immer auf 
jene beiden Formen zuriickgeftihrt werden. Es giebt namlich iiberhaupt 
folgende 6 Formen reeller tering von dem Differential dQ: 
a,d 4,4 fy M ¥ N 

Jag, Jag; fos Jes fag, fos. 

_ do 
wo A, u,v beziiglich in die oben scaliatiain Grenzen eingeschlossen 
sind. Die 1., 3. und 5, dieser 6 Formen ist aber unmittelbar auf die 
2.,4. und 6. zuriickfiihrbar; so wird z. B. durch die Trennung: 


A 2,4 —@ 
a— far — fas 
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ein Integral der 1. Form als Differenz zweier Integrale der 2. Form 
dargestellt. Aber auch von den drei iibrig bleibenden Formen: 
4,4 fi M 


(96) J dQ, 2, fa dQ, 


kann vermége des einfachen aneeeilinitunn jede auf die beiden 
anderen zuriickgefiihrt werden. Ein Beispiel dieser, bereits von J acobi*) 
ausgefthrten Reduction wurde oben in Kapitel III behandelt, wo bei 
gegebenen Stellen 24, A; u,M; v,N des hyperelliptischen Gebildes die 
den Gleichungen (55) des § 15 entsprechenden Stellen uw’, M’; » N’ 
constructiv bestimmt wurden. Man hat in. den Gleichungen (55) nur 
& =, und vy = «@ zu setzen, um die Relationen: 
4,4 wu’, M' 


{2-f{7-[% 
[# 


herzustellen, welche die niches der 1, i (96) auf die der 2. und 
3. reduciren. In diesem Sinne kann man daher jedes reelle Integral 
auf 2 von den 3 Formen (96) zuriickfiihren. Es ist deshalb auch 
immer mdglich zwei zusammengehérige Summen beliebiger reeller In- 
tegrale auf die Form (94) der Summen S, und 8, 2u bringen. 

Um nach diesen beiliufigen Bemerkungen auf die Relationen (95) 
die Sitze der vorhergegangenen Paragraphen anwenden zu kénnen, 
wird man diese Relationen durch eine entsprechende lineare Combination 
(vgl. § 6) in die Form versetzen: 


‘ede ‘tas 








a) Al) al), m\) 
i—1 S 1 
~ 3 
(97) 3 " 
aw A wl’), math) u, M 
m—1 
> da, — >} sor Pe i 
Mo x Mo 








dabei sind fiir 2 und z” (vgl. Formel 95) zugleich die specielleren Be- 
zeichnungen 4 und uw eingefiihrt worden. Da namlich die linken Seiten 
der Congruenzen (97) jetzt rein imaginar sind (vgl. § 8, 28), so folgt, 
wie zu § 22,78, dass die Lisungen 2 =A und 2” —wp des in den 


*) Vgl. J acobi, De functionibus duarum variabilium quadrupliciter perio- 
dicis ak Art. 9 (Gee. Werke, hsg. v. Weierstrass, Bd. II, S, 46). 
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Congruenzen (97) liegenden Umkehrproblems reell sind und in die 
Intervalle (— co 4,) und (yg,) fallen, womit sich die neue Bezeichnung 
rechtfertigt. Man erkennt nun mit Riicksicht auf die bisherigen Ent- 
wicklungen des Kapitels V, dass die constructive Lésung des Additions- 
problems (97) auf eine Polygonconstruction nach § 26 und eine Con- 
struction der gemeinsamen Transversalen 1. Art zu zwei reellen 
Congruenzstrahlen nach § 25 hinauskommt. 

Die Construction setzt sich nimlich, wie man ~~ erkennt, 
aus folgenden Momenten zusammen: 

1. Construction der gegebenen Elemente: Man deutet die gegebenen 
Gréssen 4M, 4@,..., A¢—-" als Parameter von | — 1 Ellipsoiden und 
die gegebenen Griéssen w™, w®, ..., ul als Parameter von m — 1 
einschaligen Hyperboloiden des confocalen Systems und _beschreibt 
diesen | + m — 2 Flichen, mit beliebiger Wahl eines Anfangsstrahles, 
ein ungeschlossenes Polygon aus 1 + m— 1 Strahlen der Congruenz 
(46) ein; dabei hat man die durch die gegebenen Vorzeichen der 
Quadratwurzeln AM, A®,..., AC—9, MM, M®@),..., M@—» bestimmte 
Lage der Polygoneckpunkte auf den positiven oder negativen Hilften oder 
Abschnitten der benutzten Strahlen zu beachten. Die / + m — 2 ge- 
gebenen Fliichen 4“, w kénnen bei der Construction in einer beliebig 
gewihlten Reihenfolge benutzt werden, in der sie mit go), g®,..., e+" 
bezeichnet sein mégen. Um auch die Benennung der Ecken und Seiten 
des Polygons vollig sicher zu stellen, erhilt die auf der gegebenen 
Fliche @* gelegene Ecke jeweils die Benennung P™, und gilt im 
Allgemeinen der durch die Ecken P“-" und P™ laufende Strahl als 
Seite uw (kK = 2, 3,..., 1+ m— 2); der Anfangs- resp. Endstrahl 
der Construction, welcher durch die Ecke P®, resp. P(+™—*) lauft, 
wird mit uw, resp. u+™—) bezeichnet. 

2. Construction der gesuchten Elemente: Um das erhaltene Polygon 
zu einem geschlossenen Polygon von | + m Seiten zu machen, fehlt 
noch eine Seite w+” und zwei Ecken P“’-" und P“™. Beides, 
die fehlende Seite und das fehlende Eckenf&aar, wird gewonnen, indem 
man eine der beiden Transversalen 1. Art der Seiten w‘+"—) und u 
construirt. Von diesen beiden Transversalen schneidet die eine (7’) 
den Strahl w+"—» auf einem Ellipsoid 4 und den Strahl w) auf einem 
einschaligen Hyperboloid wu conjugirt, die andre (7'”) den Strahl wt+"—» 
auf demselben Hyperboloid w und den Strahl w auf demselben Ellip- 
soid 4 conjugirt. Man wihle etwa die Transversale 7” als Schlussseite 
ut des Polygons, sodass, mit Fortsetzung der einmal begonnenen 
Nummerirung der Eckpunkte, der Eckpunkt P'+"—-» auf das Ellipsoid 
4, und der Eckpunkt P“+™ auf das Hyperboloid uw zu liegen kommt. 
Nachdem man so das Polygon geschlossen hat, gestaltet sich 
3. die Ablesung des Resultates folgendermaassen : 
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a) Die gesuchten oberen Grenzen 4 und w sind beziehungsweise die 
Parameter des Ellipsoides und des einschaligen Hyperboloides, auf welchen 
die beiden Seiten u!+"—-) und wu des Polygons von der Seite w+” con- 
jugirt geschnitten werden. 

b) Das gesuchte Vorzeichen von A ist das positive oder negative, 
jenachdem der auf das Ellipsoid fallende Eckpunkt P“+"—-" auf’ der 
positiven oder negativen Hiilfte der Seite w+"—) liegt; das gesuchte 
Vorzeichen von M ist das positive oder negative, jenachdem der auf das 
Hyperboloid w fallende Eckpunkt P\+™ auf dem positiven oder negativen 
Abschnitt von u“+) liegt. 

Dass das Resultat von der Wahl zwischen den beiden zur Ver- 
fiigung gestellten Transversalen nur scheinbar abhingt, ergiebt sich 
aus § 25 ohne Schwierigkeit; man hat nur die Resultate dieses Para- 
graphen mit Aenderung der Bezeichnungen w’ in w+"—, uw” in ul, 
t in 7” und tc” in 7” in Anwendung zu bringen. 

Anschaulicher tritt das Resultat hervor, wenn man das construirte 
Polygon nachtriglich in ein Polygon mit begrenzten Seiten verwandelt, 
indem man von jedem der unbegrenzten Strahlen uw nach der Vor- 
schrift des § 26 nur ein begrenztes Stiick S®) beibehilt. Man hat 
alsdann folgende zweite Form der Ablesung des Endresultates: 


a) Die gesuchten oberen Grenzen 24 und uw sind die Parameter der- 
jenigen beiden Fliichen, an denen der Polygonumfang in den beiden 
zuletzt hinzugetretenen Ecken reflectirt erscheint. 

b) Das gesuchte Vorzeichen von A, resp. M ist das positive oder 
negative, jenachdem die auf die Fliche 4, resp. w fallende Ecke des 
Polygons eine innere oder dussere ist. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen bezogen sich auf die Construction 
des in den Formeln (97) oder (95) enthaltenen Additionsproblems und 
zeigten , wie durch die Construction der Transversalen 1. Art zu zwei 
reellen Congruenzstrahlen nicht bloss die Unbekannten A und mw des 
Problems, sondern auch die Vorzeichen der zugehérigen Quadratwurzeln 
A und M eindeutig bestimmt werden. Dabei zeigte sich von Anfang 
an, dass die der Forderung (95) entsprechenden Gréssen 2’ = A und 
2” == reell und in zwei verschiedenen der 3 Intervalle (— oo A,), 
(Ye), (Ba) gelegen waren, in denen auch die Quadratwurzel Z reell 
ist. Wenn es sich aber allgemein darum handelt, die reellen Integral- 
summen S, und S, auf Summen von je zwei reellen Integralen zu reduciren, 
so braucht man diese Forderung nicht gerade in die Form (95) zu 
setzen. Man darf nimlich, wenn man aus den bezeichneten 3 Inter- 
vallen der reellen Axe auf irgend eine der 3 midglichen Weisen 2 
Intervalle auswiihlt, immer von vornherein verlangen, dass die bei dem 
Additionsproblem der Integralsummen S, und 8, gesuchten oberen 
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Grenzen in dem ausgewihlten Intervalle liegen sollen. Man hat dazu 
die 3 Umkehrprobleme anzusetzen: 


a, A uM 3,4 u, M 

dz dz zdz “edz g 
fi-J% | Jz — f+ =8,|8,, 

Mo 4 Mo 

aA vy, aA v,N 

dz dz zdz G8 og . 
SG-S4 J 7 —J*% 8; | 82, 
, 4 i . B 

M, M ¥, N uM ¥, N 

dz dz “sde edz - 
J Z — {4 ° ie -J Z =| Sp, 
Mo P Mo e 


deren Lésungen bei der jeweils getroffenen Wahl der unteren Grenzen 
reelle Werthe innerhalb der durch die Bezeichnungen 4, uw, v, wie 
oben, angedeuteten Intervalle sind. An diese 3 Umkehrprobleme mit 
immer reellen Lésungen schliesst sich ein viertes: 

3”, 2” 


oF 7 : 

dz dz | edz és _o oy 
[i-§9| fit - fan 
1 do q > i 


von dessen Lisungen man nur sagen kann, dass, wenn die eine reell 
und in einem der 3 obigen Intervalle gelegen ist, dies auch von der 
anderen gilt; statt der unteren Grenzen 4, auf der linken Seite dieses 
4. Ansatzes kann allenthalben auch uw, oder f eintreten, ohne dass 
die Congruenzen eine andere als formelle Aenderung erleiden. 

Diese Siitze, welche hier ohne weitere Ausfiihrung betont sein 
moégen, finden ihre einfache Begriindung in den Untersuchungen des 
§ 25, welche zugleich die Mittel zur constructiven Lisung der 4 Um- 
kehrprobleme an die Hand geben. 

Wie das 1. Umkehrproblem durch die Construction der gemein- 
samen Transversalen 1. Art zu 2 reellen Congruenzstrahlen gelést wurde, 
so finden die 3 anderen Umkehrprobleme in der Construction der Trans- 
versalen 2., 3. und 4. Art ihre constructive Lésung. 


Breslau, im Marz 1883. 
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Ueber Congruenzgruppen von Primzahlstufe. 
Von 


Josern GrerstTer in Bamberg. 


Anschliessend an meine friiheren Arbeiten iiber elliptische Modul- 
funetionen, wie dieselben in den Binden 17, 18, 21 dieser Annalen 
veroffentlicht sind, werden in der vorliegenden kurzen Arbeit siimmt- 
liche Congruenzgruppen von Primzahlstufe (§ 1, § 2) aufgestellt. Nach- 
dem in § 3 eine allgemeine Methode zur Bestimmung des Geschlechtes 
dieser Gruppen nach der Klein’schen Definition erliiutert ist, wird 
in § 4 eine Tabelle des Geschlechts fiir die genannten Gruppen hin- 
geschrieben. Aus dieser Tabelle werden dann in § 5 leicht die simmt- 
lichen Hauptmoduln von Primzahlstufe d. h. diejenigen Moduln abge- 
lesen, welche einer Congruenzgruppe vom Geschlechte Null entsprechen. 

Es ergeben sich ausser den Moduln der dritten und fiinften Stufe 
nur noch Hauptmoduln der siebenten, elften und dreizehnten Stufe. 


§ 1, 
Allgemeines iiber Congruenzgruppen der g*” Stufe. 


Im 18'" Bande dieser Annalen, pag. 319ff. habe ich alle Unter- 
gruppen der Galois’schen Gruppe der Modulargleichungen fiir den 
Fall eines primzabligen Transformationsgrades bestimmt. Ich werde 
nunmehr zeigen, dass hiermit eo ipso alle Congruenzgruppen von Prim- 
zahlstufe gefunden sind. 

Kine ,,Congruenzgruppe*) der q'" Stufe* ist dadurch definirt, dass 
sie aus allen ganzahligen Substitutionen 

,_ ao+B 
(1) teens yo+o 
der Determinante ad — By = 1 besteht, deren a, B, y, 0 bestimmte 


*) F. Klein, Sitzungsb. der Miinchner Akademie, Sitz. v. 6. Dez. 1879 oder 
Math. Ann. Bd. XVII, pag. 63ff. Blosse Citate auf Seitenzahlen beziehen sich 
auf diese Arbeit. Hurwitz, Mathem. Ann, Bd. XVIII, pag. 540 ff. 


Mathematische Annalen. XXII. 12 
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J. Grerster, 


Bedingungen modulo q erfiillen und zwar muss q die kleinste ganze 
Zahl sein, fiir welche dies der Fall ist. Die genannten Bedingungen 
werden nur fiir eine endliche Anzahl r von Lésungen «,, B,, y,, dy 
modulo q erfiillt sein, da die Congruenz ad — By = 1 mod. q, welche 


immer stattfinden muss, selbst nur die endliche Zahl von ag — 1) 


Lésungen hat. Diese r Liésungen liefern (modulo qg) r Substitutionen 


(2) S,: ee wed. ¢. 

Alle ganzzahligen linearen Substitutionen der Determinante 1, 
welche mod. q zu einer S, congruent sind, gehéren nach Definition 
der Congruenzgruppe an. 

Ich will die Substitutionen der letzteren mit 6, bezeichnen. 

Aus dem Begriffe der Gruppe folgt sogleich, dass, wenn 6, und 
6, zwei Substitutionen der Congruenzgruppe sind, auch 6, .6, eine 
solche sein muss. Also miissen auch die 7 Substitutionen S, (2) eine 
Gruppe G, bilden und diese Gruppe ist offenbar eine in der Galois’- 
Gruppe G der Modulargleichungen fiir q enthaltene Untergruppe. 


Die Gruppe G besteht niimlich aus den ue — ) Substitutionen 


S, zu welchen alle ganzzahligen linearen Substitutionen (1) der Deter- 
minante 1 modulo q congruent sind*). 

Weiterhin folgt, dass unter den Substitutionen S, immer auch die 
Identitait @’ = @ mod. q enthalten ist, und dass also jede Congruenz- 
gruppe der q'* Stufe die ausgezeichnete, durch die Bedingungen 
ad — By =1, @:B:y:d8=—1:0:0:1 mod, gq definirte Congruenz- 
gruppe der q'" Stufe als Untergruppe enthiilt. 

Wir kénnen jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Man erhiiit alle Congruenzgruppen der q" Stufe, wenn man der 
Reihe nach alle Untergruppen G, der Galois’ schen Gruppe G der 
Modulargleichungen fiir q (mit Ausschluss von G selbst) betrachtet und 
jedesmal alle jene Substitutionen (1) nimmt, welche zu einer Substitution 
S, der betrachteten Untergruppe modulo q congruent sind. 

Jedenfalls bilden niimlich diese Substitutionen eine Gruppe g, fiir 
welche die a, B, y, 0 gegebenen Bedingungen modulo ‘g (nimlich 
einer der r Bedingungen a: B: y: 0 — a,: B,: y, : 0, mod. qg) geniigen. 
Dass aber q die Stufe der Congruenzgruppe ist, dass also die Zahl q 
bei Definition der betreffenden Substitutionen durch keine kleinere 
Zahl ersetzt werden kann, ist sehr einfach zu zeigen. Wiire niimlich 
die Stufe g’ < q, so enthielte die Gruppe die ausgezeichnete Congruenz- 
gruppe der q'-Stufe, also jedenfalls auch die beiden Substitutionen 


*) Vergl. meinen schon citirten Aufsatz im 18" Bande der Mathem. Annalen. 
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e tint rit ae (md +1) + ng" 
“ COS ea ee 
4 wobei (mq + 1) (¢q + 1) — smq’? —1 ist. Da aber q’ zu q relativ 
e prim wiire, so kénnte man die Gréssen r, m, mn, s, ¢ so bestimmen, 
| dass die letztgenannten Substitutionen modulo q zu 
n oa =o-+1 und of =— + 
congruent wiren. Dann wiirde aber bekanntlich die Gruppe G, mit 
| G selbst zusammenfallen, ein Fall der ausgeschlossen ist. 
1, Man kann die Beziehung, welche hiernach zwischen den Unter- 
- gruppen von G@ und den Congruenzgruppen besteht, als einen JIso- 
morphismus bezeichnen, nur dass die Stufe dieses Isomorphismus eine 
unendlich hohe ist, indem jeder Substitution von G jedesmal unendlich 
id viele Substitutionen der Congruenzgruppe entsprechen. 
ne 
we § 2. 
S- 
Aufzihlung aller Congruenzgruppen der g*" Stufe. 
mn Nach § 1 ist klar, dass jeder Untergruppe G, der Galois’ schen 
Gruppe G der Modulargleichungen fiir q eine Congruenzgruppe der 
aii q" Stufe entspricht und umgekehrt. Man erkennt ferner sogleich, 
} dass gleichberechtigten Untergruppen G, auch gleichberechtigte Con- 
lie gruenzgruppen entsprechen und umgekehrt. 
el Bezeichnet ferner r die Ordnung der Untergruppe G,, so hat die 
oa zugehdrige Congruenzgruppe g, den Index*) 
aZ- 
nan 26 =9 
<r 
Ber d. h. ihre Substitutionen bilden den n'*" Theil aller ganzzahligen Sub- 
ow stitutionen (1) der Determinante 1. 
ail Dieses vorausgesetzt, erhiilt man unter Bezugnahme auf meine 
. Arbeit in Band XVIII folgende 
on 
” Tabelle der Congruenzgruppen der q'™ Stufe. 
ur 
cals Congruenzgruppen. | Entsprechende Untergrup- 
en. 1. Es giebt: pen von G. 
i q Eine go Eine Gay 
ere aa°—1) . —_ 
lich 2 | (die Identitiit), 
nz- (die ausgezeichnete Congruenz- | 
gruppe der q'" Stufe) 
*) pag. 63. 
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Congruenzgruppen. | Entsprechende Untergrup- 
| Il. Es giebt: pen von G. 
. a) (+1) Sy, q@Qt+l G 
4 2 7 
q(q + 1) q(q+ 1) Ve 
b) 22>. S.¢—1 ; G, $ (Cyklen). 
26 
q(a— 1) q(q—1) y 
: % 2 Sa (qg?—1) 2 Ge 
27 
Ill. Es giebt: 2 
G@+1) gs), G+1) Gio 
“s (Die halbmetacyklischen Gruppen 
und ihre Untergruppen). 
IV. Es giebt: \ 
q(q?—1) e—] ve ‘ 
a) con S.ie—1 oder at¢ ? ) Gig oder 
4 
- @g(q?—1) c - @g(q?—1) , 
2A.v.Jje ao’ $0 —1)? 2A.v.je - 7 Goo; 
4a’ 
. q-1 : eS ‘ 
je nachdem 9,” Ungerade oder gerade ist; 2, 
= ( 
Ss 
a(¢@—1) qa(q?—1) a Sp 
b) > S21) Oder | ty’ Go, oder z , 
4c’ I 
F - q(q?—1) ? a a(¢—1) u =| 
2A.v.je +7 S.ig—1? | 2A.v.je s? Gee, e 
4c’ | = ; 
ry ‘ 
; je nachdem a+ ungerade oder gerade ist; a ‘ 
a(q°—1) q(q°—1) ! © ' 
c) = 8 e—1 oer — G, oder \ 
. : 
9 eee «4 ‘ -, 4e—1) 
2A.v.je a Soie—1) 2A. v.je- a— a, 
8 € 
. 2 ; : 
je nachdem ——— 1 oder = + 1 ist. ‘ 
V. Es giebt: ‘ 
q(—1) g oder a(°—1) @”, oder ; 
24 "ale 1) 24 — (Tetraeder- 
3 gruppen) 
‘ ~ g(g—1) 9 » a(g?—1) pw 2 
2A.v.je a So —1)? 2 A.v.je = — Gir, 
24 
2 : 
je nachdem (7) = — 1 oder = + 1 ist. 











on 


ler- 
n) 
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(Die ‘in I, H, UI, 1V, V aufgeziihlten Gruppen existiren fiir jede 
Primzahl qg > 3). 
VI. Es giebt: 
j - g(q—1 
2 A.v.je ue ) 


(2-1) | 2A-V- je 4 eo. Gi, (Oktaedergruppen), 


48 


nur wenn an = + | ist. 





VII. Es giebt: 


» iq =) oy. - ¢—1) pn = 
A.v.je = Syig—1? (2A.v.je — Gj (lkosaedergruppen), 
120 
nur wenn g = -+ 1 mod. 5 ist. 
In dieser Tabelle bedeutet 6 einen von 1 verschiedenen Theiler 
q—1 /.- q-—1 . . ° 
vou £—— (incl. .— ), t einen von 1 verschiedenen Theiler von 


i ad (incl. ar"), o und ¢’ bedeuten dieselben Zahlen wie 6 und rt 


mit Ausschluss des Theilers 2. Ferner ist z. B. Nr. V_ in folgender 
; -_ 

Weise zu lesen: Es giebt — =i ie ) 

age - 
24 


Gig Tetraedergruppen sind, oder 2 Arten von je ae gleichbe- 


gleichberechtigte Con- 


gruenzgruppen g vom Index —, deren entsprechende Untergruppen 


rechtigten solchen Gruppen, je nachdem 2 quadratischer Nichtrest oder 
Rest mod. q ist. 

Den aufgestellten Congruenzgruppen der g'" Stufe entsprechen 
ebensoviele volle Congruenzmodulsysteme der gq" Stufe*). Es sollen 
volle Modulsysteme, welche gleichberechtigten Congruenzgruppen g 
entsprechen, ebenfalls gleichberechtigt genannt werden. Ich stelle 
hier einige Siitze iiber die Modulsysteme zusammen, welche spiiter 
verwendet werden, iibrigens aber aus der allgemeinen Theorie hervor- 
gehen **), 

1) Ist die Untergruppe G,, welche zur Congruenzgruppe g, gehort, 
eine Untergruppe der Gruppe G,, welche zur Congruenzgruppe g,, gehort, 
so lassen sich die Moduln, welche zur letzteren Gruppe gehéren, rational 
durch die Moduln des zur ersteren Gruppe gehérigen vollen Modul- 
systems darstellen. Insbesondere lassen sich alle Moduln als rationale 
Functionen der ausgezeichneten Moduln derselben Stufe darstellen und 
die rationale absolute Invariante J ist eine rationale Function der 
Moduln jedes vollen Modulsystems ***). 


*) pag. 64. 

**) pag. 66ff. 
***) Wegen der Bezeichnungen vergleiche durchweg die bereits citirten 
Arbeiten. 
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2) Denkt man sich die Moduln eines Modulsystems der gq‘ Stufe 
als rationale Functionen der ausgezeichneten Moduln der q'" Stufe 
dargestellt, so erhailt man alle zu dem einen System gleichberechtigten 
Modulsysteme, wenn man in den genannten rationalen Functionen die 
ausgezeichneten Moduln den Substitutionen der Gruppe [*) unterwirft. 
Daraus folgt dann leicht, dass alle zu einem Modul gleichberechtigten 
Moduln die Wurzeln einer irreductiblen algebraischen Gleichung sind, 
deren Coefficienten rationale Functionen von J sind. 


§ 3. 
Berechnung des Geschlechtes der Congruenzgruppen der g‘™ Stufe. 


Zu jeder Congruenzgruppe vom Index » gehért ein Kundamental- 
polygon **), welches aus 2” Elementardreiecken besteht und dessen 
Randpunkte und Kanten paarweise als relativ iiquivalent zusammen- 
gehéren. Schneidet man dieses Polygon aus der Ebene heraus und 
heftet die Paare zusammengehdériger Kanten zusammen, so erhilt man 
eine geschlossene Fliche, deren Geschlecht (im Sinne der geometria 
situs aufgefasst) nach F. Klein das Geschlecht p der Congruenzgruppe 
g heisst. 

Diese Zahl p liisst sich durch die Bemerkung finden, dass sich 
auf der erwiihnten geschlossenen Fliche ein vollstiindiges Netz von 
2n Elementardreiecken construiren lisst***). Bezeichnet man bez. mit 
E, F, K die Zahlen der Ecken, Flaichen und Kanten dieses Netzes, so 
ergiebt der erweiterte Euler’sche Polyedersatz das Geschlecht p durch 
die Gleichung: 

(1) 2(p—1)=—K—F—E. 
Leicht lisst sich diese Gleichung in eine andere Westalt bringen. Man 
bemerke zu diesem Zwecke, dass F = 2n und K = 3x ist, dass sich 


v=E 
ferner E = 3n — > (e, — 1) ergiebt, wenn man mit 2¢,, 2e,,..., 
v—1 
2e,,... die Zahlen der Elementardreiecke bezeichnet, welche bez. in 
der L'e», 2'e, ..., v'e= ete. Ecke zusammenstossen, Es ergiebt sich 
so die Gleichung: 


7=E 


(2) 2(p —1) = —2n +> ( xB, 


*) Vergl. pag. 69; sowie insbesondere Mathem. Annalen Bd. XXI, pag. 8. 
**) pag. 64, 

***) Die im Texte gegebene Ableitung von p stimmt materiell mit der in 
der Functionentheorie zumeist gebrauchten, aber minder iibersichtlichen Methode 
tiberein, besagtes Fundamentalpolygon, oder die aus ihm abgeleitete geschlossene 
Flache durch eine iiber der J Ebene n-blittrig ausgebreitete Fliche zu ersetzen, 
welche bei J = 0, 1, » gewisse Verzweigungen besitzt. 











so 
sh 
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Hiernach ist das Geschlecht der ausgezeichneten Congruenzgruppe 
der q'*" Stufe 
{a+ 2) (¢—8) (@—5) | 
24 


Bekanntlich besteht niimlich das Fundamentalpolygon in dem letzteren 


Falle aus g(q? — 1) Elementardreiecken, welche in £—! Weken a 


(J = oo entsprechend) zu je 2q, in se) Punkten b (J = 0 ent- 


sprechend) zu je 6, und in s¢ — ) Beken ¢ zu je 4 zusammen- 
stossen. : 

Dieses vorausgesetzt ist es nun ein Leichtes, zu irgend einer 
zugehérigen Congruenzgruppe g, der g'" Stufe das Geschlecht p aus Kigen- 
schaften der zugehérigen Untergruppe G, zu finden. 

Wir gehen vom Fundamentalpolygon F’ der ausgezeichneten Con- 
gruenzgruppe der q'" Stufe aus und lassen aus ihr das Fundamental- 
polygon f der betrachteten Congruenzgruppe g, (deren entsprechende 
Untergruppe in G G, sein mag) entstehen. Man bemerke, dass hierbei 
die q(q* — 1) Elementardreiecke von /' zu je r zusammengehoren, da 
sie in Folge der Substitutionen der g, zu einander relativ iiquivalent 
sind. Auch die Ecken a, b, ¢ werden in gewissen Gruppen zusam- 
menfallen. Wenn nun die Gruppe G, z, B. einen Cyclus G, enthiilt, 
so ist klar, dass die 2q Elementardreiecke, welche in jedem der bei 
dem Cyclus G, festbleibenden Punkte a zusammentreffen, zu je q als 
relativ iquivalent zusammenfallen. Also entstehen aus diesen beson- 
deren Ecken a von F keine Punkte von f, in denen mehrere Paare 
von Elementardreiecken zusammenstiessen *). 

Um also alle Ecken a’ des Polygons f zu finden, in denen je 2q 
Elementardreiecke zusammenstossen, hat man von der Zahl der Ecken 
a von F alle jene Ecken a wegzunehmen, welche bei einem in der 
Gruppe G, enthaltenen Cyclus G, ungeiindert bleiben, und den Rest 
durch y zu dividiren. 

Ganz ihnlich verhiilt sich die Sache auch bei den Ecken b und ¢ 
von IF (die J =O und J=—1 resp. entsprechen). Wir erhalten so 
den folgenden Satz**): Enthdlt die Gruppe G, v, Cyclen der Periode 
q, v3 Cyclen der Periode 3, v. Cyclen der Periode 2, so enthilt das 
Polygon f genau 


r 2 


1 bie | q—1 . — —— . 
(# — ¥,<5— ) Ecken a, in denen je 2q Elementardreiecke, 


*) Anders ausgedriickt: An diesen Stellen, die, wie alle Punkte a, dem 
Werthe J = © angehiren, ist f in Bezug auf J nicht verzweigt. 
**) Vergl. Math. Ann, Bd. XXI, pag. 8, 
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1 (a@*— te: (3) 


= ; %-—; ) Keken b’, in denen je 6 Elementardreiecke, 


1 (s@—0 i, -() 


. —W) Ecken c, in denen je 4 Elementardreiecke 


J. Grersrer. 








zusammenstossen. 

Damit ist das Geschlecht des Polygons f und der Congruenzgruppe 
mit Hiilfe der Gleichung (2) bestimmt. 

Als Beispiel bestimme ich das Geschlecht einer G,, bei g = 11, 
welche einer Ikosaedergruppe Gg entspricht. Bei g—= 11 giebt es 
60 Punkte a, 220 Punkte 6, 330 Punkte ¢ des Polygons F. Bei jedem 
Cyclus der Periode 11 bleiben 5 Punkte a, bei jedem Cyclus der Periode 
3, 4 Punkte b, bei jeder Substitution der Periode 2 aber 6 Punkte ¢ 
fest. Die Ikosaedergruppe ‘7 enthilt ferner bekanntlich 0 Cyclen der 
Periode 11, 10 Cyclen der Periode 3, 15 Cyclen der Periode 2; also 
ist vy, = 0, v, = 10, v, = 15 zu setzen. Das Fundamentalpolygon f 
enthalt also 1 Ecke a’, in der 11 Invariantendreiecke, 3 Ecken b’, in 
denen je 3, 4 Ecken c’, in denen je 2 soleher Dreiecke zusammen- 
stossen. Hieraus aber folgt das bekannte Resultat*): p = 0. 


§ 4. 
Tabelle fiir das Geschlecht p der Congruenzgruppen gq" Stufe. 


Ich fiige der Tabelle des § 2 jetzt noch 2 andere Tabellen hinzu. 
Die erste Tabelle enthalt die Werthe von v,, v, und vy, fiir die VII 
in § 2 aufgeziihlten Gruppenarten, wie sich dieselben aus den Unter- 
suchungen iiber die Gruppe G ergeben, die zweite das berechnete 
Geschlecht fiir die umfassendsten dieser Gruppen. 














Tabelle A. 
| Vy | Vs | Vy 
I | o|o] o 
| | 
Il. a) 1/0 | 0 
Il. b) und c) 4 Fiille: | | ; 

1) 6 (oder rt) = Omod.6, | 0 | 1 1 
2) 6 (oder r) = 3 mod. 6, 0; 1 0 
3) 6 (oder r) =-+ 2 mod. 6,| 0 | 0 1 


4) 6 (oder t) =+1mod.6| 0|0| 0 





*) F. Klein, Ueber die Erniedrigung der Modulargleichungen, Math. Annalen, 
Bd, XIV, pag. 423. 
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M% | Ys 
Ill. 4 Siille: | 
| 
ljo= mod. 6, 1 q| @ 
2)¢6=3 mod. 6, | q 0 
3) 6 =-+ 2 mod. 6, 1 0 q 
4) 6 =-+ 1 mod. 6. 1 0 0 
IV. a)undb) 4 Faille: | 
o (oder t’) = 0 mod, 6, 0 1, o+1 
6 (oder t’) =3 mod. 6, 0 1 | o 
o (oder t’) = + 2 mod. 6, 0} O| &+1 
6 (odert’) = + 1 mod. 6. 0 | 0 | a 
IV. ©) 0} 0} 3 
V. o| 4| 3 
VI. }o} 4| 9 | 
VII. 0 | 10} 15 | 








Tabelle (B) fiir das Geschlecht der umfassendsten der in 
§ 2 aufgezihlten Congruenzgruppengattungen. 





I. 

_ (q+2)(q—3) (q—5) a 

ny 24 } 

I. | 

(q— 5) (q—7) 

a) p = q eae =. . 


Bei b) und c) sind 4 Fille zu unterscheiden. Es ist dabei 6 = = 


und t = at - gesetzt: 
(b) (¢) 
1) ‘q=1mod.12, p= o— > p= e—ters 
2) q=5mod.12, p= ¢—5) p= a- 3) g— 5), | 


3) q==7Tmod.12, p= Bhd. « Trew > p= a>Se-5 4 


“12 12 


p —2)(q—3 ; 2—_Iq+4 
4) q =11mod. 12, pam SIE) | po tt. 


| 
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Il. 


jen4—'. 4 Falle: 


» ? 
- 





1) gq= 1mod.12, p= = 


2? 
2) @ 5 mod. 12, p= 1 , 
3) 4g 7 mod. 12, p= 2? ? 
( 1 
4) q=Mwmod.12, p= t?. 
IV. 
Dieselben 4 Fille, wie in I] b) und c) und III; es ist o = ee 
t' = att gesetzt: 
(a) (b) (c) 
- 1) ( =3 g — 10q+ 33 (q — 5) (q?—q — 24) 
1) p=— ai p oun Y re ’ Pp = q ) = q ~ 
: (@—3)(¢—5) (q — 5? 
2) p=“ a CY tos Br = 6 
(q—1) (q—7) q—3)q@—7) (@—(a+4)(q —3) | 
or ( — ie Lr = \(q 
(q — 3) (q — 5) 2— 10q-+ 13 
4) pa A=OE-9, ps medy, . 
¥ 
q? — 6q? — 51g + 2944 32 (4) + 18 (4 
: ——— 288 he 


Unterscheidet man wieder die 4 Fille von Nr. II1, so kommt: 


) o-s BBE 


288 ? 

9 — 4-5 at @—8) 

) ee 288 , 

“ —_ @q-— 7) (¢? + q — 44) 

3) = 288 

— pee G-—Ma@tNat4 , 
2 f= 288 
VI. 
q — 6g" — 87q-+ 582 + 32 (2) + 54 (2) ) 
PORE TESTER 576 


Bei Unterscheidung der bekanuten 4 Fille: 





? 
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1) p—610= (q — 73) (q? + 67q + 4804) 


576 , 
2) p—4=— some tn s+ 
: 3) p= (q— 7) et q — 80) , 
4) p— 18 — 2-9 t et 
Vil. 
q? — 6g? — 171q + 1446 + 80 (2) + 90 (2) 
el | Bc he al nts 


Bei Unterscheidung der 4 Fille: 

‘san @ — 61) (r+ 55q + 3184) 

lh) p— 136= ; a : : 

(q — 29) (q® -F 23q + 496) 
aie ? 
. (q — 19) (q?-+ 13q + 76) 
: ont Maia om 
7: es 1440 , 


_ (q—1N) (q? + 5q— 116) - 
4) ee 


2) p-—ll= 


§ 5. 
Die Hauptmoduln von Primzahlstufe. 


Aus den Tabellen des § 4 ist nun unmittelbar ersichtlich, dass 
fiir q>2 ausser den Hauptmoduln der 3. und 5. Stufe nur noch 
Hauptmoduln der siebenten, elften und dreizehnten Stufe existiren. 

Fiir die siebente Stufe insbesondere hat man die folgenden Re- 
sultate*) : 

1) Es giebt 8 gleichberechtigte Hauptmoduln m,, welche den 8 
Congruenzgruppen g,, (Il, a in §2) und den 8 cyklischen Unter- 
gruppen G, entsprechen. 

2) Es giebt acht gleichberechtigte Hauptmoduln m,,, welche den 8 
Congruenzgruppen g, (III in § 2) und den 8 halbmetacyklischen Unter- 
gruppen G2, entsprechen. 

3) Es giebt 28 gleichberechtigte Hauptmoduln m,, welche den 28 
Congruenzgruppen g,, (IV, a) und den 28 Doppelpyramidengruppen G5 
entsprechen. 


*) Ich habe dieselben der Hauptsache nach bereits in meiner Mittheilung 
an die Miinchener Akademie vom Februar 1880 angegeben, cf. Math, Annalen 
Bd. XVII, pag. 81. 
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4) Es giebt 21 gleichberechtigte Hauptmoduln m,, welche den 21 
Congruenzgruppen g,, (LV, b) und den 21 Doppelpyramidengruppen 
Gs entsprechen. 

5) Es giebt 2 Arten von je 7 gleichberechtigten Hauptmoduln m,, 
welche den 2.7 Congruenzgruppen g,, (IV, c) und den 2.7 Unter- 
gruppen G4 entsprechen. y 

6) Es giebt 2 Arten von je 7 gleichberechtigten Hauptmoduln m,,, 
welche den 2.7 Congruenzgruppen g,, (V) und den 2.7 Tetraeder- 
gruppen Gq entsprechen. ; 

7) Es giebt 2 Arten von je 7 gleichberechtigten Hauptmoduln my,,, 
welche den 2.7 Congruenzgruppen g, (VI) und den 2.7 Oktaeder- 
gruppen G,, entsprechen. 

Jeder Modul m,, ist (vgl. § 2) eine rationale Function 2. Grades 
eines der Moduln m,,, jeder Modul m,, wieder eine rationale Function 
3. Grades eines Moduls m,. Es enthilt niimlich jede Gruppe G2; eine 
Giz, jede Gi,’ eine Gi als Untergruppe. 

Jeder Modul m, ist aus demselben Grunde eine rationale Function 
2. Grades eines jeden von 2 Moduln m,, und es lassen sich immer 
gleichzeitig 3 Moduln m, durch denselben Modul m, rational dar- 
stellen. Denn es enthilt jede G,’ 2 Gruppen G,’, jede G,’ aber gehort 
zu 3 Gruppen G,’. 

Analog folgt: 

Jeder Modul m,, liisst sich durch jeden von 4 bez. 3 Moduln m, 
bez. m, darstellen, und immer je 2 Moduln m,, sind rationale Fune- 
tionen desselben Moduls m, oder mg. 

Jeder Modul m,, liisst sich als rationale Function 3. Grades eines 
Moduls m, darstellen, — 

Insbesondere mégen wir unter den jedesmaligen gleichberechtigten 
Moduln je einen in der Art aussuchen, dass unter den zugehirigen 
Untergruppen G, in Gy, G, in Gu, G, in Go und GQ, Gig und 
G, in Gs, enthalten sind. Dann driicken sich die betreffenden Haupt- 
moduln, deren Anzahl 10 ist (m,;, mg, my, my", Mg, My, Miz, M2, 
M24, M4), durch je einen der 4 Hauptmoduln m,, mg, m,, m,’ rational 
aus. Fiir letztere 4 Moduln habe ich |. c. (Math. Annalen XVII, 
pag. 81) explicite analytische Formeln angegeben. — 

Was die elfte Stufe betrifft, so erhdlt man nur 2 Arten von je 11 
gleichberechtigten Hauptmoduln my, welche zu den 2.11 Congruenz- 
gruppen g,, und den 2.11 Ikosaedergruppen G¢ (VII) gehéren. Es giebt 
also nur zwei wesentlich verschiedene Hauptmoduln der 11. Stufe. Es 
sind dies dieselben Gréssen, welche F. Klein bei seiner Untersuchung 
der Transformation 11. Ordnung (Math. Annalen XV, pag. 533 ff.) mit 
@ bezeichnet hat. 
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Fiir die dreizehnte Stufe erhilt man: 
1) 14 gleichberechtigte Hauptmoduln m,,, welche den 14 g,, (III) 
-und den 14 Gig entsprechen; 

2) 14 gleichberechtigte Hauptmoduln m,,, welche den 14 g,, (III) 
und den 14 Gq entsprechen ; 

3) 14 gleichberechtigte Hauptmoduln m,.,, welche den 14 g,, (III) 
und den 14 Gg, entsprechen. 

Unter ihnen kénnen wir dann wieder drei wesentlich verschiedene 
Hauptmoduln m,,, m9, mg in der Art aussuchen, dass sich m,, als 
rationale Function dritten Grades von m,, und als Function zweiten 
Grades von m,, darstellt. Der Modul m,, ist dieselbe Groésse, welche 
im 14'° Bande dieser Annalen, pag. 143, Formel (21) daselbst, von 
F. Klein als rt bezeichnet ist. — 

Mit diesen Angaben haben wir den Zielpunkt erreicht, den wir 
uns in gegenwiirtiger Arbeit gesteckt hatten. 


Bamberg, den 1. Februar 1883. 











Ueber Relationen 
zwischen Klassenanzahlen binaérer quadratischer Formen von 
negativer Determinante. 
(Zweite Abhandlung). 
Von 


JosepH GrersTeR in Bamberg. 


Einleitung. 


Meine erste Abhandlung*) iiber den in der Ueberschrift bezeich- 
neten Gegenstand hat sich mit den Klassenzahlrelationen beschiftigt, 
welche aus den ausgezeichneten Congruenzmoduln von Primzahlstufe q 
gewonnen werden kénnen. Es wurden die linken Seiten aller der- 
jenigen Relationen, welche fiir eine durch q nicht theilbare ganze Zahl 
m existiren, allgemein aufgestellt. Fiir die dritte und fiinfte Stufe 
gelang es auch, die rechten Seiten derselben hinzuschreiben und damit 
alle fertigen Formelu der genannten Art fiir diese 2 Stufen aufzustellen. 
Dies letztere war dem Umstande zu danken, dass die ausgezeichneten 
Congruenzmoduln der 3. und 5, Stufe Hauptmoduln sind und dass also 
diese Moduln wirkliche Modulargleichungen liefern, ein Umstand, der 
fiir eine héhere Stufe als die fiinfte nicht mehr eintritt. 

Die vorliegende Abhandlung soll in gleicher Weise die Klassen- 
zahlrelationen in Betracht ziehen, welche den nicht ausyezeichneten 
Congruenzmoduln von Primzahlstufe entsprechen. Es zeigt sich, dass 
dieselben nur einfache lineare Combinationen der aus den ausgezeich- 
neten Congruenzmoduln abgeleiteten Klassenzahlrelationen sind (§ 2). 
Allgemein werden fiir diese Relationen auch nur die linken Seiten 
aufgestellt und zwar — um die Darstellung nicht zu sehr zu compli- 
ciren — wieder nur fiir ein durch q nicht theilbares ». Was die 
rechten Seiten angeht, so kénnen dieselben auf dem bekannten 
Kronecker’schen Wege auch hier natiirlich nur gebildet werden, 
sofern es sich um Hauptmoduln handelt. Nun wurden aber alle nicht 
ausgezeichneten Moduln von Primzahlstufe, welche Hauptmoduln sind, in 


ey Mathematische Annalen Bd. XXI, pag. 1. 
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der hier vorangehenden Arbeit bestimmt. Fiir sie gebe ich im Folgen- 
den die rechten Seiten, d. h, also die vollen Klassenzahlrelationen, in 
expliciter Form. Zugleich theile ich einige weitergehende Resultate 
mit, welche ich bisher allerdings nur auf inductivem Wege gefun- 
den habe. 


§ 1. 
Ueber das Verhalten nicht ausgezeichneter Moduln von Primzahlstufe 
bei Transformation n»'** Ordnung. 


‘Auch bei den nicht ausgezeichneten Modulsystemen der q'*" Stufe 
ist die Transformation*) n'** Ordnung dadurch definirt, dass an Stelle 
der Grésse @ die neue Grosse 


(1) a’ = U(a) = set3 


eingesetzt wird, wo a, b, c, d 4 ganze Zahlen der Determinante 
ad —be=vn sind. Hiebei soll wieder der Einfachheit halber » zu q 
relativ prim angenommen werden. 

Es seien nunmehr 


m,(@), m,(@),..., m,(@) 
die Moduln eines vollen Modulsystems, welches zur Congruenzgruppe 
gn gehért. Es seien ferner 
m,'(@) = m,(@'),. .., my (@) = m,(a’) 
die Moduln des transformirten Systems. Dann finden zwischen diesen 
beiden Systemen von Moduln wieder Modulargleichungen bez. Modular- 
correspondenzen statt. 

Das volle System der Moduln m erreiché nach Definiton gerade 
jedes zulissige Werthsystem einmal, wenn die Variable w in das zur 
Gruppe g, gehérige Fundamentalpolygon f eingeschlossen wird. Jedem 
Punkte @ dieses Polygons entsprechen dann unendlich viele trans- 
formirte Werthe 
(2) a = Us (@) ’ 
wo s alle zur Gruppe g, gehérigen Substitutionen beschreibt. Alle 
diese Werthe sind nun wieder zu einer endlichen Anzahl von Repriisen- 
tanten N’ in Bezug auf die Gruppe g, relativ ‘iiquivalent und daher 
entsprechen jedem Werthsysteme der m auch nur N’ Werthsysteme 
der m’, 

Um die Zahl N’ zu finden, bemerke man, dass jede Grdésse 
wo’ == Us(w) durch eine lineare Substitution S—! der Invarianten- 
gruppe’ **) sich in einen Ausdruck 


*) Cr. pag. 66. (Blosse Angaben von Seitenzahlen beziehen sich wieder auf 
die Note von F, Klein im 17" Bande dieser Annalen). 
**) Math. Ann. Bd, XXI, pag. 4. 
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S-1(@') = Quan = A°F Fd 


iiberfiihren lisst, wo A ein bestimmter Theiler von », A. D = ist 
und B einen zum gréssten Theiler Z’ von A und D relativ primen 
Rest mod. D bedeutet. Hieraus folgt aber, dass immer @' — SQ4, 
gemacht werden kann. Die Zahl der Werthe 2 wurde friiher durch 


N =n.11(1 +>) dargestellt, wo p alle verschiedenen in » ent- 


haltenen Primzahlen beschreibt. 

Nun sind alle Substitutionen s gerade zu den r Substitutionen 
S, der Untergruppe G, modulo q congruent. Man kann sie daher in 
ry Reihen so eintheilen, dass die Substitutionen jeder Reihe modulo g 
zu einander congruent sind und mithin durch die Substitutionen der 
ausgezeichneten Congruenzgruppe der gq‘ Stufe auseinander hervor- 
gehen. Eine Substitution der ersten, zweiten, ... Reihe soll bez. 
durch s,, s,, ... bezeichnet werden und es sei die Festsetzung ge- 
troffen , dass Sp = Bo mod. q sei. 

Dem entsprechend theilen sich auch die unendlich vielen Zahlen 
(2) in die ry Reihen 

a = U(a), o = Us,(@),..., @ = Us,(o), 

und es ist klar, dass die Zahlen einer jeden dieser r Reihen gerade 
zu allen N Repriisentanten relativ iiquivalent sind. Fiir jede Reihe 
treten dieselben Werthe Q4, auf, nur werden die Substitutionen S, 
welche zu Q, , fiir jede Reihe noch hinzutreten, verschiedene sein. 
Tritt bei der ersten Reihe noch die Substitution S zu Q4 hinzu, so 
dass der entsprechende -Repriisentant durch SQ4,., dargestellt ist, so 
lassen sich die analogen Repriisentanten der 2., 3.,... Reihe durch 
8, SQ4z, 8, SQ4,n, -.. darstellen, wo s,', s,,... ganzzahlige Sub- 
stitutionen der Determinante 1 sind, welche eine zur Gruppe g, der s 
iihnliche Gruppe g, constituiren. In der That folgt aus den Identitiiten 


U s9(@) SS Se SQa pz, 
U(@) = SQ4p 


Use = 5.U 
So = Us, U-' = Vs, V-—', 


die Relation 


oder 


wobei V die reelle oder imaginire Substitution 


a b 
T os Vn iced Vn 
c d 
Fa Va 
der Determinante 1 ist. 
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Ich bezeichne jetzt die Substitutionen, welche den beiden Gruppen 
gn und g, gemeinsam sind und die natiirlich wieder eine Gruppe g,, 


, bilden, durch s”. Dieselben mégen modulo gq zu t Substitutionen S 
L congruent sein, dann ist die Zahl N’ aller Repriisentanten durch 
‘ N’=*N 

t 


gegeben. 
In der That werden unter der gemachten Festsetzung die einem 
gegebenen Q4 , entsprechenden Werthe 


n ‘¢ , 
SQ4 83 So SQ4 B3 eng 8, SQ4 p 


. zu je t in Bezug auf die Gruppe g, relativ iquivalent und liefern daher 
. dasselbe Werthsystem der m. Die Zahl der verschiedenen demselben 
‘ ; Q4,z2 entsprechenden Repriisentanten ist also * und N’ = . N. 

h Jedem Werthsysteme der m entsprechen also N’ Werthsysteme 


der m’ und umgekehrt wnd es ist also der Grad der zwischen den m, m' 
bestehenden Modularcorrespondenz in jeder der beiden zu Vergleich 
in stehenden Reihen von Variabelen gleich N’. 

Die so gefundenen Modularcorrespondenzen sind bekanntlich 
irreductibel. Aber es ist, wie friiher*), niitzlich, immer mehrere der- 
le selben zusammenzufassen, und also die irreductibele Correspondenz 
durch eine reductibele zu ersetzen. Man betrachte niimlich zu gleicher 


S, Zeit alle irreductiblen Correspondenzen der Transformationsgrade rt 
n. wo Q° alle quadratischen Factoren von » beschreibt. Ausdricklich sei 
80 bemerkt, dass man auch g? =» zu nehmen hat, wenn » ein reines 
mt Quadrat ist, und dass dann die zum Transformationsgrade = = 1 ge- 
b- hérige Correspondenz - —  - deutig ist. Die so entstehenden reductiblen 


Modularcorrespondenzen sind dann 
“© (n) — * &(n)-deutig, 


wo O(n) wieder die bekannte zahlentheoretische Function ist**), 


§ 2. 
Die Klassenzahlrelationen, welche den Modularcorrespondenzen des § 1 
entsprechen. 
Bei den Modularcorrespondenzen der ausgezeichneten Modulsysteme 
der q'" Stufe liessen sich die Anzahlen der Coincidenzen durch gewisse 
Klassenzahlsummen o darstellen. Ganz ebenso treten bei den Modular- 


**) Math. Ann. Bd, XXI, pag. 25, 
Mathematische Annalen. XXII. 
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correspondenzen des § 1 als Anzahlen der Coincidenzen Klassenzahl- 
summen K auf. Es gilt nun folgender einfacher Satz: 

Die Klassenzahlsummen K sind lineare Combinationen der 6. 
Demnach sind also auch die auf dem ofterwihnten Wege aus den 
siimmtlichen Modularcorrespondenzen der q'" Stufe zu erlangenden 
Klassenzahlrelationen nur einfache lineare Combinationen derjenigen, 
welche aus den Modularcorrespondenzen der ausgezeichneten Modul- 
systeme der q'" Stufe abgeleitet werden kinnen. 

Natiirlich muss man dabei beachten, dass die rechten Seiten jener 
Klassenzahlrelationen , welche den ausgezeichneten Moduln entsprechen, 
mdéglicherweise héhere, uns unbekannte, zahlentheoretische Functionen 
enthalten kénnen, welche sich wechselseitig gerade fortheben, wenn 
man geeignete lineare Combinationen der betreffenden Klassenzahl- 
relationen einfiihrt. Eben auf diesem Umstande ruht es, wenn uns 
im Folgenden die Betrachtung nicht ausgezeichneter Moduln fiir die 
siebente, elfte und dreizehnte Stufe explicite Formeln ergiebt, die wir 
einstweilen noch nicht durch die Betrachtung der ausgezeichneten 
Moduln finden kénnen. 

Um den soeben ausgesprochenen Satz von der linearen Combination 
einzusehen, bemerke man zuniichst, dass fiir een gegebenen @-Werth 
eine Coincidenz der m und m’ nach der Definition dieser Functionen 
dann und nur dann vorhanden ist, wenn @ und 


(I) a = Us,(o), 
in Bezug auf die Gruppe g, relativ fquivalent sind, d. h. wenn eine 
Gleichung 


(Ia) wo = s, Us,(o) 


besteht. Schliesst man die Variable w in das zur Gruppe g, gehdrige 
Fundamentalpolygon f ein, so beschreibt das System der m gerade 
einmal alle zulissigen Werthsysteme und die Anzahl aller Coincidenzen 
ist wieder der Anzahl der Repriisentanten R gleich, welche fiir solche 
a@-Werthe einer Gleichung (I) geniigen. 

Wir fiihren jetzt an Stelle der Variablen @ eine neue Variable 
@, ein, welche gerade das Fundamentalpolygon /’ beschreibt, das zur 
ausgezeichneten Congruenzgruppe der qg'" Stufe gehért. Wir betrachten 
ferner statt der Gleichung (I) die r Gleichungen 


(I) o,’= Us,(a,); @,’ = s, Us,(a@,);...; @' = s,Us,(a,). 
Jede dieser Gleichungen stellt eine Correspondenz des ausgezeich- 


neten Modulsystems der g'*" Stufe*) dar und zwischen den Coincidenzen 
von (I) und (If) bestehen sehr einfache Beziehungen. Zuniichst ist klar, 


*) Math. Ann. Bd. XXI, pag. 9. s, ist eine beliebige Substitution der aus- 
gezeichneten Congruenzgruppe der q'" Stufe (vergl. § 1). 
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dass jeder Coincidenz einer Correspondenz (II) eine Coincidenz (1) 
entspricht. In der That giebt es nur einen Punkt @ des Polygons f 
welcher zum Punkte @, von F in Bezug auf die Gruppe g, relativ 
iiquivalent ist, so dass s,(@,) = s,(@) wird; also entspricht einer jeden 
Gleichung o, = s, Us,(@,) nur eine Gleichung o=s-"'s, U s,(@). Um- 
gekehrt entsprechen jeder Gleichung o = s, Us,(@) gerade t Coin- 
cidenzen (I1). Setzt man niimlich s,(@) = s,(@,), wobei w, im Polygon 
F liegen soll, so giebt es ausser w, noch rt — 1 Punkte von J’, welche 
eine Coincidenz (11) liefern, niimlich die Punkte s,(@,) == a). Hiebei 
haben die Substitutionen s” die Bedeutung des § 1 und geniigen also einer 
Relation Us, = s;, U. Die t verschiedenen der gegebenen Coincidenz (I) 


entsprechenden Coincidenzen (II) sind daher durch die Gleichungen: 


(111) al) = sists st” U s,(@) 
dargestellt. 

Bemerkt man hiezu noch, dass zu jeder der x Correspondenzen (II) 
genau dieselben Repriisentanten*) gehéren, welche bez. den in § 1 
angefiihrten modulo'qg verschiedenen Reihen Us,(@) entsprechen, so 
folgt, dass fiir einen gegebenen -Werth einer Gleichung (I) mit ge- 
gebenen s, genau dieselbe Anzahl von Repriisentanten Geniige leistet, 
wie einer jeden der +t zugehdrigen Gleichungen (II). Also entspricht 
jeder Coincidenz (II) genau 1 Coincidenz (I), jeder Coincidenz (I) da- 
gegen entsprechen gerade t Coincidenzen (II). 

Dieses Verhalten gilt auch fiir die Ecken a,b,c. Sind zum Bei- 
spiel die Drehungen der Periode 3 um einen Punkt 6 nicht in der 
Gruppe g}, enthalten, so entsprechen auch hier jedem Punkte w von f 
gerade t verschiedene o“) von F' und jeder dieser Gréssen eine Coin- 


cidenz (II). Sind aber jene Drehungen unter den Substitutionen s ent- 
halten, so erhilt man aus einem w-Werthe nur = verschiedene a) ; 


allein fiir jeden dieser Werthe haben jetzt 3 der Correspondenzen (IL) 
je eine Coincidenz aufzuweisen, da jetzt in Gleichung (III) die Sub- 
stitution g/, drei Werthe hat, so dass die 1 — r-deutige Beziehung 
unter allen Umstiinden aufrecht erhalten ist. Dieselbe Bemerkung gilt 
auch fiir die singuliiren Coincidenzen, welche in den Punkten a statt- 
haben. 

Hieraus folgt das Resultat : 


(IIT) K =—- {6,+6,+---+6,}, 


wo die Grodssen 6; die den Correspondenzen (Il) entsprechenden Coinci- 





*) Math. Ann. Bd, XXI, pag. 10. 
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denzzahlen angeben*), und es ist hiermit in der That die Summe K 
als lineare Combination geeigneter Summen 6 dargestellt, wie dies in 
Aussicht genommen wurde. — 

Was nun den Werth von K, d. h. die rechte Seite der Klassen- 
zahlrelationen angeht, so kann derselbe in allen Fiiilen ohne Weiteres 
hingeschrieben werden, wenn das Chasles’ sche Correspondenzprincip 
ohne Zusatzglied gilt. Da unsere reductibelen Correspondenzen 


























~ O(n) — *  (n)-deutig 
sind, so kommt dann unmittelbar die Klassenzahlrelation: 


(IV) 29(n) = - (6, + 6, +-+++ G,). 


Insbesondere ist dies, wie wir wissen, richtig, wenn wir es. mit Haupt- 
moduln zu thun haben, und nur fiir sie werden wir im Folgenden 
vorstehende Formel in Anwendung bringen. 

Ich fiige hier noch einen Satz hinzu, welcher eine unmittelbare 
Consequenz der Gleichung (III) ist: Enthdlt die Congruenzgruppe gn 
die Congruenzgruppe gm als Untergruppe in sich, *so sind die Klassen- 
zahlrelationen, welche die erstere Gruppe liefert, lineare Combinationen 
der der letateren Gruppe entsprechenden Relationen. Von zwei Haupt- 
moduln also, deren einer sich rational durch den zweiten ausdriickt, 
werden wir nur den letzteren in Betracht zu ziehen haben. Insbeson- . 
dere aber ist allemal die Invariantenrelation eine lineare Combination 
der Klassenzahlrelationen der gq‘ Stufe. 





§ 3. 


Ueber die Gesammtheit der Klassenzahlsummen, welche einem bestimmten 
Congruenzmodulsystem entsprechen. 

a(¢ — 1) 

Pe 


Bekanntlich giebt es modulo q verschiedene ganzzahlige 


Transformationen der n'*" Ordnung 


_ ao+b 


cota U(@), (ad—be—n), 


) mod. q 


. a(q@— 
welche alle aus einer hervorgehen, wenn man auf diese sg 


verschiedene Substitutionen der Invariantengruppe anwendet. Nicht 
alle diese Transformationen U liefern natiirlich fiir eine bestimmte 
Congruenzgruppe g, verschiedene Klassenzahlsummen (III) (§ 2). Es 
scheint schwierig, allgemein anzugeben, wie viele dieser Klassenzahl- 


*) Math, Ann, Bd, XXI, pag. 48. 
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K summen verschieden ausfallen. Ich beschrinke mich hier darauf, 
m gewisse Regeln anzugeben, die im Folgenden geniigen werden, und 
vermdge deren man eine Reihe von Klassenzahlsummen von Vorne- 
n- herein als identisch erkennt. 
res 1) Offenbar erhdlt man genau dieselbe Summe, wenn man statt 
ip U(a@) etwa s,U(@) setzt, wo s, eine Substitution der Gruppe gn ist. 
Denn hierdurch werden die Correspondenzen (I1) des § 2 und also 
auch die Gréssen 6 nur unter einander vertauscht. Man erhilt also 
jedenfalls alle Klassenzahlsummen, welche einem gegebenen Modul- 
systeme entsprechen, wenn man 2 = se — 1) Transformationen U,, 
so aufstellt, dass keine Relationen U,U,'=s, zwischen irgend 
zweien vou ihnen existirt. 
pt- 2) Ferner bemerke man, dass die Klassenzahlsumme 6;, welche 
en der durch @' = U(w) dargestellten Correspondenz entspricht (von 
6,, 6,1, 6t' abgesehen), lediglich von der Grésse i=--(a-+d) mod.q 
ire abhiingig ist; und dass also alle Substitutionen U' =tUt-', welche 
In aus U durch Transformation in Bezug auf eine Substitution ¢ der In- 
n- variantengruppe hervorgehen, mit U dasselbe ¢ und damit auch die- 
en selbe Klassenzahlsumme 6; liefern. 
pt- Es sei nunmehr t irgend eine zur Gruppe g, vertauschbare Sub- 
kt, stitution, welche also fiir jede der Gruppe g, angehirige Substitution s, 
mM . einer Bedingung ts,t-' = s, geniigt, so giebt die Transformation 
noe (2) U' = sts, Ut- 
dieselbe Klassenzahlswmme (111) (§ 2) wie U. Denn die Correspondenzen 
(11) (§ 2) sind ja dann allgemein durch 
wo’ = s, U' (@) = sy Sets, Ut-‘(@) = ts, Ut-' (@) 
™ dargestellt, wobei t's, spt = s, s,~! gesetzt wurde, und liefern also der 
Reihe nach dieselben Summen 6; wie die durch s,U dargestellten. 
Man kann also wieder unter den oben ausgewiihlten Transformationen 
ge U solche aussuchen, welche in keiner Beziehung (2) stehen. 
Speciell stehen in einer Beziehung (2) zu U alle Transformationen 
s, Us,, da ja s,U s, = sy'(s, 8, U)s, ist. 
3) Ferner erkennt man, dass cine zur Congruenzgruppe g» gleich- 
berechtigte Gruppe gn keine neue Relation liefert. Denn ist gx zu gp 
le gleichberechtigt, so besteht fir irgend eine Substitution s,’ von g,, eine 
; Beziehung s, = ts,t—1, wo s, eine Substitution der Gruppe g, und ¢ 
cht eine gewisse Substitution der Invariantengruppe ist. Also ergiebt fiir 
ante sie die Transformation U die + Correspondenzen w = ¢s,¢—-!U (a), 
Ks welche sich, wenn man ¢-! Ut = U’ setzt, in der Form 
hi- a’ =ts, U’ t-'(@) 
schreiben lassen. Diese liefern aber der Reihe nach dieselben Summen 














. 
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6; wie die r Correspondenzen w = s,U'(@), welche bereits bei der 
Congruenzgruppe g, erledigt worden sind. 

Das gleiche gilt auch fiir eine Congruenzgruppe g,;, welche aus 
9x Aurch eine imaginire*) Transformation abgeleitet werden kann und 
also von einer anderen Art ist als g,; nur dass in den entsprechenden 
Relationen die Summen ot', o>! mit einander vertauscht sind. 


§ 4. 
Die Klassenzahlrelationen der 7. Stufe**). 


Die Ableitung derjenigen Klassenzahlrelationen, welche aus den 
wirklichen Modulargleichungen der Hauptmoduln von Primzah|stufe 
gewonnen werden kénnen, ist nunmehr iusserst einfach. Fiir die 
siebente Stufe reicht es nach § 2 und auf Grund der Resultate der 
hier vorangehenden Arbeit hin, die 4 Hauptmoduln m,, m,, m,', m,” 
zu studiren, welche der Reihe nach etwa folgenden Untergruppen 
entsprechen: 





1) G, {2 =9 +v mod. 7, 
v=0,1,2,...,6 
a! 2@ 4@ 

@ 0, a 
2) G. ' ~r _, mod. 7, 

CEw~s te tw 
< Y? , ns i 20+3 380 — 2 
3) G, (m, ) \@ ——— @, am o ; “Sa rs 2? —to— Ss mod. 7, 
, Y? ” 1 2a—3 30+2 
4) Gj (m,") jo s/s =. we a mod. 7. 


Von ihnen erweist sich iibrigens m, bei niiherer Untersuchung 
noch als iiberfliissig, da er keine neuen Relationen liefert; ich werde 
ihn also im Folgenden bei Seite lassen. Ebenso ist es iiberfliissig, 
neben m, noch besonders das m,” zu betrachten. 

Der Uebersicht halber stelle ich hier vorab die Klassenzahlsummen 
6 der 7. Stufe ausfiihrlich zusammen ***), wobei ich zwei Falle unter- 
scheide : 





*) Math. Ann. Bd. XVIII, pag. 355; Bd. XXI, pag. 48. 

**) Wegen der Resultate vergl. meine wiederhdlt citirte Note aus den Be- 
richten der Miinchener Akademie vom Febr. 1880 oder auch den Abdruck der- 
selben im 17'" Bande dieser Annalen. 

***) Math. Ann. Bd. XXI, pag. 43 und pag. 48. 
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I) nm quadratischer Rest modulo 7. 
4n — key 
1) 6, =7-48- >) H (“= ) + 48 U,,z, 


i. as P >| He — ki) — H(™ ey] + 6U,,, 
3) 6, = 8. S'HGn — k?), 
4) oy, =6- >) H(dn — Kyz) + 6 Uys + 6 Uj yx, ; 
B) Gy; =8- > H(4n — k3y;); 
IT) » quadratischer Nichtrest modulo 7. 
1) o =6- > H(4n —k3) +12 U,=, 
2) 6, =8- >) H(4n— I), 
3) dy—,= 6- >) H(4n — k3y—) + 60, y= + 6U,y—, 
4) 6y-,=8:- a H(4n — k?y/—)- 


Hierbei bedeutet 6;, wenn ¢ endlich ist, die Zahl der Coincidenzen der 
durch die Congruenz ow’ = cota mod. 7 dargestellten Modular- 
correspondenz des ausgezeichneten Modulsystems der 7. Stufe, wofern 


+ (a+ d)=i mod. 7 ist. In gleicher Weise entspricht 6, der 


’ no . , n@ b 
Congruenz @ = Van , 6 einer Congruenz @ = Voot? oder 
Vn Vn 
no . . 
= _Vaw _ , wenn b bez. c von 0 mod. 7 verschieden ist. 
co + Vn : 


Die Summen >H (4m —k,?) auf der rechten Seite erstrecken 
sich, falls ¢ von 0 verschieden ist, auf alle positiven ganzen Zahlen 
k;, welche =-+ i oder —imod.7 und nicht grésser als 2)/n sind. 
Hingegen beschreibt in der Summe Han — k,*) die Grosse k, 
die Null und alle positiven und negativen ganzen Zahlen, welche 

0 mod. 7 und ihrem absoluten Betrage nach nicht grésser als 
2yYn sind. 

Endlich bedeutet U; die Summe aller ganzzahliger Theiler von », 
die kleiner als //n und =i oder —i mod.7 sind, mit dem Bemerken, 


dass, wenn » ein reines Quadrat ist und j/n’ ebenfalls die Bedingung 
Vn= +i mod. 7 erfillt, zu jener Summe noch > Yn hinzuaddirt 


werden muss. 
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Ich erledige zuerst den 


If. Fall. (mn eeyst terse Nichtrest mod. 7). 
A) Gruppe G, (a = @ ‘ah v mod. 7). 


a) Die Transformation U = “ -, ad=n liefert die 7 Congruenzen 
(§ 2, I) 


mod. 7. 


3,0 = soto 


Die Relation III, § 2 wird daher, da i, =i, =i, =---=i,=a+d 
ist, einfach 

Gaia = 29(n). 
Speciell kommen die 2 Formeln: 


(1) 6,=20(n) (a= —d=Yy-n), 
(2) O2y~=n = 20(n) (A = 2Y—n, d=3Y—n). 
Jede Transformation U = sete , ad— be=—n, fiir welche c=0 


mod. 7 ist, liefert eine dieser 2 Formeln (nach § 3, 1). Ist aber 
eZ 0 mod. 7, so wird 

. 7 — (@ter)o+(b+ dr) 

5 U= co+d- ? 
ins =a+d+er, d. h. t,41 beschreibt alle Reste mod. 7, und die 


o=s6, 1, 00,8 
entsprechende Relation lautet demnach: 


1 ¢ 6 % 6 
7 (% + 26y, +. 26,y;5 a 26,y;) = 20(n). 
Diese drei Formeln sind also die einzigen, welche der Hauptmodul 


m, hier liefert. 


B) Gruppe G, (zu m, gehorig) 1; =, s=— + etc... 4 . 


2) v=, gu=t*, 7a s¥ase—8—s 
— V—s 


J—ae’ ° 3V —no+2V—n ‘ 
;v= 3V—no + 2V—n 
“s —2V—no+3V—n 
ii; =0, i,=—0, i, —4Y—n, i, = /—n, 


mod. 7; 





(3) { (2% + Giy=a + Gy=a) = 20(n). 
,_. 2V—no Sh —s 4V—no+2 y=n 
b — — > — ——<— , >_— 
) U 3V—n > 4% 2V—no : 40= —V—no 4+V—n 


s, v= == 00 +s 


3 V—no — 2) — 


*— mod, 7; 
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4 = 97a, i, Lama, Ce sy—e 
(4) 4 (6) + 262y=a + G4y=n) = 2O(n). 


Die Formeln (1), (2), (3), (4) geben combinirt das elegante Resultat: 
Ist n quadratischer Nichtrest modulo 7, so ist 





Gy = ov = ova = Ova —_ 29(n) 
oder : 





(1) 3. STH(4n — 2) = 0(n) — 6 Uy—, 

3 > Han — # y=) = O(n) — 3U,y=, — 3Uy= 
v =$¥(n) —5 O(n) + 3U,—, 
3) 4- Han — xj—) = O(n), 

4) 4- S Han — x)= O(n). 


Ebenso einfach gestaltet sich die Aufstellung der Klassenzahlformeln fiir 
den I. Fall (n quadratischer Rest mod. 7). 





A) Die Gruppe G,. 


a) U= te giebt s, U = inet Tee 
pene n v=0,1,2...6 n 
(1) + (6x + 66,,) = 20(n); 

oe oVn 

b past sieht 5,0 a Snot elas 
:' ) avn «CO ety 2Vn ‘ 
aiso: 
(2) Oy, = 29(n). 


B) Die Gruppe G,' (zu m, gehdrig). 





v=, tas, gua teeth 


a) 


Vn : Vno ’ ay 3Vno —2Vn’ 
— _3Vno—2Vn_ 
Sy ieee mod. 7; 
i; = 00, i, = 0, i, = 0, i, = 9, 
€ 1 « 
(3) 7 (G2 + 36,) = 20(m). 





_ 2Vne — 4Vno —2Vn 
b T= oo = 5. Bis ithe 
$2U : a —Vao—Vn ’ 
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i, = Yn, i, =—0, i, —4Yn, i, =Vn, 
(4) + (267m + 5) + Os1yn) = 20(n). 


Durch die Formeln (1), (2), (3), (4) lassen sich 6, 6,, Ove» syn 
durch den einzigen Parameter 6, darstellen. Aber 6, selbst lisst 
sich auf dem eingeschlagenen Wege nicht bestimmen. Dies folgt 
schon einfach daraus, dass sonst u6, — v®(m) sein miisste, wo u, v 
2 feste ganze Zahlen sind; allein eine einfache Controle (an einigen 
Zahlenbeispielen) zeigt, dass eine soleche Gleichung nicht bestehen kann. 
Ich habe in den friiheren Formeln*) statt 6, den Parameter 
4n — x*__ 
E(n) = 3- H - ats, eingefihrt. Dann ergeben die 4 Formeln 
des ersten Falles das Resultat: Ist n quadratischer Rest modulo 7, so 
gelten die Formeln: 


ie -* 
° > 2Vn 7; 
2) 3- > H(4n —%") = (n)— 14&(n) — 60,,, 


via 13) 38> SHGn—x%,) = O(n) —30,y,—3 Uy, 
=F ¥@) — FOM)+3U,,, 

4) 3 Ss HAn — xyz) = O(n) — 6U,; — TE(n), 

5) 6- Ds H(4n — xi~) = O(n) + 12U,, + 288(n). 





Es ist jedoch zweckmiissiger, statt §(m) einen anderen Parameter 1 (mn) 
durch die Gleichung 


6, = 29(n) + 3y(n) 
einzufiihren, der also zu &(m) in der Beziehung steht: 
112&(m) = 20(n) — 48 Uyn + 3y(m). 


Dann nehmen die Formeln des ersten Falles die elegante Gestalt an: 


Vib 6, —3y(n) = 6, + + 9(n) = 6, + 4(n) = oy, = 6,y-— 4 (n) 
= 29(n). 


Ich habe auf dem Wege der Induction gefunden, dass der Para- 
meter 4(”) héchst wahrscheinlich die folgende Bedeutung hat**): 


*) Miinchener Akademie. 

**) Vergl. eine Bemerkung von Kronecker, Berliner Monatsberichte 1875, 
pag. 225ff., die insofern analog ist, als es sich auch bei ihr um die Summe gewisser 
complexer Theiler der Zahl » handelt, 
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er 

















Ueber Klassenzahlrelationen. 


y(n) = > * 


wo x, alle quadratischen Nichtreste modulo 7 beschreibt, welche in der 
Gleichungsform 4n = x,? + Ty,” auftreten kinnen, wobei die positiven, 
negativen und Nullwerthe von x, und y, mit zu beriicksichtigen sind. 

Eine grosse Zah) von Controlen hat diese Vermuthung bestiitigt. 
Auch habe ich fiir specielle Werthsysteme von m die genannte Dar- 
stelling nach dem Brill-Cayley’schen Correspondenzprincipe be- 
weisen kénnen. Es ist mir jedoch bislang nicht gelungen, einen 
allgemeinen Beweis hiefiir aufzufinden. 

Ks bedarf wohl kaum der Erwiihnung, dass von den aufgestellten 
Formeln nur je 3 etwas wesentlich Neues liefern, da ja die 4 Formeln 
sich zur Invariantenrelation zusammensetzen. 


Es ist 


§ 5. 
Klassenzahlrelationen der 11. Stufe. 


Die Summen 6 schreiben sich hier in folgender Gestalt: 


I. nm quadratischer Rest mod. 11. 


4in— > a 
1) 6, = 10.11. 12. SH/( at :) + 120Uyn, 





4n—x 
2) «= 11. > [H(4n — «y,)—H ( ae )| + 10Uya, 
3), 4), 5), = 12. SH (4n — x2) fiir a= 0, Yn, 5Yn, 
6) Gy; = 10. >) Hn — a2,,) + 10U, 2+ 10U,,,, 
1) yg = 10. > H(4n— x2 ),) + 100, yz + 10U,,,, 


Il. » quadratischer Nichtrest mod. 11. 
1) 6, = 10. > H (4n — 2) + 200,—, 
Y 2 
2) o/—, = 10. S/H (4n — we —) + 10, + Uy, 
3) 6, /—, = 10. > H(4n— x3 —) + 10U,,— + 100,)/—, 
4), 5),6) 62 = 12. >) H(4n— x2) fir @ = 2/—n, 3/—n, 5f—n. 


Die auftretenden Zeichen haben dieselbe Bedeutung wie in § 9, 
nur dass an Stelle der Stufe 7 iiberall 11 gesetzt werden muss. 
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Es reicht nach § 3,3 hier hin, nur eine Gruppe G% zu studiren. 
Ich wihle die folgende: 


,__ @@ — 3ea-+ 0” — e“ a+ 30” 
eo = a? aa : a nT cg ta mod. 11, 
e e "@ e "a—3e 3g "ote ™ 
(4=0,1,2,3,4; v= 0,1,2, 3, 4) 
wobei @ = — 2 zu setzen ist, so dass 9° = 1 mod. 11 wird. 


Nach §3,1 braucht man, um alle durch den hierhergehérigen 
Hauptmodul zu erlangenden Resultate aufzufinden, nur 11 Transforma- 
tionen U so aufzustellen, dass nicht zwei von ihnen einer Relation 
U, U, ' =, geniigen, wo s, der betrachteten Gj angehért. Solche 
Substitutionen sind 


1, Up = ot 


Vi , Wenn » quadratischer Rest von 11, 
n 


2) U, = = 5 +») , Wenn » quadr. Nichtrest von 11 ist. 
—~V—n 


(v0, 1, 2,..., 10) 
Diese Transformationen kann man indess nach § 3, 2 noch weiter 


einschrinken. Es wird nimlich U, durch die Substitution ¢ = a 


der Gruppe Gg in tU,t-' = U,@ transformirt, also geben alle Trans- 
formationen U,, in denen v denselben quadratischen Charakter mod. 11 


hat, dieselbe Relation und es ist mithin nur néthig, je 3 Fille zu 
studiren: 


1) U, pd Vne U, oes Vn(o + 1) st Vn(@ — 1) 
Vn Vn 
fiir » Rest, und 
2) U, ie V—no U, pad V—n(o+1) Uc V—n (@— 1) , 
—yV—x —V—n —l~—* 


fiir » Nichtrest. 


I. Fall; » quadratischer Rest mod. 11. 
Hier ist besonders die Transformation U, einfach zu erledigen. 


Ist nimlich s, = vets eine Substitution der G%, so wird 
: a aVno -}- 6Vn 
+ Uy yVno+ aVn’ 


also 


i=+(at+d=+(a+d)yn. 


Nun soll s, der Gruppe G angehéren und diese enthilt be- 
kanntlich: 








ase 


awnrant 
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Kine Identitit, welcher 6,, entspricht, 2 Arten von je 12 gleich- 
berechtigten Substitutionen der Periode 5: 


(@«+d=e+o'=3 bez. a+ d= — (e?+ 9-*) =4 mod. 11), 
20 gleichberechtigte Substitutionen der Periode 3 (a+ d= 1), 15 


gleichberechtigte Substitutionen der Periode 2 (2+ 6-0). Also 
heisst die entsprechende Relation: 


(a) G5 (a + 1203y% + 1261yx + Woyx + 156,) = 2O(n). 
Sie setzt sich, wenn man die Werthe der 6 einsetzt und bemerkt, dass 


2 Uyn + 2 U2yn + 2 Usyn + 2 Us yn + 2 Usyn = O(n) — ¥ (mn) 
ist, in folgende Gestalt: 


an— x. > : 9 
2 SH ( ae )+3 Sun — 43) +4 SH(4n — 4.) 
42>) H(4n— 8.) +2>) H(4n — x3) = O(n) + ¥(n)”. 
Was die beiden Fiille U, und U_, anbelangt, so unterdriicke ich 


die sehr einfachen Ausfiihrungen und bemerke, dass sie resp. dasselbe 
Resultat ergeben, niimlich: 


(b) 5 46) -+9oya + 126, + 126,75 + 1261yx + 1 6sya) =20(m). 
Uebrigens sind die beiden Formeln (a) und (b) nicht unabhingig von 
einander ,' setzen sich vielmehr linear zur Invariantenrelation (a)-+ 10-(b) 
zusammen. 

. Man erhiilt also hier mit Hilfe der Hauptmoduln nur eine einzige 
neue Klassenzahlformel. Als solche schreibe ich die Relation (a)—(b) hin: 


116, + lloy; + 6, — 126, — 1losy; = 0 
oder: 


(VIT) = H(4n — x,”) +> H(4n — Hy/_) — = H(4n — #3 Va) 
‘ 4n — x3 > 
— ae (4n — xy) +11 a H a m= ®. 


II. Fall; m quadratischer Nichtrest mod. 11. 


Hier liefern U, und U,, dieselbe Relation (a), U_. ergiebt die 
Relation (b): 


1 ‘ Ls 
(a) Gp (66+ 120,— + 156,)/—+106,,—+ 126,,— 4+ 56,y-) 
=20(n), 


5. 
(b) Gp (8G + 126,— + 46,)—+ 106,,— + 126,,—+ 166, y—) 
= 29(n). 
*) Die so geschriebene Relation findet sich fiir den Fall n=1 mod. 11 bereits 
in meiner Miinchener Note. 
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Da hier die Combination 6(a) + 5(b) die Invariantenrelation 
ergiebt, so liefern die Hauptmoduln hier auch wieder nur eine neue 
Klassenzahlrelation (a) — (b): 


6.y—n = %5y=n 
oder 


(VIII) Dhan — 2) = DS Hn — 2) —). 


Ich bin auch fiir diese Stufe auf dem Wege der Inductioh weiter 
gegangen und habe nachstehende Formeln als wahrscheinlich bestehend 
gefunden: 

I. » quadratischer Rest mod. 11. 


1) Gy, - Wa 0, 
2) 116,,, == Q, 

2) lle, — 126, +6, = 220(n), 
4) 65V¥q — Sy, =20(n). 


— 6, — 106, = 
(IX) 


Hier bedeutet g(n) die Summe > ry welche iiber alle positiven und 


negativen ganzen Zahlen 2, hinzuerstrecken ist, welche quadr. Reste 
mod. 11 sind und fiir welche 


4n=2,?+ lly, (a, y- ganze Zahlen) 


ist, wobei die positiven, negativen, sowie die Nullwerthe von y, zu 
beriicksichtigen sind. — 


II. » quadratischer Nichtrest mod. 11. 
(X) = ov — ovo } Ve oF i a . 


§ 6. 
Klassenzahlrelationen der 13. Stufe. 
Die Klassenzahlsummen fiir diese Stufe sind explicite hingeschrieben 
die nachstehenden: 


I. » quadratischer Rest mod. 13. 


_— 
Xe 


4n Va . 
1) 6, = 12.13.14 SH —g5 * + 12 -140,,, 


2) of! = 26. >’ Hyi(4n— x22) + 12U,,, 

8) oz! = 26. > HL (4n — ,,) + 120,,, 

4) o =12. > H(4n— x2) + 24U,,., 

B) oy, = 12. Han — wf ) + 12, + 2 ye 








1), 


od 
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6) 6 yz—= 12. Han — 8) + 120 yz + 120 yz, 
7), 8),9) 6.—= 14. >’ H(4n — x2) fir a= 3/n, S/n, bn: 


Il. » quadratischer Nichtrest mod. 13. 
1),2),3),4) 6g = 14. >’ H(4n — 22) fiire—0, 2/2n, 3/2n, 6/ In, 
B) Og, = 12. >) H(4n — whe.) + 12 Uy ys + 12 gyge 
> € Y 2 ‘ 
6) 6, yg, 12. >) H(4n — 222) + 12U ya, + 120 yas, 


1) 6, yg, 12. >) H(4n — 42,2) + 12 Ug. + 12 yy g-. 


Was die Bedeutung der vorkommenden Grdéssen anbelangt, so 
verweise ich im allgemeinen wieder auf § 4 und § 5, und fiige hinzu, 
dass die Summe ot! bez. o>! den Congruenzen 

_ — Vno+b 
a = Va 
ha ae 
co + Vn 
entspricht, je nachdem b (oder c) quadratischer Rest oder quadratischer 
Nichtrest mod. 13 ist. 


oder 


I. Fall; » quadratischer Rest mod. 13. 


A) Ich verwende zuniichst den Modul m,,, als dessen zugehérige 
Gruppe Go ich folgende wihle: 


Ge (s, =ea+r, ts = sere mod. 13). 


ge=nG,1,2,..., 38 
Die Transformation U = ree liefert: 
n 
(a) ag (136, + 6,, + Got! + 605!) = 20(n). 

U= 2) "©. ergiebt die Formel: 

Vn 

1 G 

Kine dieser 2 Relationen liefert nach §3, 1 jede Transformation 

awo-+b 


= - fiir welche c =O mod. 13 ist. Ist aber ¢ = O mod. 13° 


—~"eo+d’? 
so kommt die Relation: 






| 
| 
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1 6 
(ec) Ty (6. +of'+o5'+26,.+ 26,yz+ 26,y,+ 26; ya +26,y,) 
=2(n). 
B) Der Hauptmodul m,, liefert hier ebenfalls neue Relationen. 
Als zugehérige Gruppe G9 wihle ich die folgende: 


tot oe ?s,= fet* mod. 13. 


v=0,1,2,...,12 


Gq \s, = o-+ y, ts,= 


Zuniichst resultirt aus der Transformation U = re die Relation: 
n 
(a) ap (26 Oy, + 6, + Got! + 6oz") = 20(n). 
Ferner ergiebt U Sine das Resultat: 
— n 


(e) (26, yq + 5) = 20(n). 


Wird weiterhin eine Transformation U— *°+° angewendet, fiir 
co+d ? 


welche die Grosse c¢ quadratischer Rest mod. 13 ist, so kommt die 
Gleichung: 


(f) {5 (6) +20f! + 20,, + 20), +26,), +26, 1, +26,,,) 
= 29(n). 
Ist aber in U die Grésse ¢ quadratischer Nichtrest mod. 13, so kommt 
die Relation: 
(g) +s (6, + 20," + 26, + 2635 + 26,y5 + 265; > 26, yx) 
= 20(n). 
Diese Formeln sind natiirlich nicht von einander unabhiingig. 
Zuniichst folgt aus (f) und (g) die Klassenzahlrelation 
ofi'= 6;', 
und hieraus auch fiir die 13. Stufe wieder die Fundamentalrelation 
H+ (m) = H_1(m). 
Dadurch werden die Formeln (f), (g), (¢) identisch. 
Ferner erkennt man, dass die Formel (d) eine lineare Combination 
der Relationen (a), (b), (e) namlich 
4 
@ == (a) ++) —() 


ist, und dass die Combination 


qHO+g@+5 


die Invariantenrelation ergiebt. Man erhdlt also ausser der Funda- 















it 


uw 


in 
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mentalrelation noch 3 wesentlich neue Resultate fiir den Fall, dass n 
quadratischer Rest von 13 ist, némlich: 


(1) Fy; + 4y;) = 20(m), | 


(XIa) (2) 5 (6) + 24,y,) = 20(n), 
























(3) = (136, + 126t1 + 6,) = 20(n), 
oder, wenn man bemerkt, dass: 


H(m) = Hy (m) + H_s(m) +H (.%) 


ist (wobei m = 0 mod. 13 angenommen ist): 
Q) 3 SH4n—85 43>) Han— 2) 
= O(n) —3U,y,—3 U,y,—3 Uy, —3 Uy yz 
=> ¥(n) — 5 O(n) + 30,430 ,y,, | 
2) 2 > H(4n — x2) +4 > H(4n — 3/,) 
= O(n) — 4U,), —4U,y, — 40 yz; 
(3) 3 >)H(4n — 2) +3 >) H(4n — 22, -) 


in — Wy; 


(XIb 


uw 








a 


Il. Fall; » quadratischer Nichtrest mod. 13. _ 
Wir verwenden zunjichst wieder die Gruppe G., welche zum 
Modul m,, gehdort. 
Die Transformation U = i sy giebt die Formel: 
2n 
1 
(a) = yet 6, van) = 20(n). 


Ferner liefert U = 2s. das elegante Resultat: 
— 2n 
(b) Gy 3, = 29(n). 
Jede Transformation U, fiir welche c= 0 mod. 13 ist, liefert eine 
der beiden Formeln (a), (b). Hingegen liefert ein durch 13 nicht 
theilbares ¢ die Relation: 


(ec) 57 (+26, +- 2 6.95 +26, yr, +2 ya, +2 Os yan +2 6,y55) 
=29(n). 


Mathematische Annalen. XXII. 14 
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Leicht iiberzeugt man sich, dass die Gruppe Gg nur die Formeln 


3 (4) + ; (b) und (ec), also nichts neues liefert. 


Da die Combination 


13 1 1 

nO +tgZ@O+tgsg® 
die Invariantenrelation ergiebt, so hat man fiir den Fall, dass n 
quadratischer Nichtrest mod. 13 ist, zwei neue unabhingige Formeln: 


(1) Gy, = 2O(n), 


(XTla) Lae 
(2) { Gyyaa + Ssysq) = 2O(n), 


oder: 


(1) 6 > H(4n —_ *y/sx) = O(n) 6 U.ysn — SU sya, 
xr) }@ 3 >) H(4n — why) +3 >) H(4n — 22) ,-) 
= P(n) —3 Ovax _— 3 Us yan — 3 Us, vam — $3 Usyax 


3 1 3 3 
=> V(n) — 3 O(n) + 3 2V2n +3 Usyan- 


Setzt man speciell in Formel (1) » =5 mod. 13 voraus, so geht die- 
selbe in die von mir in meiner Miinchener Note angegebene Formel 
der dreizehnten Stufe iiber. — 

Zum Schlusse will ich noch die vorstehende Formel (1) an einem Bei- 
spiele erproben. Sei » = 249 = 2 mod. 13, dann wird die Formel (1): 
6 >) H (4n—x,2) = (n)—6 U,—6 U,. Hier sind dem x, die Werthe: 
2, 11, 15, 24, 28 beizulegen. Dann kommt linker Hand die Summe 
6 - [H (992) + H (875) + H (771) + H (420) + H(212)| = 6 - [24 + 12 
+6-+ 8-+ 6] = 336. Nun hat m die Theiler 1, 3, 83, 249. 

Also ist O(n) = 1+ 3-4 83 + 249 = 336 und U, = U, = 0, 
was richtig ist. 





Bamberg, den 1. Februar 1883. 


























Ueber arithmetische Eigenschaften gewisser transcendenter 
Functionen. 


Von 


Avotr Hurwirz in Gottingen. 


Die Exponentialfunction, welche sich durch die homogene lineare 

Differentialgleichung erster Ordnung: 

a7 
definiren laisst, besitzt merkwiirdige arithmetische Eigenschaften , deren 
Untersuchung in den bekannten Arbeiten von Hermite*) begonnen 
und neuerdings von Herrn Lindemann™) mit grossem Erfolge 
weitergefiihrt worden ist. 

Es existiren nun, wie ich gefunden habe, unter den homogenen 
linearen Differentialgleichungen aller Ordnungen solche, deren Inte- 
grale ibnliche arithmetische Eigenschaften zeigen, wie die Exponential- 
function. In dieser vorliiufigen Mittheilung will ich mich auf Differential- 
gleichungen von der zweiten Ordnung beschriinken. Hier sind es die 
Gleichungen von der Form 


azy’ =by+y, 
deren Integrale (als Functionen der unabhiingigen Variabeln z) in dem 
angegebenen Sinne der Exponentialfunction an die Seite zu stellen 
sind. Die Constanten a und b bezeichnen dabei irgend welche ganze 
Zahlen; nur der Werth a = 0 sei ausgeschlossen. 
Den nachfolgenden Untersuchungen wiirde man auch die etwas 
allgemeinere Gleichung 


(az+c)y’ =by+y 
zu Grunde legen kénnen. Jedoch geht dieselbe durch die Substitution 
az+c=2&, 
in eine Gleichung der ersten Form iiber, so dass die Verallgemeinerung 
nur eine scheinbare ist. 


*) Siehe namentlich: ,,Sur la fonction exponentielle‘. Par M. Ch, Hermite, 
Paris 1874. 

**) Mathem. Annalen Bd, XX pag. 213: ,,Ueber die Zahl 2“. 
14* 





A. Hurwrrz. 


I. 
Hiilfssatze. 


Der Gang meiner Untersuchung ist demjenigen ganz analog, 
welchen Herr Weierstrass zu einem neuen und tiberaus einfachen 
Beweise fiir die Transcendenz von e und z eingeschlagen hat*). 

Versteht man unter y irgend ein Integral der Gleichung 


(1) asy’ = by +y, 

unter g(z) und h(2) irgend zwei ganze rationale Functionen von z, 
so lassen sich immer zwei andere ganze rationale Functionen von 
2: 9,(2) und h,(z2) bestimmen, der Art, dass identisch 


, d , 
(2) 92) y + hey => {n@yt hy} 
ist. Man findet nimlich fiir das Bestehen dieser Identitiit die Be- 
dingungsgleichungen : 
, h, (2 
gy (2) + 2) — g(e), 


az 
’ hy ( 
9; (2) + hy (2) +b “2 = h(e), 
und diese Gleichungen kénnen ersetzt werden durch die folgenden: 


(3) 9: (2) — (a+b) 9, (2) — a2g," (2) = h(2)— (a+b) 9 (2) —azg'(z), 
h, (2) = a2(9(2)—g, (2)). 

Man erkennt nun sofort, dass sich die Coefficienten der 
Functionen g,(2) und h,(2) ganz und ganzzahlig aus denen von g(z) 
und h(z) zusammensetzen. In Bezug auf die Grade der betrachteten 
Functionen ist Folgendes zu bemerken. Man verstehe unter dem 


Zeichen 
(g|h] 


den Grad s der Function g(z) oder den Grad s’ der Function h(z), 
jenachdem s > s’ oder s < s’ ist. Die analoge Bezeichnung werde fiir 
irgend zwei ganze Functionen von z angewandt. Geniigt nun die 
Zahl r der Bedingung 

r>{g\hl, 


r+1>[9,\h1, 


wie aus den fiir die Functionen g, (2) und h,(2) geltenden Bestimmungs- 
gleichungen (3) hervorgeht. 


so ist 








*) Herr Weierstrass hat seinen Beweis (Winter 1882/83) im mathe- 
matischen Seminar zu Berlin vorgetragen und wird denselben demniichst im Druck 
erscheinen lassen. 










Ste 











er 
ohh 


m 


2), 
tir 
lie 


e- 


ick 














Arithmetische Eigenschaften gewisser transcendenter Functionen. 


213 


Die Identitiéit (2) benutze man jetzt zur Reduction des Integrales 


fer {g(2) y + h(z) y} dz, 


wo f(z) eine ganze Function von z vom Grade n-+ 1 bedeutet. Es 
ergiebt sich successive: 


LEON" £9(e)y+-h(e)y\ de 


= {ny +h, (2) y} re +f" for {—f (2), @)y—f @h, (2)y'} dz, 
ME ‘. iy! penncenseiiti hy(2)dey' 


= {9,(2)yt+h,(2)y'} hr - J ‘oar 3! a dz, 


SFO {=P my =F Olina @)y } ae 
= {Gm (2) y + him (2)} F(2) A Gms (2) YA Pemees (2) y’- 
Hierbei hiingen die Functionen 
Ge4r(2) und = hyyi(Z) (k = 1, 2,-- -, m) 
ebenso von den Functionen 
—f'()g(2) md —f'(2) hale) 
ab, wie g,(2) und h,(z) von g(z) und h(z). 


Fasst man die obigen Reductionsformeln zusammen, so _ er- 
halt man: 


(4) LEE fo ¢z)y + h(z)y'} de— fe) {Gn(e)y +Ha(ey} 
+ Jm-+1 (2) y + Dims (2) y. 


Die Coefficienten der ganzen Functionen gn 4:(2) und hy41(2) 
setzen sich ganz und ganzzahlig aus den Coefficienten von g(z), h(2) 
und f(z) zusammen. G,,(¢) und H,,(¢) sind ganze Functionen von z, 
auf deren nihere Beschaffenheit wir nicht einzugehen brauchen. 

Es werde nun die Voraussetzung eingefiihrt, dass keine der beiden 
Functionen g(z) und h(z) von héherem als dem ne Grade ist, 
dass also 

n> (g\h). 


Dann folgt successive: 
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n+ 1 > (9,\'), 


2n-++1>[—af' |—hf), 2n + 2> [go\hr], 
3n + 2>([— gf" |—Ief'), 3n + 3 > [gs|hsl, 


- 9 (m + 1) (@ + 1) > [Gm4s| mts). 
Da hiernach die Grade der Functionen g,,4:(2) und hn4i(2) die 
Zahl 
(m + 1) (n+ 1) 
und, a fortiori, die Zahl 
m(in+ 2)+n 
nicht iibersteigen, so kann man zwei andere ganze Functionen 
g(2,m) und h(z, m) 
finden, deren Coefficienten sich ganz und ganzzahlig aus den Coeffi- 
cienten von g(z), h(z) und f(z) zusammensetzen, deren Grad nicht 
groésser als ist und welche der Bedingung geniigen, dass 
Amt?) gnis(z) —g(e,m) und Amt), .(2) — h(ze, m) 
durch f(z) theilbare Functionen sind. Unter A ist dabei der Coeffi- 
cient der héchsten Potenz in f(z) verstanden. Fiihrt man an Stelle 
VON Gmyi(2) und hy 1(2) die Functionen g(z,m) und h(z,m) in die 
Gleichung (4) ein, so ergiebt sich: 
feser , Sais hie ' 
; no {g(2)y+h(2)y} da = f(z) {G@(z,m)y+ H(z,m)y'} 

+ 9%, m)y-+h(z,m)y, 
wobei G(z, m) und H(z, m) ganze Functionen von z sind. Der voll- 
stiindige Inhalt der vorstehenden Formel lisst sich folgendermassen 
aussprechen. 

Satz 1: ,Man verstehe unter y ein beliebiges Integral der Diffe- 
rentialgleichung 
asy’ = by + y; 
ferner sei f(z) eine ganze Function von z vom Grade n+ 1 und A 
der Coefficient von 2" in f(z). 


Dann bestehen, fiir 4=0,1,2,---, m, die folgenden identischen 
Relationen : 


*La"t? f(2))™ 2 j Te 1G ‘ H i 
of yde = f (2) {Ga(zm)-y + Ha(z,m)y} 
+ galz,m)y + ha(s,m)y’, 
(5) [ 4*t? f(z)" 
fete” say ds = £06) {Gusrsa(&,m)y + Hapssale,m)¥} 
+ Jntita (2,m)y + Ingrza (2m) y 
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Hierbei bedeuten, fiir k = 0, 1,2, +--+, 2n+1, 

Gi(z,m) und A;,(z, m) 
ganze rationale Functionen von 2; ferner 

ge(Z@,m) und hy(z, m) 

ganze Functionen von z von nicht hiherem als dem n Grade, deren 
Coefficienten sich ganz und ganzeahlig aus den Coefficienten von f (2) 
zusammensetzen.“ 
Fiir die beabsichtigten Anwendungen des vorstehenden Satzes ist 


es erforderlich die Frage zu erledigen, ob die beiden in Beziehung auf 
z identischen Gleichungen 


CoJo(Z, ™) + Cg, (2, m) + +++ + Congr Ganpi(Z, m) = 0, 
Cyhy (2, m) + ey hy (2, m) + + ++ + Conpihenri(z,m) = 0 


bestehen kénnen, ohne dass die Coefficienten c simmtlich verschwinden. 
Diese Untersuchung soll jedoch nur unter der Voraussetzung angestellt 
werden, dass f(z) und f’(z) keinen gemeinsamen Theiler haben. 

Aus der Annahme, dass die angegebenen Gleichungen stattfinden, 
ergiebt sich: 


' n+2 4, m “4 - Md 
[a” fia) \y D2 ae+ty coast dé 


=0 =0 


=f (2) {G(@)y+ Hey}, 


e 


oder 


(6) fO"o@) y+ fe" v@y' = s {feK Gey +ferHoy}, 


wobei 


n 


Am (n+2) 
am! “a ca = 9(#), 
=0 
n 
Am (+2) 
= > Cnpitas® = (2), 
=e 


f(2) (2) = Fe Ge), 
f(2) H(e)= fe) He), 
gesetzt ist. 

Die ganzen Zahlen w und v sind >1 und die Functionen G (z) 
und H(z) diirfen, falls sie nicht identisch verschwinden, als durch 
f(z) nicht theilbar vorausgesetzt werden. 

y 


Da, wie weiter unten gezeigt werden wird, ~~ nicht einer ratio- 


nalen Function von ¢ gleich sein kann, so folgt aus (6): 
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f(a" p(2) = 2 {fe G(e)} + flo” 2S, 





f(2)™ v2) = fle Ge) + 4 {Fey Ho} + b fle 22. 


Hier besitzen die Functionen linker Hand héchstens den Grad 


m(n + 1)-+ »; bezeichnen wir daher mit @ den Grad von G(z), mit 
B den Grad von H(z), so ist 


(m+1)(n +1) >e(n+1) +e, 
fashee he ee ehae 
In der That ist die Gleichung (6) von derselben Form wie (2) 
und es liisst sich daher hier die iiber die Zahlen [g|h] und [g,|h,} 
auf pag. 212 gemachte Bemerkung anwenden. 
Wir unterscheiden nun verschiedene Fille: 
1) G(¢) und H(z) verschwinden identisch. Dann wiirden auch 
y(z) und (2), also simmtliche Coefficienten ¢ gleich Null sein. 
2) H(z) verschwinde identisch. Dann folgt: 


f(2)"p (2) = fle)" G@ (2) + wfley'f' (@) G2), 
f(y" (2) = f@)* Ge). 


Daher miisste « =m und folglich f’(2)G(z), also auch G(z¢) 
durch f(z) theilbar sein, gegen die Voraussetzung. 
3) G(z) verschwinde identisch. So ergiebt sich: 


f(2)™ 9 (2) = Fe)” ey ; 


(7) 


flay" (2) = fle)’ H (2) + vf (ef (2) H(@) + df (er 22 


Ist nun f(z) nicht durch 2 theilbar, so muss ee eine ganze 


Function, daher vy = m und folglich f’(z) H(z), also auch H(z) durch 
f(2) theilbar sein, gegen die Annahme. 
Ist aber f(z) durch z theilbar, so folgt aus 
f(2)"(¥(@) — be) = fer" (F) 1) + of @) XH), 
dass y=m-+1 und H(z) =a-C sein muss, wo C eine Constante 
bedeutet. Weiter ergiebt sich dann: 


9(2) = ba C, 


(2) = (m+ 1) f'(e)acd+bl ©, 


Da die Gréssen c, wenn iiberhaupt, nur bis auf einen Factor be- 
stimmt werden kénnen, so ist es gleichgiiltig, welchen Werth die 
Constante C erhilt. Daher kénnen wir sagen: 
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Unter der Voraussetzung, dass f(z) durch z theilbar ist, existirt 
eine durch die Gleichungen 


n 
Sar, 


n 


a Cnpipae? = (m+ loaf’ (ez) +b fo 


=0 


bestimmte Relation. 
4) Es sei keine der beiden Functionen G(¢) und H(z) identisch 
Null. Dann haben wir die Gleichungen: 


—, 





fle — (2) =f (2) (2) + uf (2) G2) +f) 
fir einaityr-—non hence 


Die Zahlen w und v kénnen, wegen 7, nicht grésser als m+ 1 
sein. Ist nun w < v, so ist w< m+ 1 und es folgt aus der ersten 
der vorstehenden Gleichungen, dass G(z) durch f(z) theilbar ist. Wenn 
zweitens v < mw, so ergiebt sich aus der ersten Gleichung, dass 


H(z) |. : . , ° 
(@ eine ganze Function und darauf aus der zweiten Gleichung, 


dass H(z) durch f(¢) theilbar ist. Ist endlich w = v, so hat man: 


f(2)™—#+4 (2) —=f(2)-@ (2)-Luf (2) G(e) + fe) 22, 


f(2y"-** b(2)=f(2) G(2) +7 (2) A (2) + ef (2) (2) + . f(2) ih 


Unter der Voraussetzung dass f(z) nicht durch z theilbar ist, 
muss H(z) durch ¢ theilbar, daher der Grad 6 von H(z) > 1 und folg- 
lich, wegen (7), w< m-+ 1 sein. Aus der ersten Gleichung wiirde 
dann folgen, dass G(z) durch f(z) theilbar ist. 

Wenn f(z) durch z theilbar ist, so kann w nicht = m-+ 1 sein, 
da sonst aus (7) a= #6 =O und hierauf G(z) identisch gleich Null 
folgen wiirde, Ist aber w << m+ . so kann H(z) nicht durch z 


theilbar sein. Nun ist \uf" ()+— > fO) Hie) durch f(z), also 


uf’ (2) + = fe) durch z theilbar. Bezeichnet daher a, den Coeffi- 


cienten von 2 in f(z), so muss 


(u+~)-a,=0, 


oder, da a, von Null verschieden ist, 
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b 


=; =— (einer negativen ganzen Zahl) 


sein. — Als Resultat dieser Untersuchung folgt: 


Satz 2. ,,Unter Beibehaltung der im Satze 1 verwendeten Be- 
zeichnungen und unter der Voraussetzung, dass die Wurzeln der 


Gleichung 

f(z) =9 
von einander und von Null verschieden sind, kinnen die beiden Glei- 
chungen 


Coo (2, m) + 6,9, (4,m) + +> > + Contt GJonti(Z,m) = 0, 
Cyhy (2, m) + c,h, (2m) +--+ + Con thongs (s,m) = 0 
nur dann fiir jeden Werth von 2 bestehen, wenn 
Co = Cy Cy + = Cn = O 
ist. Oder auch: : 

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die aus den Coeffi- 

cienten der Functionen 
gx(z,m), hy(2,m); k=O, 1,2,---,2n+1, 
gebildete Determinante von Null verschieden.“ 

Satz 2°: ,, Wenn zwar z=0 eine Wurzel von f(2)=0 ist, tibrigens 
aber, wie vorhin, die Wurzeln dieser Gleichung von einander ver- 
schieden sind, so giebt es, falls 2 keine ganze negative Zahl ist, ein 
und nur ein System der Verhiiltmisse ¢):¢,:+--+:Cenyi, fiir welches 
die fraglichen Gleichungen bestehen, ohne dass die Grissen c siimmtlich 
Null sind.“ 

Im Folgenden wird nur der Satz 2. zur Anwendung gelangen; 
der Satz 2* wurde der Vollstindigkeit halber hinzugefiigt. 


I. 
Anwendung der im Vorstehenden entwickelten Sitze. 


Es bezeichne F'(z\a,b) das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung 
azy” =by + y, 
so findet man leicht 
F(rzira,rb) = F(z\a, b), 
wenn r eine beliebige Constante bedeutet. 

Wir kénnen daher, unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass a positiv ist, sowie dass a und > theilerfremd sind. Ausserdem 
werde aber die Voraussetzung eingefiihrt, dass auch b eine positive 
ganze Zahl ist. Wir betrachten also von jetzt an die Gleichung: 








al- 


2n, 
om 
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(1) asy’ = by +y, 

wo a und b positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten. 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung setzt sich, fiir a > 1, 

aus den beiden particuliiren Integralen t(z\a,b) und t(z|a,b) zu- 

sammen : 


mit, Se. wages AEB rte... ea 
t(z|a,b)=1 a = a) 2! — d—a)(b—Ba) at 


219 


‘ ates 1 - 
(2) t(2\a, b) = + speq# + erwedsiy 2! 


23 
+ eaeFEOTe tt: 
Fiir a= 1 wird die Reihe t(z)*) sinnlos und muss durch ein In- 
tegral der Gestalt t,(2) + ¢(2) - log(z) ersetzt werden.**) Wir brauchen 
hierauf nicht niher einzugehen, da “ts weitere Untersuchung nur an 
das in allen Fallen existirende Integral ¢(z) ankniipft. 


Die Function ¢(2) ist bis auf den Factor et5 eine transcendente 
ganze Function; sie ist daher durch die Gleichung (2) fiir jeden Werth 
von 2 definirt und besitzt a Zweige, welche an den Stellen ¢ = 0 und 
g==co zusammenhingen. Fiir die erstere Stelle verschwindet sowohl 


t(z) wie ihre erste Ableitung 


2 


b 
ai __atb a . a 
(3) ¢(s|a,b)— FF" s° 114+ 555 49+ UEaetia HT 


1 2 
+ (b-+-a)(b-+2a) (b+ 3a) git" ‘4 ‘ 
Bezeichnet daher z; irgend eine Wurzel der Gleichung 
(2) — 0, 


so folgen aus dem Satze 1 in Nr. I die nachstehenden Formeln: 


m! 


Ga(%i, m) t (2;)-+ ha (zim) t w= fe ero " ght(e) dz, 


(4) 
Gutta iM) € (60) + Trngs-za (2iy mE (1) = pe amp at (2)ds, 


m! 





4A=0,1,2,---m. 


Die hier vorkommenden Integrationen sind lings eines beliebigen 
die Grenzen 0 und z; verbindenden Weges von endlicher Linge aus- 


*) Die Argumente a und b sollen in der Bezeichnung der Functionen 1(z| a,b) 
und ¢ (z\a,b) fortgelassen werden, wenn dadurch kein Missverstiindniss entstehen kann, 
**) Siehe die Abhandlung von Fuchs im 66. Bde. von Crelle-Borchardt’s 
Journal: ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinderlichen 
Coefficienten,“ 
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zufiihren; ferner gehéren die in der einzelnen Formel auftretenden 


Werthe von ¢(2) (und ¢(2)) simmtlich ein und demselben Zweige die- 
ser Function an. 


Es sei nun zuerst: 
f(2) =re—s, 
wo r und s von Null verschiedene reelle oder complexe ganze Zahlen 
bedeuten, so lauten fiir diesen Fall die Gleichungen (4): 


8 


Io (F,m)eZ)+h(5, m)t(*) -/ ees OF su) dz, 
0 


hadoe | 


(4a) | 





I; (¢, m)t(2)+a,(, m)¢ (*) — f es—ar t (2)dz. 
0 


Hier sind die Groéssen 


Io (; . m), hy (- ’ m), 9, (, m), h, (¢ ‘ m) 


nach Satz 1. reelle oder complexe ganze Zahlen, welche nach Satz 2. 
die Kigenschaft haben, dass die Determinante 


P om (3 ,m), hy (= ,m) | 
ra (: ,m),h, (=, m) | 


von Null verschieden ist. Man bemerke ferner, dass die rechten und 
folglich auch die linken Seiten der Gleichungen (4a) Gréssen vorstellen, 
welche dem absoluten Betrage nach unter alle Grenzen sinken, wenn 
die ganze Zahl m iiber alle Grenzen wiichst. 


Dieses vorausgeschickt, liisst sich zuvérderst zeigen, dass t( +) nicht 


. : - : 8 . {8 
gleich Null sein kann. Da niimlich, wenn (=) = 0 ist ¢(4) noth- 


wendig von Null verschieden ist, so miissen die Gréssen 
8 s 
he (¢ , m) und h, (+ 5 m) x 


; : — : 
da sie reelle oder complexe ganze Zahlen sind und mit —- unendlich 


klein werden, fiir hinreichend grosse Werthe von m verschwinden. 
Daher fihrt die Annahme (*) =0 auf die dem Obigen wider- 


sprechende Folgerung, dass fiir geniigend grosse Werthe von m D = 0 ist. 
oe ) 
Wenn nun -——~— einer endlichen rationalen reellen oder com- 


) 








RAAT 
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lexen Zahl 2 gleich wire, so wiirde folgen, dass die ganzen Zahlen 
Pp Q & g 8 


9 (2 ‘ m) -Q+ hy (2, m) - P, 
9, (2, m)-Q+h, (=, m)- P 


fiir grosse Werthe von m (da sie dem absoluten Betrage nach beliebig 
klein werden) verschwinden. Daher miisste fiir solche Werthe von m 
die Determinante D gleich Null sein, was dem oben Bewiesenen 
widerspricht. 
(8 
‘(3) 

s§ 
(() 
sein kann, sofort eine gréssere Ausdehnung geben. 

Ist nimlich y ein beliebiges Integral der Gleichung (1), so hat man: 


Wir kénnen aber diesem Resultate, dass nicht rational 


oF ae hp 4 -Y 


” 


~-=b—a+4 


/ 
y* 


sities y 
dies b—2a+ "? 
yi! 
.*) 
Daher haben die Functionen -”,, -%,,, : -++, fiir einen ratio- 
“at or 

nalen reellen oder complexen Werth des Argumentes z zugleich einen 
rationalen oder zugleich einen irrationalen Werth. 

Wenn wir dieses auf das Integral ¢(z|a,b) anwenden und die leicht 
zu beweisende Gleichung 


(a + b) b(b — a) (b— 2a)--- (b—(n 9), 


t™)(z2\a, b) = ~ (2\a,b—-na) 
a 


beriicksichtigen, so folgt: 


*) Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, beiliiufig bemerkt, die Kettenbruch- 
Entwicklung: 


en ae 
yo o> ste = 


eect te ee az 


sad 1 
na—b +- yor 
(Soa) 
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»Die Function 


1 1 2 1 28 
I+ 5? + so+@ a + eFHOTI@ Ht 
2 1 28 


i 1 
1 Tits s+ (b+a)(b4+2a) 2! 4 f (b+ a) (6+ 2a)(b+3a) 3! chi 











kann fiir keinen endlichen von Null verschiedenen rationalen (reellen 
oder complexen) Werth des Argumentes 2, selbst einen rationalen (reellen 
oder complexen) Werth annehmen. 

Hierbei bezeichnet a irgend eine positive, b irgend eine von Null 
verschiedene positive oder negative ganze Zahl, welche der einzigen Be- 


dingung unterworfen ist, dass 4 nicht einer negativen ganzen Zahl gleich 
sein darf.“ 

Insbesondere haben wir den Satz: 

»»Die transcendente Gleichung: 


Le ee Pe Se a eee ee ae ee 
i b+ a) 2! b(b-+a)(b-+2a) 3! 
kann durch keinen rationalen reellen oder complexen Werth von 2 be- 
friedigt werden.“ 

Die Bedingung, dass a und b theilerfremd sein sollen, wurde bei 
dem Ausspruch der Sitze fallen gelassen, da ein gemeinsamer Theiler 
von @ und b} in z aufgenommen werden kann. 

Kin allgemeinerer Satz ergiebt sich aus nachstehender Betrachtung. 

In den Formeln (4) mége f(z) ein reell oder complex ganzzahliges 
Polynom*) (nm + 1)**" Grades bedeuten, welches keine Factoren von 
derselben Beschaffenheit aber niederen Grades besitzt. Ferner werde 
angenommen, dass unter den Wurzeln der transcendenten Gleichung 

P(2) t(2) — Q(2)t (2) =0 
die n+ 1 Wurzeln der Gleichung 
f(2) =0 


enthalten seien. (2) und Q(z) sollen ganze und reell oder complex 
ganzzahlige Functionen von z sein ohne gemeinsamen Theiler. 

Wenn nun erstens ¢(z) und folglich auch Q(z) fiir keine der Wur- 
zeln 2; von f(z) verschwindet, so bilden wir die Gleichungen: 


n P(s,) n+1 ej 
(5) | {on (es m) + hy (Zi, m) Oe) | = a te)’ 


s=3 
Ban O, 1,2,->- S041, 


wobei zur Abkiirzung 


*) D. h. ,,ein Polynom, dessen Coefficienten von der Form « + 6 V— 1 sind, 
wo « und @ reelle ganze Zahlen bezeichnen.“ 












weve e.hUh!rlUC 
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= m 
Last fe)" 2t(e)dz = &; 


m! 


*P gn+2 ¢7.\]m 
{4 amc) ee (2)dz = Enti42,i 
gesetzt ist. 

Die Summen linker Hand in (5) sind rationale reelle oder com- 
plexe Zahlen mit einem von m unabhingigen Nenner. Da diese Zahlen, 
wie aus den Gleichungen (5) folgt, mit wachsendem m dem absoluten 
Betrage nach beliebig klein werden, so miissen sie fiir geniigend grosse 
Werthe von m verschwinden. Hieraus wiirde folgen, dass die aus den 
Coefficienten der Functionen g;(2, m), hy(z, m) gebildete Determinante 
fiir hinreichend grosse Werthe von m gleich Null ist, was nach Satz 2 
in Nr. I nicht angeht. 

Wenn zweitens ¢(z) fiir eine Wurzel von f(z) verschwindet, so 
muss auch Q(z) fiir diese und folglich fiir jede Wurzel von f(z) gleich 
Null sein, daher denn auch ¢(z) fiir jede und folglich, falls 2; von Null 
verschieden ist, ¢(z) fiir keine Wurzel 2; verschwindet. In diesem 
Falle fiihren die Gleichungen: 


ep Gg 


t\2,) ’ 


> «(i m) ran + hy (2;, m)} = p- 


g==2 s=1 
k=0,1,2,---2n+1, 


auf denselben Widerspruch. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

»Bezeichnen a und b positive ganze Zahlen, ferner P(z) und Q(z) 
reell oder complex ganzzahlige Polynome von 2 ohne gemeinsamen Theiler, 
so kinnen unter den Wurzeln der transcendenten Gleichung 


1 n+1 
mf tt 


P(e)-2 {1 a . ee 

(2) -# { + tt 20 + @4 20) (64+ 38a) ay + ° j 
1 1 2 

=@@ [1+ 54—%+ ctaota atl 


nicht die stimmtlichen Wurzeln irgend einer reell oder complex ganzzah- 
ligen algebraischen Gleichung 
fe) =9 
enthalien sein, es sei denn die Wurzel der einen Gleichung ersten Grades 
= 0.“ 
Es ist leicht einzusehen, dass, wie in dem Ausspruch des Satzes 
geschehen, die Bedingung der Irreductibilitat fiir die Gleichung f(z) = 0 
fallen gelassen werden kann. 
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III. 
Ueber die analytische Beschaffenheit der betrachteten Functionen. 


Die im Vorstehenden entwickelten Sitze wiirden einfache Folge- 
rungen aus dem allgemeinen Satze des Herrn Lindemann iiber die 


Exponentialfunction sein, wenn die Function ie in bestimmter Weise 


durch algebraische und Exponentialfunctionen definirt werden kénnte. 
Dieser Umstand ist die Veranlassung zu der nachfolgenden Unter- 
suchung. 


. t(z F . + dee 
Es werde x =v gesetzt, so ist v ein particulires Integral der 


Differentialgleichung 
(1) aze(1— ae) = v(v + d). 


Wir stellen nun die Frage: 


Kann ein particuliires Integral vorstehender Gleichung einer Re- 
lation der Form: 


(2) Po(v42) + Hi (2) 9-4 (0,2) EOI. + Go(v,Z)eMl) —O 


Geniige leisten, wenn die Functionszeichen gp und w bestimmte alge- 
braische Functionen ihrer beiden Argumente v, 2 bezeichnen? 

Dabei sollen, wie in Nr. II, a und b theilerfremde positive ganze 
Zahlen sein, was die Allgemeinheit nicht wesentlich beeintrichtigt. 
Der Fall a =1 nimmt eine Sonderstellung ein und soll von der 
Untersuchung ganz ausgeschlossen bleiben. 

Zuerst werde die Voraussetzung gemacht, dass zwischen einem 
particuliren Integrale von (1) ‘und 2 eine algebraische Relation nicht 
stattfinden kénne. 

Dann ist y> 1. Es darf angenommen werden, dass eine Relation 
(2) mit weniger als » Gliedern nicht existire. 

Nun ergiebt die Differentiation nach 2: 


d 
£9 me 4(-49 do +9, 491) emir... ( ~ + “Pe ) ets (0,2) == (), 


Hier sind die einzelnen Glieder von derselben Form, wie in (2), und 
es miissen daher fiir alle Werthe von z die Gleichungen bestehen: 


dg, weed 


dy, 
Pu dz + 9, dz et. 


dg 
K f 
 \at + Pn dz 
oder 


1 49, dy 2 fo, , 49 
Wy, dz + i _—* dz dz’ 
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welche durch Integration die Gleichungen 
Py eH = Cys Qe 
ergeben. Wir kénnen daher die Gleichung (2) von der Form 
Po (V, 2) + H,(v, ze") =O, 
oder auch, da g,(v,¢) nicht Null sein kann, von der Form 
(3) (0) 2) = ere 


voraussetzen. Nun folgt aus (3): 


dp _ dy 
“ae 9° 
oder 
oy az—vb—v Op _. (dp az—vb—v® ow 
(4) Ov az a a ie oO"? ) av ae. + Oz 


Diese Gleichung muss in v und ¢ identisch sein, da andernfalls 
zwischen v und ¢ eine algebraische Beziehung stattfinden wiirde. 
Daraus folgt, dass die Gleichung (4) fiir irgend einen Zweig der 
Function m (oder w) und einen bestimmten Zweig der Function 
(oder g) besteht; dass ferner fiir zwei so zusammengehirige Zweige 
und ein beliebiges particuliires Integral v der Gleichung (1) die Relation 
g(v, 2) = C- evina 
besteht. : 
Die Constanten C miissen siimmtlich von Null verschieden sein, 
da sonst zwischen v und ¢ eine algebraische Beziehung resultiren wiirde. 
Nun ist das allgemeine Integral der Gleichung (1): 
— %t(2) + et(2) 
Cyt’ (2) + yt’ (z) ? 
und es kénnen t(z)d'(2) und ¢(¢)r’(z) fiir keinen endlichen von Null 
verschiedenen Werth von z gleichzeitig verschwinden. Daher existirt 
ein bestimmtes particuliires Integral v, welches fiir einen beliebigen 
Werth von ¢ (mit Ausschluss von =O und g = oo) einen vorge- 
schriebenen endlichen oder unendlich grossen Werth annimmt. Hieraus 
folgt, dass fiir emen von Null und unendlich verschiedenen Werth 
von z und einen beliebigen Werth von v, weder ein Zweig der Func- 
tion @(v, 2) noch der Function (v, 2) einen unendlich grossen Werth 
annehmen kann. Andernfalls wiirde nimlich aus der Gleichung 
: 9 (0, #4) = C+ eve : 
die widersinnige Folgerung 
1 
lim (woe) = einer endlichen Grésse 
t=0 


gezogen werden kénnen. 


Mathematische Annalen. 
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Die beiden Functionen g(v,z) und y(v, z) miissen hiernach von v 
ganz unabhingig sein, was wiederum nicht angeht, da dann die 
Gleichungen 

p(v, 2) = C- er 
die Grésse v gar nicht enthalten. 

Das Resultat dieser Untersuchung liisst sich dahin aussprechen: 
Soll eine Gleichung von der Form (2) existiren, so muss auch noth- 
wendig ein particulires Integral der Gleichung (1) algebraisch mit z 
zusammenhiingen. 

Kann nun eine algebraische Gleichung 
(5) F(v, 2) =0 
zwischen einem particuliren Integrale » und ¢ statthaben? 

Diese Gleichung (5) kann offenbar als irreductibel vorausgesetzt 
werden, so dass alle Zweige der durch sie definirten algebraischen 
Function v von z der Differentialgleichung (1) Geniige leisten. Wir 
untersuchen nun, wie diese algebraische Function v in Bezug auf ¢ 
verzweigt sein kann. Alle Functionenelemente, welche fiir einen end- 
lichen Werth z=, existiren und die Differentialgleichung (1) be- 
friedigen, sind in der Entwicklung von 

b 
Vt 
a(\ fetta feet 
. b 


1 


1 a a 
a(-F+y5-5°- +: )+ es il 


1 a 


** 1 ~ 


nach Potenzen von z — 2, enthalten. 
Die Entwicklung hat nur fiir 2,0 und ¢,-c, von Null ver- 
schieden gebrochene Potenzen von z, und zwar sind hier unter Ex- 


ponenten — der einzelnen Potenzen von zg soleche, deren Zihler i 


relativ prim zu dem Nenner a ist. Es folgt somit: 

Die durch (5) definirte algebraische Function v von z ist fiir end- 
liche Werthe von 2 unverzweigt, es sei denn an der Stelle z=0, wo 
die Zweige in Cyclen von a zusammenhiingen kinnen. 

Es eriibrigt zu untersuchen, wie die Function v an der Stelle 
Z = oo verzweigt sein kann. 

Man setze 


wo die ganze Zahl o > 2 ist. 
Dann geht die Gleichung (1) in folgende iiber: 


a}l +v0- |} u%v(v + b). 
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Es sei 


@ 
—y 
= Aj ue ; 


=9 
wo 7 eine ganze Zahl bedeutet, A, von Null verschieden ist. 
Dann muss sein: 


a [1 + : r A, yr+e + : (r 4 1)A, yrto+t + oa ] 
= {| Ayu" + A, wt -+ ee ‘| [A u" +- A, urtt fe payee + b). 


Hieraus ist ersichtlich, dass 7 einen negativen Werth haben muss. 
Daher ist 2r + o der niedrigste Exponent, welcher in den mit Potenzen 
von « multiplicirten Gliedern auftritt. Folglich muss 


2r+o=—0 
sein, so dass 
vie he >I 
pa—et’ Q 


zu setzen ist. Nun erhalten wir folgende Gleichung: 


a [1 — Ay we + : (1— @)A, wei... 
=[A,+A,u+ A,w+ ---+ Ague +--+] 
[Ay +A, u-+ A,u? + --++4+ (Ag+ b)ue+---]. 
Die Vergieichung der einzelnen Coefficienten gleich hoher Potenzen 


von u ergiebt, dass nur die Gréssen A), Ay, Ase, Ase, ... von Null 
verschieden sein kénnen, so dass man 


v= u-@ Ay + Ag + Asay ul + Asoute+ --- 


1 1 1\2 
= Ayz* + Ay + Asge 4 Ay, (e 5 Pees 


erhilt. Daher kénnen die Zweige der Function v von z bei z = ov, 
wenn iiberhaupt, nur zu zweien zusammenhingen. 

Es werde nun angenommen, dass an der Stelle z—0O r Mal je 
a Zweige, fiir ¢ =o s Mal je 2 Zweige der Function v zusammen- 
haingen; ferner sei m der Grad von F'(v, 2) in »v. 

Dann ist 


(6) a-r<om, 2-s<m. 
Das Geschlecht p der Gleichung F'(v, 2) = 0 ist 





=—m+1-4r- “= + 8-3; 
also, da die Gleichung F'(v, 2) = 0 irreductibel und folglich p>O ist: 
(7) r(a —1)+s>2m — 2. 


15* 
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Eine leichte Discussion der Bedingungen (6) und (7) ergiebt, dass nur 
die folgenden beiden Méglichkeiten zuliissig sind: 
m=l;r=s—0Q, 
also v = R(z), einer rationalen Function von z, 
oder m=2;r=s—=l;a=—2. 
Wenn nun 
(4S SE ae 


die Differentialgleichung (1) befriedigen soll, wobei A wie B von Null 
verschieden vorausgesetzt werden diirfen, so muss 
az {G4,G, — G,G,'\ + bG,G, = azG — G,? 
sein. Nun sind die Grade von G, G, und az {G,G,’ — G,G,'} nicht 
grosser als y + 0; die Entwicklungen von 
azG,? wid G,? 
fangen resp. an mit 
aA?2r4 und B22, 

Da nun immer eine der beiden Zahlen 2y + 1 und 26 grosser ist als 
y +9, so muss entweder A oder B gleich Null sein, gegen die 
Annahme. 

Es bleibt somit schliesslich nur noch die einzige Méglichkeit 
a = 2 iibrig. 

Das Integral v der Gleichung 


2e(1— 9°) =o +d) 


ist der reciproke Werth des logarithmischen Differentialquotienten von 
dem Integral y der Gleichung 


22y" =by +y. 
Man iiberzeugt sich aber leicht, dass das allgemeine Integral dieser 
Gleichung die Gestalt hat: 


c, - &V2*G(/2z) + c, - eV G(y2z), 


wo G(j//2z) eine ganze rationale Function von /2z bedeutet und 
G(y2z) das zu G(j/2z) conjugirte Polynom ist, d. h. dadurch aus 
G(/2z) entsteht, dass man simmtliche Coefficienten dieser Function 
durch die conjugirt complexen Werthe ersetzt. 

Wir erhalten somit als Antwort auf die oben aufgeworfene Frage 
den Satz: 

,, Bedeuten a und b positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, 
so besitzt die Differentialgleichung 
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az(1— 4°) = vv +b) 
falls a > 2 ist, kein Integral, welches einer Relation der Form 


Po (V,2) + Hy (0, 2) "iets + 9,(v, 2) CP) bare Py (0, 2) evrl”) 0 


geniigt, WO Py, Pry +++) Po» Wy, Woy «++, Wy algebraische Functionen 
von v und 2 bedeuten. 

Dagegen findet fiir a = 2 eine solche Relation immer statt, indem 
der reciproke Werth des allgemeinen Integrales der Gleichung 


22 (1 ie =) = v(v + b) 


gleich dem logarithmischen Differentialquotienten eines Ausdrucks von 
der Form 
c, - &V22 G(2z) + «, - e~ *V2* G(y/2z) 
ist, wo G(V2z) und G(/2z) bestimmte zu einander conjugirte Polynome 
von V 22 bedeuten.“ ; 
Aus diesem Satze folgt nun namentlich die Unméglichkeit, die in 
Nr. II abgeieiteten Siitze aus dem Satze des Herrn Lindemann iiber 


die Exponentialfunction herzuleiten, falls die ganze Zahl a grdésser 
ist als 2. 


Hildesheim, im Marz 1883. 





Ueber Tangentenconstructionen. 
Von 
Avo.tr Hurwirz in Gottingen. 


I. 


Die von Steiner angegebene Construction der Lemniscaten- 
tangente*) liisst sich folgendermassen verallgemeinern : 

In einer Ebene seien zwei Gruppen von Elementen gegeben, von 
denen die eine aus @ festen Punkten C,C,---C, und n — @ festen 
Geraden g,9. +++ Gn—e, die andere aus B festen Punkten C,’, C,’, -- +, C,’ 
und m — B festen Geraden g,' 9," +--+ gm—s besteht. Ein veriinderlicher 
Punkt bewege sich in der Ebene so, dass das Product seiner Ab- 
stiinde von den Elementen der ersten Gruppe in einem constanten 
Verhiltniss bleibt, zu dem Product seiner Abstiinde von den Elementen 
der zweiten Gruppe. Dabei wollen wir absehen von dem trivialen 
Falle, wo das constante Verhiiltniss einen der Werthe Null oder Un- 
endlich besitzt; ferner setzen wir, was die Allgemeinheit nicht beein- 
triichtigt, » > m voraus, 

Jetzt findet man die Tangente in irgend einem Punkte P der 
von dem veriinderlichen Punkte beschriebenen Curve durch die folgende 
Construction: t 

»Man verbinde den Punkt P mit den festen Centren C,C, --- Ca, 
C/ Cy -++ Cy und errichte auf diesen Verbindungsgeraden in den 
Punkten C, +--+ Cg die Lothe hyhy +++ ha, hy hy ++ +hs'. Ferner con- 
struire man die geraden Polaren von P in Bezug auf die beiden (zer- 
fallenen) Curven n**" Ordnung, von welchen die eine aus den Geraden 
hy hy +++ Ihe, G\Go*** Gua, Ue andere aus den Geraden h,' h, + - - hs’, 
9 94 *** Gu—p und der (n-— m)-fach genommenen unendlich fernen 
Geraden besteht. Dann ist die Verbindungsgerade von P mit dem 
Durchschnitispunkte jener beiden Polaren die verlangte Tangente.“ 

Fallen die bei der Construction verwendeten Polaren zusammen, 
so wird die Tangente in P unbestimmt und P ist ein vielfacher Punkt 
der betrachteten Curve. 


Von speciellen Fiillen seien die folgenden erwiihnt: 


*) Ges. Werke, Bd. 2, pag. 19. 
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1) Firn=a=>2, m=f =O geht die obige Construction in 
die von Steiner gefundene Construction der Lemniscatentangente tiber. 

2) Besteht die erste Elementengruppe aus einem Punkte C und 
einer Geraden g, die zweite Gruppe aus einer durch C gehenden und 
zu g parallelen Geraden g’, so beschreibt der bewegliche Punkt die 
Konchoide. 

3) Werden die beiden Elementengruppen von je zwei Geraden 
gebildet, so ergiebt sich ein bekannter Satz aus der Theorie der 
Kegelschnitte. 

Zum Beweise des allgemeinen Satzes mégen 7;, pi, ri, pi die 
Abstiinde eines veriinderlichen Punktes von den Elementen C;, g;, C;, gi 
bezeichnen, Dann ist fiir jeden Punkt der von uns betrachteten Curve 


Pa logr +> log p _-> log — > log py =; 


also fiir zwei unendlich nahe Punkte P, QY der Curve: 


Nv dr D4 dp _ > = dp 
ja + ¥ p "phere yp sedan 


Die Division durch das Bogenelement PQ = ds ergiebt: 
Peel 5 Sao. Set 5 ee 
hal r + 2 p tia a + -. 7 


wobei ¢ die (mit eimer willkiirlichen aber bestimmten Richtung ver- 
sehene) Tangente im Punkte P bezeichnet und (1, ¢) ((p, ¢) ete.) den 
Winkel bedeutet, welchen die nach P fiihrende Richtung der Strecke r 
(p ete.) mit der Richtung von ¢ bildet. Sind nun A, A,---+A, die 
Schnittpunkte von ¢ mit den Geraden hh. +++ hay 9:9.-+* Gn—e und 
B, B,--+- B,, die Schnittpunkte von ¢ mit hj’ h,’ +--+ hs, gy ++ + Gm—ps 


so folgt 
Ss Beil > 7 
ja PA PB’ 


eine Gleichung, welche geometrisch gedeutet unsere Construction 
ergiebt. 

Aus dem Beweise geht hervor, dass der obige Satz mit geringen 
Modificationen giiltig bleibt, wenn an Stelle der festen Geraden be- 
liebige Curven genommen werden. Ferner kann derselbe auch leicht 
auf den Raum iibertragen werden, wo dann die festen Elemente be- 
liebige Punkte, Curven und Fliichen im Raume sein kénnen. 


Il. 


Auf eine ihnliche Art beweist man die in den folgenden Angaben 
enthaltene sehr allgemeine ‘langentenconstruction. 
Es mégen 7,, r,, ++ %, die Abstiinde eines Punktes P von @ 
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festen Punkten und » — a@ festen Curven oder von «@ festen Punkten, 
6 festen Curven und n— a — # festen Flichen*) sein, wobei im 
ersten Falle alle in Betracht zu ziehenden Gebilde in einer Ebene 
liegen sollen, Die nach P fiihrende Richtung der Strecken 7; werde 
als die positive bezeichnet. Nun bewege sich der Punkt P so, dass 
eine bestimmte Function der Gréssen 7;: 


f(r", +++ Tn) 
einen constauten Werth behalte. Dann ergiebt der folgende Satz die 


Construction der Normale an irgend einer Stelle P der von dem be- 
weglichen Punkte beschriebenen Curve oder Fliche: 


»Trdgt man von P aus auf den zu diesem Punkte gehirigen Ab- 
stiinden 7,, %, +++ %n Strecken ab, welche resp. proportional sind zu 
den Werthen von @f : of ... of und bildet die geometrische Summe 

er, Ore or, 
der Strecken, so liiuft diese der in Rede stehenden Normale parallel. 
Zwei Strecken sind dabei nach derselben oder nach entgegengesetaten 
Richtungen der betreffenden Abstiinde abzutragen, je nachdem die beiden 
zugehorigen partiellen Differentialquotienten dasselbe oder entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzen.“ 


Man kann diesem Satze noch verschiedene andere Fassungen geben, 
von welchen nur die folgende erwihnt werden miége: 

,Bestimmt man den Schwerpunkt fiir die (gleichschweren) End- 
punkte der auf den Abstiinden 7; abgetragenen Strecken, so liegt dieser 
auf der Normale im Punkte P.“ **) 

Wenn die mehrfach erwihnten Strecken die geometrische Summe 
Null ergeben, oder, was dasselbe ist, wenn der genannte Schwerpunkt 
mit P zusammenfiallt, so ist der betrachtete Punkt P ein vielfacher 
Punkt der Curve oder Fliche. ~ Die Function f(7,,7,--+7,) hat in 
einem solechen Punkte ein Maximum resp. Minimum oder nicht, je 
nachdem P ein isolirter oder ein nicht isolirter Punkt ist***). 


*) Unter dem Abstand eines Punktes von einer Curve oder Fliche ist der 
,senkrechte* Abstand zu verstehen. 

**) Wie ich nachtriglich bemerkt habe, findet sich dieser Satz, sofern er 
sich auf ebene Curven bezieht, schon in 1’Hépital’s Analyse des infiniment petits. 
(Juni 1883.) 

***) In Betreff der Punkte P, fiir welche die Function ¢, rf +c, rf+---+e, r¢ 
ein Maximum oder Minimum wird, vergl.: 

Steiner: ,,Ueber den Punkt der kleinsten Entfernung*. Ges. Werke, 

Bd. Il, pag. 95. 
»Ueber das Minimum oder Maximum der Potenzsummen der 
Abstiinde eines Punktes von gegebenen Punkten, Geraden oder 
Ebenen,“ Crelle’s Journal, Bd. 62, pag. 346. 
Jullien: ,,Problémes de mécanique rationelle“. Bd. 2, pag. 371—873. 


Wetzig: 
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Als Anwendungen der allgemeinen Normalenconstruction fiihre 
ich die folgenden Siitze an: 

»Fullt man von irgend einem Punkte P einer Ellipse Lothe auf 
die beiden gleichen conjugirten Durchmesser derselben, so liegt die Mitte 
der Strecke, welche von den Fusspunkten dieser Lothe begrenzt wird, 
auf der Normale der Ellipse in dem betrachteten Punkte.“ 

Die Summe der Quadrate jener Lothe ist niimlich fiir alle Punkte 
der Ellipse constant. — 

Jedes Ellipsoid besitzt, wie man leicht beweist, unendlich viele 
reelle Tripel conjugirter Halbmesser von der Eigenschaft, dass die drei 
Dreiecke, welche aus je zwei dieser Halbmesser als Seiten gebildet 
werden kénnen, gleichen Flicheninhalt haben. — 

»Fallt man von irgend einem Punkte des Ellipsoids auf die drei 
Ebenen eines solchen Halbmesser-Tripels die Lothe, so liegt der Schwer- 
punkt des Dreiecks, welches von den Fusspunkten dieser Lothe gebildet 
wird, auf der Normale des Ellipsoids in dem betrachteten Punkte.“ 


Géttingen, Februar 1883. 







| 
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Ueber einen liniengeometrischen Satz. 


Von 
F. Kiem in Leipzig. 


(Aus den Géttinger Nachrichten vom 20, Miirz 1872).*) 


. 

Statt die Coordinaten p;, der geraden Linie im Raume als zwei- 
gliedrige Determinanten aus den Coordinaten zweier Punkte oder 
Ebenen zu definiren, kann man sie bekanntlich auch als selbstindige 
Verinderliche auffassen, welche an eine Bedingungsgleichung zweiten 
Grades : 

P = Dy Psy + Pig Par + Pry Prs = O 

gebunden sind. Bei diesem Ausgangspunkte entsteht die Frage, ob 
jeder algebraische Liniencomplex durch eine zu P = 0 hinzutretende 
algebraische Gleichung definirt werden kann, oder ob nicht zur reinen 
Darstellung des Complexes gelegentlich mehrere Gleichungen erforder- 
lich sind. Ich werde nun im Folgenden zeigen: dass allerdings zur 
Darstellung eines algebraischen Liniencomplexes immer eine zu P = 0 
hinzutretende Gleichung geniigt. Die zum Beweise nothwendigen, sehr 
einfachen Ueberlegungen, wie sie im Nachstehenden auseinandergesetzt 
sind, kénnen voraussichtlich tiberhaupt bei der Untersuchung analoger 
Fragen**) Anwendung finden und scheinen dadurch ein allgemeineres 
Interesse zu besitzen. 

Rein analytisch gefasst, lautet der zu beweisende Satz folgender- 


*) Ich bringe nachstehend vier iiltere Arbeiten von mir, die bisher nur 
beiliufig publicirt waren, zum Wiederabdruck, indem ich glaube, dass dieselben 
auch heute noch ein gewisses Interesse haben, und ich in absehbarer Zeit doch 
jedenfalls nicht dazu komme, die in ihnen behandelten Themata, wie ich es 
urspriinglich vorhatte, weiter auszufiihren. Der Wiederabdruck ist, von ganz 
unbedeutenden sprachlichen Aenderungen abgesehen, ein wortlicher. Ein paar 
Citate, welche ich jetzt hinzugefiigt habe, sind durch das in Klammern beigefiigte 
Datum [Febr, 1883] kenntlich gemacht, Klein. [Febr. 1883.] 

**) Ich erinnere hier an eine Betrachtung, welche Cuyley gelegentlich 
anstellt (Quart. Journ, t. II]. 1860, p. 234), und die sich darauf bezieht, dass nicht 
auf allen algebraischen Flichen unvollstiindige Durchschnittscurven gelegen sein 
kénnen. 
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massen: Aus einer allgemeinen*) Mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen 
ist eine Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch eine quadratische 
Gleichung mit nicht verschwindender Determinante**) 

P=0 
ausgeschieden. Jede in ihr enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit 
von drei Dimensionen kann durch eine zu P = 0 hinzutretende alge- 
braische Gleichung dargestellt werden.“ 

Statt dieses Satzes mégen wir gleich den folgenden, ihn ein- 
schliessenden beweisen: 

» Hs sei eine allgemeine Mannigfaltigkeit von » Dimensionen ge- 
geben, wo »>4, und aus ihr eine Mannigfaltigkeit von (nm — 1) 
Dimensionen durch eine quadratische Gleichung: 

P=0 
abgeschieden. Jede in der letzteren enthaltene algebraische Mannig- 
faltigkeit von (n — 2) Dimensionen kann durch eine zu P = 0 hin- 
zutretende algebraische Gleichung dargestellt werden, falls nicht alle 
aus den Coefficienten von P zusammengeseteten fiinfreihigen Unterdeter- 
minanten verschwinden.“ 

Diese Bedingung ist in dem urspriinglich aufgestellten Satze be- 
friedigt, insofern dort die (sechsreihige) Determinante von P selbst 
nicht verschwindet, um so weniger also ihre fiinfreihigen Unterdeter- 
minanten siimmtlich gleich Null sind. 

Der Beweis des allgemeinen algebraischen Satzes mag zuniichst 
fir » = 4 yefiihrt werden, wo also die Bedingung die ist, dass die 
Determinante von P nicht verschwindet. Bei einem beliebigen » lassen 
sich hinterher dieselben Betrachtungen anstellen, fiir » —4 haben 
wir nur den Vorzug, den Ueberlegungen, wie im Folgenden geschehen 
soll, ein anschauliches geometrisches Bild zu Grunde legen zu kénnen. 

Das einzelne Element der gegebenen Mannigfaltigkeit von vier 
Dimensionen sei durch die relativen Werthe der fiinf homogenen Ver- 
iinderlichen 

Hy Uy, Uy, Uy, Vs 
bestimmt. Man wird dieselben immer (und auf unendlich viele Weisen) 
so wihlen kénnen, dass die gegebene quadratische Gleichung P = 0 
(deren Determinante nicht verschwindet) die folgende Gestalt annimmt: 


ay? + x° + &, + xy? + a? = 0, 


oder, indem man 


*) Allgemein mag eine Mannigfaltigkeit von » Dimensionen heissen, deren 
Element von wnabhdngig gedachten Parametern abhingt. 

**) Diese niihere Bestimmung ist zugefiigt, weil sie die quadratische Glei- 

chung, sofern ihre Eigenschaften hier in Betracht kommen, vollstandig charakterisirt. 








. 
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t+it,—p, 4, —t%—| 


x, + a? + 2,2 + pq—=0. 


setzt: 


Das Element: 

a=0, %=0, 4=0, p=), 
welches im Folgenden ausgezeichnet werden soll, ist dabei ein unter 
den iibrigen der Mannigfaltigkeit P =O angehdrigen beliebig aus- 
gewiihltes. 

In der nunmehr hergestellten Gleichungsform kann die Mannig- 
faltigkeit J? =O ohne Weiteres auf eine allgemeine Mannigfaltigkeit 
von drei Dimensionen eindeutig abgebildet werden, ganz dem ent- 
sprechend, wie die Abbildung einer Fliiche zweiten Grades auf die 


Ebene durch Projection von einem Punkte der Fliche aus erfolgt. 
Man setze niimlich, unter 


E., é. E, gE, 
die homogenen Coordinaten eines Elementes einer allgemeinen Mannig- 
faltigkeit von drei Dimensionen verstanden: 


ox, = 55, Ot, = 66, or, —§,6,, op = 8,8, 
eg = — (6, + &,” + &,”). 

Die allgemeine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mag jetzt 
durch den Punktraum vorgestellt sein, die § mégen also homogene 
Punktcoordinaten bedeuten: dann ist die gegebene Mannigfaltigkeit 
P =O durch die vorstehenden Gleichungen eindeutig auf den Punkt- 
raum abgebildet. Dabei tritt im Punktraume ein fundamentaler Kegel- 
schnitt auf: 

f,= 0, €,? + &,” + §,? =0, 
dessen Punkten jedesmal oo' Elemente der gegebenen Mannigfaltigkeit 
P= 0 entsprechen. Anderseits sind siimmtliche iibrige Punkte der 
Ebene 
E, = 0 
einem einzigen Elemente der Mannigfaltigkeit P — 0, dem Elemente: 
2,=0, ~,=—0, 4=—0, p=0 

zugeordnet, welches, in Analogie mit dem Projectionspunkte bei der 
Abbildung der Flachen zweiten Grades, im folgenden das Projections- 
element heissen mag. 

Fiigt man nun zu P = 0 eine weitere algebraische Gleichung, die 
vom mten Grade sein mag; 


Q=0 
hinzu, so erhailt man im Punktraume als Bild der beiden Gleichungen 
geniigenden Elemente eine Fliche vom Grade 2m, welche den funda- 
mentalen Kegelschnitt m-fach enthilt. Von dieser Bildfliche kann 
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sich gelegentlich, einfach oder mehrfach ziihlend, die Ebene &, = 0 
absondern. Es tritt dies dann und nur dann ein, wenn das Projections- 
element selbst der Mannigfaltigkeit 2 —0, als gewdhnliches oder 
singulires Klement, angehért. Aber dies kénnen wir immer vermeiden, 
da es uns ja frei steht, auch wenn die Mannigfaltigkeit 2 — 0 bereits 
gegeben ist, das Projectionselement unter den Elementen von P = 0 
zu wihlen, wie wir wollen. Es bildet sich also allgemein die Mannig- 
faltigkeit: 

P=0, Q=0 
als eine Fliche vom 2mten Grade ab, welche den fundamentalen Kegel- 
schnitt zur m-fachen Curve hat, und die Ebene desselben in nicht dem 
Kegelschnitte angehirigen Punkten nicht trifft. 

Es ist aber auch umgekehrt ersichtlich, dass jede Fliche 2mten 
Grades, welche diesen Bedingungen geniigt, den vollstiindigen Durch- 
schnitt von P = 0 mit der durch eine hinzutretende Gleichung Q2=0 
vorgestellten Mannigfaltigkeit repriisentirt. Denn die Gleichung einer 
solchen Fliiche muss in jedem Gliede die Ausdriicke &, und (§,?+- §,? + §,”) 
zusammen in der mten Dimension enthalten. Das einzelne Glied hat 
also, unter w eine Zahl > 0 und < m verstanden, die folgende Form 


ei (6, + 5.” + §7)""* - 7 (§, bos Es, §4)> 
wo @ eine homogene Function vom mwten Grade der beigefiigten Argu- 
mente ist. Aber das Product: 


et 9 (§, E>, §3, E,) 


ist ersichtlich nichts anderes, als eine homogene Function wten Grades 


der Argumente 

E14, £84, 8584, 8,8. 
Jedes Glied der gegebenen Flichengleichung und also die Flichen- 
gleichung selbst ist mithin eine homogene Function mten Grades der 
fiinf Argumente: 


£54, £054, $384, 5484, (8)? + g,? + &,”). 


Man hat jetzt nur statt dieser Argumente bez. 


LH, Uy, Xy, Py — | 
zu setzen, um die Gleichung mten Grades 
Q=—0 


derjenigen Mannigfaltigkeit zu haben, welche mit P= 0 zusammen 
als vollstindigen Durchschnitt eine Mannigfaltigkeit bestimmt, deren 
Bild im Punktraume die urspriinglich gegebene Fliche ist, womit 
denn die Behauptung, dass die Fliche das Bild eines vollstandigen 
Durchschnittes sei, bewiesen ist. 

Kine beliebige in P = 0 enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen, wird sich nun aber, — falls wir nicht, was 
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wir immer vermeiden kénnen, das Projectionselement unter ihren 
Elementen wihlen — nicht anders als eine solche Fliche abbilden kinnen, 
die den vorgenanniten Bedingungen geniigt. Denn die Bildfliche muss, 
der Annahme iiber die Lage des Projectionselementes entsprechend, 
die Ebene §, =O in keinen anderen Punkten, als in den Punkten 
des fundamentalen Kegelschnittes treffen, und das ist, weil der Kegel- 
schnitt ein irreducibeles Gebilde ist, nicht anders méglich, als wenn 
sie von gerader Ordnung = 2m ist, und den Kegelschnitt als m-fache 
Curve enthilt. 

Hiermit ist der Beweis unseres Satzes fiir n = 4 gefiihrt. Seine 
wesentlichen Momente mégen hier noch ausdriicklich zusammengefasst 
werden, es sind die folgenden: 

1) dass im Punktraume eine irreducibele Fundamentalcurve auftritt, 

2) dass eine durch die Fundamentaleurve gelegte Fliche (die 
Ebene §,=—) ein einzelnes, beliebig anzunehmendes Element des 
darzustellenden Gebildes repriisentirt, 

3) dass es nur auf das Verhalten der Bildfliche zum Fundamental- 
kegelschnitte ankommt, ob eine P =O angehérige Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen als vollstiindiger Durchschnitt gefasst werden 
kann. — 

Unser Schluss wiirde dagegen sofort ungiiltig werden, wenn der 
Fundamentalkegelschnitt reducibel wire, also in ein Geradenpaar zer- 
fielee Denn dann kann man Fliichen von der Ordnung -(m’ + m’) 
construiren, welche die Geraden bez. m’- und m’”-fach enthalten. Die- 
selben treffen, wie verlangt, die Ebene des Kegelschnittes nur in 
Punkten des Kegelschnittes, aber vollstiindige Durchschnitte wiirden 
sie erst dann vorstellen, wenn m’ =m’ wiire. 

Dieses Zerfallen des fundamentalen Kegelschnittes tritt nun gerade 
dann ein, wenn die Determinante der Form P verschwindet, und 
musste desshalb beim Beweise unseres Satzes diese Méglichkeit aus- 
driicklich ausgeschlossen werden. In der That, hat P eine verschwin- 
dende Determinante (und zuniichst noch keine verschwindenden Unter- 
determinanten), so kann man ihm die Form geben: 


O= a? + 2,2 + pq, 
die Abbildungsfunctionen werden : 


or, = £5,, or, = §5,, O%, = 86,, op = §§,, 
og = — (,°+6,"), 
und der fundamentale Kegelschnitt wird: 


gy = 0, E,’ + E,” =0, 


ist also in ein Linienpaar: 















Liniengeometrischer Satz. 


&.=0, & +18 =0, 
&,=0, Ey — 1& =0 
zerfallen. — 

Auf ganz ihnlicke Weise, wie nunmehr der Beweis unseres Satzes 
fiir = 4 gefiihrt und das Nichtverschwinden der Determinante als 
nothwendige und hinreichende Bedingung erkannt wurde, erledigt sich 
die Frage fiir ein beliebiges ». Ist erstlich m —3, haben wir also 
eine Fliche zweiten Grades, so entsteht bei der Abbildung derselben 
auf die allgemeine Mannigfaltigkeit der niichst niederen Dimension 
ohnehin ein reducibeles Fundamentalgebilde, auch wenn die Deter- 
minante der Fliche nicht verschwindet, niimlich ein Punktepaar. Auf 
Fliichen zweiten Grades findet unser Satz desshalb keine Anwendung*). 
Dagegen gilt der Satz allemal, wenn bei der Abbildung der Mannig- 
faltigkeit P = 0 auf die allgemeine Mannigfaltigkeit von (nm — 1) Di- 
mensionen — eine Abbildung, die sich immer in gleicher Weise ge- 
staltet — ein irreducibeles Fundamentalgebilde avuftritt. Hierzu ist 
das Nichtverschwinden der aus den Coefficienten von P gebildeten 
fiinfreihigen Determinanten die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung. Als Fundanentalgebilde tritt nimlich eine Mannigfaltigkeit 
von (n — 3) Dimensionen auf, welche aus einer allgemeinen Mannig- 
faltigkeit von (x — 2) Dimensionen durch eine quadratische Gleichung 
abgeschieden wird. Soll das Fundamentalgebilde zerfallen, so ist dazu 
das Verschwinden aller aus den Coefficienten der Gleichung gebildeter 
dreireihiger Unterdeterminanten die Bedingung; und dies Verschwinden 
tritt dann und nur dann ein, wenn ein Gleiches bei den fiinfreihigen 
Unterdeterminanten der urspriinglichen quadratischen Gleichung P= 0 
der Kall war. Hiermit ist denn unser allgemeiner Satz fiir ein be- 
liebiges n, insbesondere das in thm enthaltene lintengeometrische Theorem, 
bewiesen. . 

Ich will hier von der auseinandergesetzten Theorie noch zwei 
weitere geometrische Anwendungen geben. Die erste bezieht sich 
wieder auf. Liniengeometrie. Man verbinde nimlich mit der quadra- 
tischen Gleichung, der die Liniencoordinaten zu geniigen haben: 


PaO, 


eine lineare. So hat man einen linearen Complex, den man auch in 
der folgenden Weise bestimmen kann. Aus der linearen Gleichung 
nehme man den Werth einer der Verinderlichen, ausgedriickt in den 
fiinf anderen, und substituire ihn in P90, wodurch eine neue 
quadratische Gleichung P’ —0 entsteht. Der lineare Complex er- 


*) Ebensowenig gilt der Satz fiir Kegelschnitte, wie ohne Weiteres er- 
sichtlich. 
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scheint dann als durch diese Gleichnng aus einer allgemeinen Mannig- 
faltigkeit von vier Dimensionen ausgeschieden. Die Determinante 
von P’ verschwindet nicht, wenn der lineare Complex ein allgemeiner 
ist; sie verschwindet dann und nur dann, wenn er ein specieller 
wird*). Wir erhalten also den folgenden Satz: 

Congruenzen, welche einem allgemeinen linearen Complexe an- 
gehiren, kinnen als vollstiindiger Durchschniti desselben mit einem 
anderen Complexe dargestellt werden. 

Fiir den speciellen linearen Complex gilt aber der Satz nicht 
mehr. Ebensowenig wird der analoge Satz gelten, wenn wir zu der 
Gleichung des linearen Complexes eine. weitere lineare Gleichung hin- 
zutiigen und die durch beide dargestellte lineare Congruenz in’s Auge 
fassen. Auf einer linearen Congruenz giebt es in der That Linien- 
flichen, welche sich nicht als vollstiindiger Durchschnitt der Con- 
gruenz mit einem hinzutretenden Complex darstellen lassen. Es sind 
dies diejenigen, welche die Leitlinien der Congruenz ungleich’ oft 
enthalten. 

Eine zweite geometrische Anwendung bezieht sich auf die Dar- 
stellung des Raumpunktes durch die relativen Werthe seiner (mit ge- 
wissen Constanten multiplicirten) Potenzen mit Bezug auf fiinf Kugeln, 
welche Herr Lie in Ankniipfung an die Abbildung des linearen Com- 
plexes diese Nachrichten 1871 n. 7, p. 208 gegeben hat, wihrend sie 
Herr Darboux bereits frither (1868) in einer der Pariser Academie 
eingereichten Abhandlung aufgestellt hatte, die aber noch nicht ver- 
dffentlicht ist (cf. Darboux in den Comptes Rendus 1871. Sept.) 
Der Punkt wird durch fiinf homogene Coordinaten dargestellt, welche, 
einzeln gleich Null gesetzt, fiinf linear unabhiingige Kugeln vor- 
stellen, und diese Coordinaten sind an eine Bedingungsgleichung 
zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante gekniipft. 
Der Punktraum ist hiernach das Bild einer Mannigfaltigkeit, die aus 
einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch diese 
quadratische Gleichung abgeschieden wird; es liegen also genau die 


*) Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, dass die eben vor- 
getragene Abbildung einer Mannigfaltigkeit P =0 von drei Dimensionen auf 
den Punktraum mit der Abbildung des linearen Complexes auf den Punktraum 
gleichbedeutend ist, welche Herr Ndther in den Gittinger Nachrichten 1869. Nr, 15, 
gegeben und die Herr Lie seinen metrisch-projectivischen Untersuchungen zu 
Grunde gelegt hat. Ich méchte an dieser Stelle ausdriicklich auf die Abbildung 
des speciellen linearen Complexes hinweisen, welche die Theorie der Flichen 
mit einer mehrfachen Geraden mit derjenigen der Flichen mit zwei sich schnei- 
denden mebhrfachen Geraden in eine merkwiirdige Verbindung setzt, durch 
welche z. B. die Zeuthen’schen Untersuchungen iiber die Flichen mit einer 
mehrfachen Geraden (Math. Ann. t. IV, 1) fiir die letztgenannten Fliichen ver- 
werthet werden kénnen. 
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Verhiltnisse vor, wie wir sie eben bei dem Beweise des allgemeinen 
. Satzes fiir » = 4 voraussetzten. Dem Projectionselemente entspricht 
. die unendlich ferne Ebene des Punktraumes, der in ihr enthaltene 
» imaginiire Kugelkeis ist der fundamentale Kegelschnitt. Einer Ver- 
legung des Projectionselementes entspricht, wie man leicht sieht, 
eine Transformation des Punktraums durch reciproke Radien. Hier 
erhalten wir also: Jede algebraische Fliche kann vermige Umformung 


durch reciproke Radien in eine solche tibergefiihrt werden, die durch 
eine Gleichung zwischen den in Rede stehenden Coordinaten rein dar- 
. gestellt wird. Dagegen wiirde der entsprechende Satz bei einer ana- 
d logen Coordinatenbestimmung in der Ebene nicht mehr richtig sein*). 

, | 
: *) Man vergleiche die Arbeiten von Lie und mir im fiinften Bande der | 
mathematischen Annalen, sowie Hrn. Darboux’s im Jahre 1873 erschienenes 

re Buch: ,,Sur une certaine famille de courbes et de surfaces‘ (Paris, Gauthiers- 
Villars). [Febr. 1883]. 
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Zur Interpretation der complexen Elemente in der Geometrie. 


Von 
F. Kiem in Leipzig. 
pzig 


(Aus den Gittinger Nachrichten vom 14, August 1872). 


Wenn bei der analytischen Behandlung der Geometrie das Studium 
der algebraischen Gebilde nothwendig zu der Kinfthrung complexer 
Elemente hinleitet, so hat man lange Zeit dariiber gestritten, ob und 
in wie weit den complexen Elementen eine rein geometrische Be- 
deutung beizulegen sei. Die mehr oder minder unbestimmten Prin- 
cipien, wie sie von Poncelet, Chasles u. A. mit Bezug auf diese 
Frage formulirt wurden, konnte eine exacte Auffassung nicht befrie- 
digen; sie erweisen sich nicht nur als unklar, sondern in vielen Fallen 
geradezu als ungeniigend. Auch die in neuerer Zeit so vielfach an- 
gewandte und gewiss héchst fruchtbare Methode, die complexen Ge- 
bilde als nur analytisch definirt anzusehen, von ihnen aber Dinge 
auszusagen, welche die geometrische Anschauung den reellen Gebilden 
beilegt, indem man darunter nur die auch fiir die complexen Elemente 
bestehenden bez. analytischen Relationen versteht, kann nicht als die 
abschliessende Behandlung des Gegenstandes erscheinen, obwohl sie 
in ihrer Richtung Alles leistet.. Denn wir wollen auch in der ana- 
lytischen Geometrie uns nicht begniigen, geometrische Siitze an der 
Hand iibrigens nicht gedeuteter analytischer Operationen als wahr zu 
erkennen, sondern wir wollen den geometrischen Inhalt jeder einzelnen 
Operation verfolgen, so dass das Resultat als ein durch unsere rium- 
liche Anschauung nothwendig bedingtes mit Bewusstsein erkannt wird. 
In dieser Richtung liegt also bei den complexen Elementen die Frage 
vor, ob man nicht den Siitzen und Aufgaben, die sich analytisch auf 
complexe Elemente beziehen, dadurch eine geometrische Bedeutung 
ertheilen kénne, dass man sie auf reale Gebilde iibertrigt, die zu den 
complexen in einer wesentlichen Beziehung stehen. v. Staudt’s Ver- 
dienst ist es*), in seinen Beitriigen zur Geometrie der Lage die Fzage 


*) Vergl. hierzu die beiden neuen Aufsiitze: Stolz, Die geometrische Be- 
deutung der complexen Elemente in der analytischen Geometrie. Math. Ann. 
t. IV. — August, Untersuchungen |.ver das Imaginiire in der Geometrie. (Pro- 
gramm der Friedrichs-Realschule in Berlin 1872.) 
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in der so pricisirten Form aufgestellt und in einer nun noch niher 
zu beleuchtenden Art beantwortet zu haben. 

Jeder complexe Punkt — und es mag hier nur von complexen 
Punkten gehandelt werden — liegt mit seinen conjugirten auf einer 
reellen Geraden und giebt mit ihm zusammen das Paar Grundpunkte 
fiir ee reelle auf der Geraden befindliche Involution ab. Diese In- 
volution ist durch die beiden Punkte vollstiindig bestimmt; es findet 
auch das Umgekehrte statt; sie kann daher die beiden complexen 
Punkte geometrisch vertreten, insofern fiir sie bestimmte Beziehungen 
gelten miissen, sobald irgend welche Beziehungen ftir die complexen 
Punkte festgesetzt werden. Aber es entsteht die Schwierigkeit, zu 
sondern, was auf den einen oder den anderen complexen Punkt sich 


bezieht. Um dies zu erreichen — und das ist der Kern seiner Me- 
thode — legt v. Staudt der geraden Linie, auf welcher sich die In- 


volution befindet, einen bestimmten Sinn bei, in welchem sie durch- 
laufen werden soll; die Involution vertritt den einen oder den andern 
complexen Punkt, jenachdem man den einen oder anderen Sinn 
auswahlt. 

Diese Kinfiihrung und Unterscheidung des Sinnes scheint zunichst 
sehr willkiirlich. Denn derselbe hiingt mit der auf der Geraden be- 
findlichen Involution gar nicht zusammen, er giebt nur an, in welcher 
Reihenfolge wir die tiberdies durch die Involution paarweise zusammen- 
geordneten Punkte der Geraden unserer Aufmerksamkeit vorfiihren 
sollen. Und es ist gar nicht zu sehen, wesshalb die Unterscheidung 
des Sinnes mit der Trennung der beiden complexen Punkte zu- 
sammenhingt. ; 

Dem gegeniiber sei es gestattet hier eine andere Interpretation 
der complexen Elemente vorzutragen, welche eine Einsicht in die 
aufgeworfenen Fragen gestattet, welche tibrigens die v. Staudt’sche 
Interpretation umfasst und nur als eine Weiterbildung derselben an- 
gesehen werden will. 

In ihrer allgemeinsten Form kann die fragliche Interpretation 
folgendermassen dargelegt werden. Die beiden auf einer Geraden be- 
findlichen complexen Punkte O, O’ kénnen als Grundpunkte fiir eine 
auf der Geraden zu treffende projectivische Massbestimmung betrachtet 
werden. Als Entfernung zweier Punkte a, b hat man dann den mit 
einer beliebig zu wiihlenden Constanten ¢ multiplicirten Logarithmus 
eines der beiden Doppelverhiiltnisse zu betrachten, welches die Punkte 
a, b mit den Punkten O, O’ bilden. Nachdem man tiber ¢ nach Be- 
lieben verfiigt, ist die Massbestimmung bis auf das Vorzeichen fest- 
gelegt, in dieser Unbestimmtheit reprisentirt sie die beiden complexen 
Punkte O und O'. Ein Wechsel des Vorzeichens kann mit einer Ver- 
tauschung der beiden Punkte O und O' in Zusammenhang gebracht 
16* 
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werden. Denn bei einer solchen Vertauschung geht das bez. Doppel- 
verhiltniss in seinen reciproken Werth iiber, der Logarithmus des 
Doppelverhiltnisses findert sein Zeichen. Indem wir also der Mass- 
bestimmung ein bestimmtes Vorzeichen beilegen, sondern wir zwischen 
den beiden complexen Punkten, insofern Vorzeichenwechsel und Ver- 
tauschung der beiden Punkte einander entsprechen. 

Wir wollen jetzt von einem beliebigen Punkte a anfangend auf 
der gegebenen Geraden eine Scala mit Bezug auf die festgelegte Mass- 
bestimmung iiquidistanter Punkte coustruiren, welche in positivem 
Sinne fortschreitet, in dem wir von a@ aus eine positive Strecke « 
wiederholt antragen. Die so entstehende und in bestimmtem Sinne 
durchlaufene Punktreihe vertritt die Massbestimmung vollstiindig, auch 
wenn sie sich nach n-maliger Wiederholing schliesst, vorausgesetzt 
nur, dass » > 2. Sinkt » auf 2 herab, so hat die Reihe als solche 
keinen eigenthiimlichen Sinn mehr; sie hat auch zu wenig Constante, 
um die beiden complexen Punkte zu definiren. — Ist aber n > 2, so 
kénnen wir die Punktreihe, die dann eine sogenannte cyklisch pro- 
jectivische Reihe von » Punkten ist*), mit ihrem Sinne an Stelle der 
Massbestimmung setzen; als Bild des einzelnen complexen Punktes dient 
dann also die in bestimmtem Sinne durchlaufene cyklisch projectivische 
Reihe. 

Statt der einen solchen Reihe mégen wir unendlich viele con- 
struiren, indem wir den Anfangspunkt a sich beliebig fndern lassen; 
wir mégen die unendlich vielen Reihen in der Weise auf einander 
folgen lassen, wie es ihre Anfangspunkte entsprechend einer positiven 
Zunahme der Entfernung von a thun. Ist », wie wir voraussetzten, 
> 2, so kénnen alle diese Punktreihen in bestimmter Aufeinander- 
folge aus einer einzigen derselben durch Construction abgeleitet 
werden**); die Kinfiihrung der unendlich vielen Reihen hat nur den 
Zweck, dass sie den Werth beurtheilen lisst, den die einzelne Reihe 
zur Darstellung der complexen Grundpunkte besitzt; sie ist eben eine 
unter einfach unendlich vielen. 

Ist aber » = 2, haben wir also mit Punktepaaren zu thun, die 
dann eine Involution bilden, so wird das gleichzeitige Betrachten von 
mindestens zwei Paaren nothwendig, denen dann noch der Sinn, in 


*) Kine solche wird auf einer beliebigen Geraden von den » Strahlen aus- 
geschnitten, die den Winkelraum um einen Punkt herum in » gleiche Theile 
theilen; man erhilt dabei die allgemeinste cyklisch projectivische Reihe, jede 
einmal. 

**) Man erreicht dies am einfachsten, wenn man die erste Reihe durch 
n Strahlen eines Biischels bestimmt, die unter einander gleiche Winkel bilden; 
dreht man den Biischel um seinen Mittelpunkt, so schneiden die Strahlen alle 
weiteren Punktreihen aus. 
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welchem die Gerade durchlaufen werden soll, besonders hinzugefiigt 
werden muss. Dann hat man eben die v, Staudt’ sche Interpretation. 

Nehmen wir aber, was am einfachsten scheint, » = 3. Man hat 
dann 3 Punkte auf der Geraden und zwar drei beliebige Punkte, da 
jedes System von 3 Punkten cyklisch projectivisch ist. Die Grund- 
punkte desselben werden durch die quadratische Covariante A der 
durch die drei Punkte repriisentirten cubischen Form f vorgestellt. 
Drei Punkte sind auch gerade nothwendig und hinreichend, um einen 
bestimmten Sinn auf den Geraden fest zulegen. Wir reprdsentiren 
also schliesslich den complexen Punkt durch drei beliebige in bestimmtem 
Sinne zu nehmende Punkte einer Geraden. — Der complexe Punkt ist 
dann einer der beiden Punkte, die durch A == 0 vorgestellt werden. 
Dass sich die Unterscheidung des Sinnes auf der Geraden mit der 
Unterscheidung der Factoren von A deckt, kommt darauf hinaus, dass 
die Festsetzung des Sinnes der Adjunction des Differenzenproductes 
der drei Wurzeln von f= 0 iiquivalent ist, letzteres aber zugleich 
Differenzenproduct der Wurzeln von A = 0 ist. 

Ks mag hier nicht niiher ausgefiihrt werden, wie sich die con- 
structiven Aufgaben, welche man fiir complexe Punkte stellen kann, 
unter Zugrundelegung dieser einfachsten Darstellung gestalten; da- 
gegen mag noch kurz der Darstellung durch cyklisch projectivische 
Reihen von 4 Punkten a, b, ¢, d gedacht werden. Dieselbe fillt 
niimlich ihrem Wesen nach mit v. Staudt’s ,,harmonischer“ Darstellung 
der zur Definition der complexen Punkte dienenden Involution zu- 
sammen, und nur die Auffassung ist hier etwas anders. Bei v. Staudt 
hat man in den vier Punkten a, b, c, d zwei Paare der bez. Invo- 
lution vor sich, niimlich ac und bd, und man schreibt die Punkte 
nur in der Reihenfolge a, b, c, d, um zugleich den Sinn auf der 
Geraden zu fixiren. Hier dagegen gehen die Punkte a, b, c, d in 
ihrer Reihenfolge durch dieselbe Operation aus einander hervor, und 
der Sinn findet sich von selbst mitbestimmt*). 








*) Ausfiihrlich beschiiftigt sich mit der im Texte gegebenen Interpretation 
von geometrischer Seite Hr. Liiroth: Math. Annalen, Bd, XI. Den Fall n= 3 
benutzt Hr, Harnack in der Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung (in 
Schlémilch’s Zeitschrift, Bd, XXII). [Febr. 1883,] 











Eine Uebertragung des Pascal’ schen Satzes auf Raumgeometrie. 
Von 
F. Kier in Leipzig. 


(Aus den Sitzungsberichten der physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen 
vom 10. November 1873)*). 


Man erhilt ein eigenthiimliches Princip zur Uebertragung von 
Siitzen der Ebene auf den Raum, wenn man die Riemann’ sche 
Repriisentation einer complexen Variabeln auf der Kugelflache mit der 
projectivischen Betrachtung der Gebilde zweiten Grades verbindet. 
Dasselbe soll im Folgenden kurz bezeichnet und insbesondere auf den 
Pascal’schen Satz angewendet werden. 

Hesse hat bekanntlich eine Methode gegeben (Borchardt’s Journal 
Bd. 66), um Siitze der Ebene auf die gerade Linie, — algebraisch aus- 
gedriickt, auf das Werthgebiet einer einzelnen, im Sinne der linearen 
Invariantentheorie betrachteten, -Variabeln — zu iibertragen. Man lasse 
niimlich jeder geraden Linie der Ebene das Punktepaar entsprechen, 
in welchem sie einen festen Kegelschnitt schneidet, und beziehe den 
Kegelschnitt durch stereographische Projection auf eine feste Gerade. 
Die Punktepaare der Geraden werden so die Bilder der Linien der 
Ebene, und die ebene Geometrie ist mit der Geometrie der Geraden 
in Verbindung gesetzt, wenn man in ersterer die Linien, auf letzterer 
die Punktepaare als Elemente betrachtet. 

Man reprisentire nun weiter das Werthgebiet der Variabeln, 
deren reelle Werthe allein auf der festen Geraden veranschaulicht 
waren, in Riemann’scher Weise auf einer Kugelfliiche, oder, was 
eine leicht verstindliche Verallgemeinerung ist, auf einer nicht gerad- 


*) Es ist dies diejenige Arbeit, auf welche Hr. Wedekind bei seiner Defi- 
nition des complexen Doppelverhiiltnisses von vier Punkten der Kugel Bezug 
nimmt, Bd. 9 dieser Annalen, pag. 209 ff. [Febr. 1883]. 
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linigen reellen Fliche zweiten Grades*). Der geraden Linie der ur- 
spriinglichen Ebene, mochte sie reell oder complex sein, entspricht 
eindeutig ein reelles Punktepaar der Fliche, und dieses Punktepaar 
ersetze man wieder durch seine Verbindungsgerade, So hat man 
schliesslich eine Beziehung zwischen Ebene und Raum, vermdge deren 


jeder reellen oder complexen Geraden der Ebene eine und im all- 


gemeinen nur eine reelle Gerade des Raumes entspricht. Letztere ist 
in ihrer Lage dadurch beschrinkt, dass sie gezwungen ist, eine nicht 
geradlinige reelle Fliche zweiten Grades zu treffen. 

Diese Beziehung hat namentlich folgende Kigenthimlichkeit: 
Zwei Gerade der Ebene, die mit den Tangenten, welche man durch 
ihren Durehschnittspunkt an den bei Herstellung der Beziehung be- 
nutzten festen Kegelschnitt legen kann, ein reelles Doppelverhiiltniss 
bilden, erhalten als Bilder zwei riitumliche Gerade, die sich erstens 
schneiden und iiberdiess innerhalb des somit durch sie bestimmten 
Biischels mit den an die feste Fliiche gelegten durch ihren Durch- 
schnittspunkt gehenden Tangenten dasselbe reelle Doppelverhiiltniss 
bilden. Insbesondere also: Linien der Ebene, die in Bezug auf den 
festen Kegelschnitt conjugirt sind, werden wieder conjugirte, sich 
iiberdiess schneidende, Raumgeraden zu Bildern haben. Oder, wie 
man sich ausdriicken kann, indem man den Kegelschnitt in der Ebene, 
die Fliche im Raume nach Cayley’s Vorgange als Fundamental- 
gebilde fiir eine projectivische Massbestimmung betrachtet: Senk- 
rechten Linien der Ebene entsprechen senkrechte, sich schneidende 
Linien des Rawmes. 

Um das hiermit geschilderte Uebertragungsprincip auf den Pas cal’- 
schen Satz anzuwenden, mag man demselben folgende Form geben. 
Statt zu sagen, dass die drei Durchschnittspunkte der Gegenseiten 
eines in einen Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsseits in einer Geraden 
liegen, kann man sich dahin ausdriicken, dass die Polaren dieser drei 
Punkte, d. h. die drei Geraden, welche bez. zu den zusammengehorigen 
Gegenseiten gleichzeitig conjugirt sind, zu einer vierten Geraden con- 
jugirt sind; oder endlich, indem man nun den Kegelschnitt als Funda- 
mentalgebilde einer projectivischen Massbestimmung wihlt: dass die 
gemeinsamen Perpendikel der Gegenseiten eines in das Fundamental- 
gebilde eingeschriebenen Sechsseits ein gemeinsames Perpendikel haben. 

Auf den Raum iibertragen behilt der Satz vollstiindig seine Form; 
und das ist die Verallgemeinerung des Pascal’schen Satzes, die hier 


*) Man erhiilt diese Repriisentation, von der gewéhnlichen Darstellung der 
complexen Variabeln in der Ebene ausgehend, indem man die Ebene parallel 
zu der Tangentialebene der Fliiche in einem ihrer Nabelpunkte legt und durch 
stereographische Projection von diesem Nabelpunkte aus Fliiche und Ebene auf 
einander bezieht. 
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gegeben werden sollte. Unter ,,Fundamentalgebilde“ ist nur eine ge- 
schlossene Flache zweiten Grades verstanden; das in sie eingeschriebene 
Sechsseit braucht nicht eben zu sein, sondern kann irgendwie an- 
genommen werden; endlich erscheinen alle Constructionen auf das 
Innere der Fliiche beschrinkt. Wollte man diese Beschrinkung auf- 
heben, wollte man ferner, was nahe liegt, zu weiterer Verallgemei- 
nerung an Stelle der nicht geradlinigen reellen Fliche zweiten Grades 
eine beliebige Fliiche zweiten Grades setzen, so wiirde zuniichst eine 
gewisse Unbestimmtheit zu beseitigen sein, die daraus entsteht, dass 
die Construction des gemeinsamen Perpendikels zweier Raumgeraden 
in Cayley’s Geometrie eine zweideutige ist und nur durch Be- 
schrinkung auf das Innere der nicht geradlinig vorausgesetzten reellen 
Flaiche zu einer eindeutigen gemacht wird. 

















Ueber den allgemeinen Functionsbegriff und dessen Darstellung 
durch eine willkirliche Curve. 


Von 
F. Kuew in Leipzig. 


(Aus den Sitzungsberichten der physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen 
vom 8, December 1873) *). 


Der allgemeine Functionsbegriff ist historisch aus der analytischen 
Geometrie (resp. aus der Mechanik und iiberhaupt der mathematischen 
Physik) erwachsen; aber es besteht kein Zweifel, dass er, um vollig 
correct zu sein, von jedem anschauungsmiissigen Gebiete abgelést und 
auf rein arithmetische Grundlage gestellt werden muss. Ich glaube, 
dass dies seither, auch nach Dirichlet’s strenger Definition einer 
Function, noch nickt in hinreichendem Maasse geschehen ist**), so 
sehr ‘das Bediirfniss dazu in allgemeinen mathematischen Kreisen 
empfunden wird. Und eben hierin scheint der Grund fiir die Schwierig- 
keiten zu liegen, die in so manchen Siitzen tiber willkiirliche Func- 
tionen gefunden werden, wie z. B. in dem, dass es stetige Functionen 
ohne Differentialquotienten giebt. 

Demgegeniiber denke ich im Folgenden den rein arithmetischen 
Charakter des Functionsbegriffes deutlich zu bezeichnen (§ 1,2). Ich 
gehe sodann dazu iiber, die Vorstellung der willkiirlichen Curve zu 
analysiren (§ 3, 4) und finde, dass sie den aus ihr folgenden Eigen- 
schaften nach nicht sowohl dem Functionsbegriffe als emem verwandten 
analytischen Begriffe, dem des I’unctions-Streifens, wie ich ihn nenne, 


*) Im Zusammenhange mit dem im ‘Texte wiederabgedruckten Aufsatze 
verweise ich auf die beiden im vorigen Jahre erschienenen Lehrbiicher von Hrn, 
Pasch: ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie“, und: ,,Einleitung in die Differen- 
tial- und Integralrechnung“, (Itipzig, B, G. Teubner). Es ist meine Ansicht, dass, 
aihnlich wie im Texte, in jedem Lehrbuche der Differential- und Integralrechnung 
der Unterschied zwischen der unmittelbaren (physikalischen) Anschauung, und der 
abstracten, mathematischen Auffassung zur Sprache gebracht werden sollte. 

(Febr, 1883]. 

- **) Wenigstens gelangte eine solche Auffassung noch nicht zur Darstellung. 
Ich kann aber nicht zweifeln, dass sich mancher Mathematiker dieselben Ueber- 
legungen mehr oder minder deutlich gebildet hat, wie sie im Texte entwickelt 
werden sollen. 
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entspricht (§ 5,6). Den inneren Grund dafiir erblicke ich, ganz all- 
gemein gesagt, in der Ungenauigkeit unserer riumlichen Anschauung 
(§ 3). Ich bin mir freilich bewusst, dass ich mit diesem Versuche 
einer Begriindung aus dem rein mathematischen Gebiete hinaustrete 
und psychologische Probleme beriihre, iiber die etwas Richtiges aus- 
zusagen ausserordentlich schwierig ist. Aber einmal stehe ich mit 
der bez. Auffassung der Raumanschauung nicht allein (vergl. § 3); 
andererseits empfiehlt sie sich durch ihren Erfolg: die ganze Reihe 
von Misslichkeiten, welche die gewéhnliche Auffassung mit sich fiihrt 
(§ 4), erledigt sich ohne Weiteres. In § 7 endlich gebe ich noch 
einige Siitze iiber den Gebrauch von Reihen zur Darstellung willkiir- 
licher Curven. 


§ 1. 
Rein arithmetische Definition und Erzeugung einer Function. 


Bei der Definition dessen, was Function zu nennen ist, wird man 
immer von einer reellen Grosse x als unabhiingiger Variabeln aus- 
gehen, die im Folgenden insbesondere so gedacht sein soll, dass sie 
nicht nur alle rationalen, sondern auch alle irrationalen Werthe an- 
nehmen kann*). 

Kine andere Grosse y heisst eine (eindeutige) Function von x 
innerhalb eines Intervall’s**), wenn zu jedem Werthe von x innerhalb 
des Intervall’s ein bestimmter Werth von y gehdrt. Dies ist Dirichlet’s 
bekannte Definition; aber man wird die weitere Frage aufwerfen, wie 
man eine solche Function herzustellen hat? Indem die Betrachtung 
der anschauungsmiissigen Gebiete, welche nach der gewohnlichen Auf- 
fassung hier von Belang sind, zunichst vdllig bei Seite gelassen 
werden soll, stellen wir folgenden Satz als Ausgangspunkt voran: 

Es kann nie eine unendliche, sondern immer nur eine endliche An- 
zahl von Dingen als willkiirlich gegeben vorausgesetet werden***). 


*) Der rein arithmetische Begriff der Irrationalzahl ist in neuerer Zeit von 
mehreren Seiten her scharf als solcher entwickelt worden, was hier angefiihrt 
sei, weil diese Schriften ihrer Tendenz nach mit dem, was in § 1, 2 des Textes 
auseinandergesetzt werden soll, iibereinstimmen. Essind: Dedekind, Stetigkeit 
und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872; Heine, Die Elemente der Functionen- 
lehre, Borchardt’s Journal Bd, 74; Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes 
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, Mathematische Annalen, Bd. V. 

**) An und fiir sich steht Nichts im Wege, von Functionen zu sprechen, die 
innerhalb verschiedener Intervalle oder auch nur fiir einzelne Werthe von x 
existiren. Aber die hierin liegende grissere Allgemeinheit wiirde fiir die Be- 
trachtungen des Textes ohne Bedeutung sein, so dass es nicht néthig scheint, 
sie explicite einzufiihren. 

***) Ich habe diesen Satz am schiirfsten ausgesprochen und durchgefiihrt 
gefunden in Diihring’s Natiirlicher Dialectik (Berlin 1865). 
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Dementsprechend kann eine Function nie fiir die unendlich vielen 
Werthe des Argumentes, fiir die sie hergestellt werden soll, will- 
kiirlich gegeben sein, sondern sie muss aus einer endlichen Zahl ge- 
gebener Elemente vermige eines bestimmten Gesetzes fiir jeden Werth 
thres Argumentes berechnet werden kinnen. 

Es soll das nicht missverstanden werden. Wenn die Function 
nach gewodhnlicher Ausdrucksweise in verschiedenen Intervallen oder 
auch fiir emzelne Werthe des Argumentes verschiedenen Gesetzen ge- 
niigt, so bezeichnen wir deren Inbegriff eben als ein Gesetz. 

In diesem Gesetze und der in ihm liegenden Méglichkeit der Be- 
rechnung ist dann das Wesen der Function zu erblicken. Die Func- 
tion ist, dementsprechend, nicht als fertig existirend vorzustellen, wie 
dies in Anlehnung an die riiumliche Anschauung wohl nur zu oft ge- 
schieht; sie existirt, im strengen Sinne des Wortes, nur fiir die ein- 
zelnen Werthe des Argumentes, fiir die sie berechnet worden ist (was 
selbst wieder voraussetzt, dass es Werthe giebt, fiir welche die Be- 
rechnung durch einen endlichen Process geleistet werden kann). 

Insofern zwei verschiedene Werthe, fiir die man die Berechnung 
durchgefiihrt haben mag, nothwendig endlich verschieden sind, hat 
man bei diesen Festsetzungen iiber das Verhalten der Function fiir 
upmittelbar auf einander folgende Argumente und also iiber das Vor- 
handensein oder Nicht-Vorhandensein eines Differentialquotienten gar 
keine Intuition; die Schwierigkeit, welche man in der Annahme 
stetiger Functionen ohne Differentialquotienten zu finden glaubt, 
existirt iiberhaupt nicht. 


§ 2. 
Von der Darstellung einer Function durch Reihen. Einfiihrung des 
Functions -Streifens. 


Entsprechend dem voraufgeschickten Satze von der Unmdglichkeit, 
unendlich viele Dinge als willkiirlieh gegeben anzunehmen, hat eine 
unendliche Reihe von Operationen nur dann einen bestimmten Sinn, 
wenn wir in ihr bloss eine endliche Anzahl von Bestimmungen will- 
kiirlich denken, die iibrigen durch ein Gesetz aus ihr ableiten. So ist 
es z. B. mit einer Potenzreihe; wir kénnen von einer solchen Reihe 
als einer gegebenen nur sprechen, indem wir uns die Coefficienten 
der in’s Unendliche fortlaufenden Glieder durch eine Regel aus einer 
endlichen Anzahl voraufgegangener bestimmt denken*). 

Wenn wir, ohne weitere Beschrinkung, sagen, dass eine Reihe 


*) Ich bin hierauf gelegentlich von Hrn. Kronecker gespriichsweise auf- 
merksam gemacht worden; in seiner Bemerkung lag fiir mich wohl der erste 
Anlass, mir die in § 1, 2 des T'extes niedergelegte Anschauung zu bilden, 
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eine gewisse Function darstellen kénne, so meinen wir einfach, dass 
das Gesetz, welches zur Berechnung der Function diente, in die Form 
des durch die Reihe angegebenen regelmiissigen Processes gebracht 
werden kann. 

Etwas, was von dieser exacten Darstellung einer Function durch 
eine Reihe begrifflich durchaus verschieden ist, was aber unter ver- 
schiedenen Gesichtspunkten (und insbesondere in allen Fallen der An- 
wendung .auf praktische Verhiiltnisse) dasselbe leistet, ist die nur 
approximative Darstellung einer Function. Wir sagen, dass eine 
(endliche oder unendliche) Reihe eine gegebene Function approximativ 
darstelle, wenn der Unterschied des. unctionswerthes und des aus der 
Reihe berechneten immer kleiner ist, als eine gegebene Grosse 0. Die 
Darstellung wiirde nur dann eine exacte sein, wenn diese Grosse be- 
liebig gelassen werden kénnte. 

Ueber die Méglichkeit der approximativen Darstellung von Fune- 
tionen durch Reihen lassen sich ohne Weiteres allgemeine Siitze auf- 
stellen, wie das in der Folge noch geschehen soll (§ 7), wiihrend es 
bekannt ist, dass tiber die Méglichkeit einer exacten Darstellung durch 
die gewohnlich gebrauchten Reihen so lange Nichts behauptet werden 
kann, als nicht die im allgemeinen Functionsbegriffe liegende Will- 
kirlichkeit betriichtlich eingeschriinkt ist und namentlich sehr viel 
mehr eingeschriinkt ist, als es durch die blosse Annahme der Stetigkeit 
geschieht. 

Die nur approximative Darstellung einer Function charakterisirt 
einen wichtigen Theil mathematischer Speculation, in welchem nicht 
von den exacten, sondern nur von den angeniherten Relationen der 
Gréssen gehandelt wird*). In ihm wird man alle Functionen, deren 
Werthe um weniger als eine gegebene Grosse 0 von einander ab- 
weichen, zu einem Ganzen zusammenfassen, das dann durch eine 
Gleichung der Form 

y=f(e) +. e<o 

charakterisirt sein wird. Ein solches umfassendes Gebiet von zwei 
Dimensionen ist es, welches im Folgenden als ein F'unctionsstreifen 
oder schiechthin als ein Streifen bezeichnet werden soll. Diese Be- 
nennung ist mit Absicht so gewihlt, dass sie an die geometrische 
Anschauung erinnert; denn diese kann, wie die weitere Ueberlegung 
zeigt, fiir die Theorie der Streifen, wie dieselbe im Folgenden ge- 
braucht werden soll, ohne Weiteres verwendet werden (vergl. § 5). 

Was ein Streifen ist, mag durch die vorstehenden Sitze nur 
erst veranschaulicht, noch nicht scharf definirt sein. In der That 


*) In diesen Theil ist z, B. fast die ganze sogenannte ,,angewandte Mathe- 
matik‘* zu verweisen, 
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werden wir weiterhin (§ 5) noch eine wesentliche Zusatzbestimmung 
treffen und iiberdiess die Willktrlichkeit der zu Grunde liegenden 
Function f(x) in einem gewissen Sinne einschrinken. 


§ 3. 
Ueber die Moglichkeit, eine Function durch eine Curve darzustellen. 


Indem ich mich nunmehr zu der Frage wende, in wie weit eine 
Function anschauungsmiissig gegeben sein kann, beschrinke ich mich 
auf das abstracteste unter den hier in Betracht kommenden Gebieten, 
auf den Rawm, und, da nur von zwei Veriinderlichen die Rede sein 
soll, auf die Ebene*), Die Punkte der Ebene seien in gewdhnlicher 
Weise durch die Werthe von y und ~& reprisentirt; ist es médglich, 
durch eine in der Ebene verlaufende Curve ein Functionsverhiltniss 
zwischen y und # genau zu bezeichnen? 

Durch eine willkiirlich gezeichnete Curve sicher nicht; denn die 
Zeichnung sowohl als ihre spitere Beobachtung sind, wie alle der- 
artigen Thitigkeiten, nur von approximativer Genauigkeit. 

Durch eine gesetemiissig erzeugte Curve gewiss, sofern das Gesetz 
mitgetheilt wird, welches sie beherrscht. Aber in dem Falle ist es 
eben dieses Gesetz und die Voraussetzung voller Genauigkeit der 
geometrischen Axiome, durch welche die Function bestimmt wird; 
die Frage, mit der wir uns hier beschiiftigen wollen, liegt in einer 
wesentlich anderen Richtung. 

Es soll sich nimlich darum handeln, ob man sich eine Curve 
iiberhaupt exact vorstellen und dieselbe somit, wenn auch nur sub- 
jectiv, als genaues Bild einer Function betrachten kénne? wobei es 
denn gleichgiiltig sein wird, ob wir uns die Curve willkiirlich oder 
vermdge eines bestimmten Gesetzes construirt denken. Ich behaupte: 
Nein. Die Vorstellung einer Curve hat nur approximative Genauigkeit ; 
das analytische Gegenbill der Curve ist nicht die Function, sondern der 
Streifen. Es mag zuniichst der Sinn dieser Behauptung niiher formulirt 
und erst in den folgenden Paragraphen auf die Vortheile hingewiesen 
werden, welche aus ihr hervorgehen. Nach der psychologischen Seite 
soll sie sich insbesondere auf diejenigen Erérterungen stiitzen, die 
neuerdings von Hrn. Stumpf in seinem Buche: ,,Ueber den psycho- 
logischen Ursprung der Raumvorstellung“ (Leipzig, 1873) gegeben 
worden sind (vergl. daselbst bes. p. 280). 

Das Element der riumlichen Anschauung ist im Sinne der hier 
vorzutragenden Ansicht nicht der einzelne Punkt, sondern der (dreifach) 


*) Auf mechanische Vorstellungen wird man im Grossen und Ganzen dic 
Betrachtungen des Textes iibertragen kénnen. 
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ausgedehnte Kérper*). Wir kénnen uns den Koérper in hohem Maasse 
verkleinert denken, bekommen aber niemals die fertige Anschauung 
eines einzelnen Punktes. Es_ist in demselben Sinne unméglich, eine 
Curve exact vorzustellen; wir erblicken immer einen Kérper, von dem 
nur zwei Dimensionen betriichtlich gegen die dritte zuriicktreten. 
Wenn wir Geometrie auf einer Fliche, also insbesondere Geometrie 
der Ebene treiben, so ist damit die Tiefenvorstellung nicht ausge- 
schlossen; es wird nur nicht auf sie geachtet. 

Beziiglich der Breite, die wir einer Curve in unserer Anschauung 
beilegen, gelten dann die folgenden Bestimmungen, die geeignet 
scheinen, den Gegenstand, um den es sich handelt, noch deutlicher 
zu bezeichnen: Man kann die Breite fiir einzelne Stellen der Curve 
durch Concentriren der Aufmerksamkeit auf dieselben betriichtlich ver- 
ringern, aber wohl nicht**) unter jede gegebene Grenze und sicher 
nicht unter jede beliebige Grenze. Fiir jede Stelle aber, die selbstiindig 
aufgefasst wird, ist dabei ein besonderer Act der Aufmerksamkeit noth- 
wendig, wie man am besten wahrnimmt, wenn man sich die Curve 
in sehr viel grésserem Maassstabe denkt, als man gewohnt ist. 


§ 4. 


Schwierigkeiten, die sich ergeben, wenn man Curve und Function 
entsprechend setzt. 


Entgegen der Behauptung, wie sie im vorigen Paragraphen ent- 
wickelt wurde, soll jetzt zuniichst ein genaues Entsprechen von Curve 
und Function angenommen und auf die Widerspriiche hingewiesen 
werden, welche dann entstehen, Es versteht sich dabei von selbst, 
dass der zusammenhingenden Curve nur eine Function ohne alle Un- 
stetigkeiten entsprechend gesetzt werden kann. 

Eine Curve hat, nach der Anschauung, die wir thatsiichlich be- 
sitzen***), in jedem Punkte eine Tangente. Dementsprechend miisste 
jede stetige Function einen ersten Differentialquotienten haben, was nicht 
richtig ist. 


*) Hierin also liegt ein fundamentaler Unterschied zwischen unserer Vor- 
stellung vom Punktraume und ‘demjenigen arithmetischen Begriffe, den man als 
sein Analogon construirt hat, niimlich dem Begriffe der (n-fach ausgedehnten) 
Mannigfaltigkeit; das Erste bei der Auffassung der Mannigfaltigkeit ist das 
einzelne Werthsystem. 

**) In der That scheint es unméglich, einen Kérper von gegebener Grisse 
zu denken, wenn diese Grisse sehr klein angenommen wird. 

***) Nur von dieser (gewohnheitsmiissigen) Anschauung ist im Texte iiber- 
haupt die Rede; ob wir dieselbe ev. werden modificiren kénnen, ist eine Frage, 
die durchaus jenseits der Grenzen unserer Betrachtung liegt. 
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Die Neigung dieser Tangente iindert sich, unserer Anschauung 
entsprechend, stetig, wenn wir auf der Curve fortschreiten. Sie ist 
also selbst wieder durch eine stetige Function vorgestellt, die man von 
Neuem durch eine Curve repriisentiren mag. Man findet so, dass jede 
stetige Function nicht nur einen ersten, sondern auch einen zweiten 
Differentialquotienten hat; und wenn man in derselben Weise fort- 
fihrt, ergiebt sich, dass sie auch einen dritten, vierten, ..., tiber- 
haupt unbegrenzt viele Differentialquotienten besitzt. Aber eine solche 
Function ist, nach dem Taylor’schen Satze, durch ihren Verlauf in 
dem kleinsten Intervalle gegeben *). Eine willkiirliche Curve miisste also durch 
thr kleinstes Stiick vollig bestimmt sein, was eine Contradictio in adjecto ist. 

Wiire sie es nicht, so giibe es eine neue Schwierigkeit. Ist eine 
Curve, ob auch willkiirlich, in allen Punkten exact aufzufassen, so 
wiirde es mdgtich sein, eine Function fiir jeden Werth ihres Argu- 
mentes innerhalb eines Intervall’s willkiirlich zu gebey, wnd dies ver- 
stisst gegen die in § 1 formulirte Unmiglichkeit, unendlich viele Dinge 
als willkiirlich gegeben vorauszusetzen. 

Die entwickelten Schwierigkeiten fallen fort, wenn man die Curve 
nicht der Function, sondern dem Functionsstreifen adiquat setzt, wie 
nun gezeigt werden soll. Zugleich scheint dies die einzige Lésung zu 
sein, welche hier méglich ist. Wenigstens ist eine andere Lésung, 
so viel ich weiss, noch nicht vorgeschlagen worden **). 


§ 5. 
Nahere Betrachtung der Functionsstreifen. 
Den Functionsstreifen fiihrten wir in § 2 durch eine Gleichung 
y=f(@)+e e<d 
in die Betrachtung ein. Wihlen wir die gegebene Grosse 0 so gross, 
dass sie bei raumlicher Repriisentation der y und 2 eine merkliche 
Strecke bezeichnet, so stellt die vorstehende Gleichung eben dasjenige 


*) Dies ist, neueren Untersuchungen zufolge, ein Irrthum; vergl. du Bois, 
Bd. XXI dieser Annalen, pag. 109 ff. Der Einwurf des Textes sollte also vor- 
sichtiger formulirt werden. [Febr. 1883.] 

**) In einer Rede vor der British Association zu Brighton (1872 On the aims 
and instruments of scientific thoughts) hat Hr. Clifford darauf aufmerksam ge- 
macht, dass eine Erledigung der entsprechenden Schwierigkeiten, die sich bei 
der Betrachtung der mechanischen Probleme aufdraéngen, sachlich darin gesucht 
werden kiénne, dass man fiir unsere continuirliche Anschauung ein discontinuir- 
liches Substrat voraussetzt — eine Vorstellungsweise, die sich auch schon in 
Riemann’s Abhandlung: Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen, als eine mit den Thatsachen vertriigliche angedéutet findet. Eine 
solche Vorstellung von dem, was unserer Anschauung in der Sphire des Sein’s 
entspricht, macht die Erliuterungen des Textes nicht nur nicht tiberfliissig, 
sondern muss dieselben geradezu voraussetzen. 














































256 F. Kuem. 


dar, was man auch in der gewohnlichen Ausdrucksweise als einen 
Streifen bezeichnet, und wofiir ein Weg, ein Strom der gewohnlichen 
Anschauung entnommene Bilder sein mégen. 

Die Rinder eines solchen Streifen’s wird man, je nachdem man 
sich der in § 3 formulirten Ansicht anschliesst, oder nicht, als un- 
bestimmt und nur approximativ gegeben oder als véllig bestimmt vor- 
stellen. Demgegeniiber soll jetzt die analytische Definition so gestellt 
werden, dass diese Riinder unbestimmt gedacht werden miissen. Es 
midge niimlich @ eine gegen 6 sehr kleine Grésse bezeichnen, die aber 
im Uebrigen vollig unbestimmt gelassen wird, und der Streifen sei 
fortan definirt durch die Gleichung: 

y=f(@) +e e<d—e@. 

Wir haben sodann noch eine Beschrinkung hinsichtlich der Will- 
kiirlichkeit von f(x) hinzuzufiigen, damit der analytische Ausdruck 
vollig dem: geometrischen Anschauungsbilde entspricht, wie es durch 
die Worte: Weg, Strom bezeichnet wird. Diese Bilder sagen nimlich 
aus, dass wir es mit einem Gebiete zu thun haben, das in einer Di- 
mension sehr viel ausgedehnter als in der anderen ist. Analytisch 
wird man dies so formuliren kénnen: Sei 4 im Vergleiche zu 0 eine 
betriichtliche, w eine geringe Zahl; so bestimme man fiir alle in Be- 
tracht kommenden Werthe x, der unabhiingigen Variabeln eine lineare 
Function 

y=axr-+ B, 
welche tiir die Argumente x, und 2 + 4 mit den Werthen f(x,) und 
f(a + 4) zusammenfallt (was natiirlich voraussetzt, dass innerhalb 
des Intervall’s, fiir weleches die Function existirt, Differenzen von der 
Groésse 4 Platz finden). Die hinzutretende Voraussetzung sei dann die, 
dass diese lineare Function innerhalb des Intervall’s von x, bis x + 4 
von der gegebenen Function f(x) nirgends um mehr als um w abweicht. 

Man kann dann zeigen, dass die Abweichung der Function /(2) 


innerhalb der beiden Intervalle x, bis «, + 4 und a, + 4 bis a + 24 
von einer quadratischen Function: 


y=ax?+be+e, 


die mit ihr fiir die Werthe 2, 2+ 4, 2 +24 des Argumentes 
iibereinstimmt, ebenfalls in bestimmte Grenzen eingeschlossen ist etc. 


§ 6. 
Fortsetzung. Differentialquotienten eines Streifens. Zahl der 
Bestimmungsstiicke, von denen ein Streifen abhingt. 


Was geometrisch unter der Richtwng eines Streifens, unter seiner 
Kriimmung zu verstehen ist, ist ersichtlich; beide sind keine exact 
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bestimmten Gréssen, sondern nur in dem Maasse genauer anzugeben, 
als der Streifen schmaler ist. Dementsprechend wird man analytisch 
von einem ersten und zweiten Differentialquotienten des Streifens als 
approximativ gegebenen Gréssen reden kénnen. Als ersten Differential- 
quotienten im Punkte 2, wird man geradezu den ersten Differential- 
quotienten der im vorigen Paragraphen aufgestellten beriihrenden 
linearen Function, «, oder auch der dort gegebenen beriihrenden 
quadratischen Function, 2ax, + b, bezeichnen kénnen. Als zweiten 
Differentialquotienten mag man den zweiten Differentialquotienten der 
ersetzenden quadratischen Function, also 2a, einfiihren. Die Grenzen, 
zwischen welche diese Angaben eingeschlossen sind, riicken in dem 


: : ; a : 
Maasse enger an einander, als man die Quotienten 3 und £. der im 


vorigen Paragraphen eingefiihrten Hiilfsgréssen betriichtlicher resp. 
geringer annimmt. Ueberhaupt wird man von einem n'" Differential- 
quotienten des Streifens reden kénnen; ein solcher Quotient ist nie- 
mals exact aber immer approximativ bestimmt. 

Der Unterschied aber besteht zwischen den Differentialquotienten 
einer Function und eines Streifens (abgesehen davon, dass letzterer 
keine exact gegebene Grosse ist): dass bei der Function der betr. 
Quotient streng an dem einzelnen Werthe des Argumentes haftet, 
dass er bei dem Streifen dagegen sich erst durch Beurtheilung des 
Gesammtverlaufes ergiebt. 

Achten wir noch auf das Maass der Willkiirlichkeit, deren ein 
Streifen faihig ist, wobei ausdriicklich an die Unbestimmtheit seiner 
Rinder erinnert werden soll. Dementsprechend ist nimlich ein Streifen 
so vollkommen, als tiberhaupt méglich, bestimmt, wenn wir in jeder 
Strecke 4 seines Intervalls eine endliche (hinreichend grosse) Zahl 
ihm angehériger Punkte kennen. Der Streifen selbst hiingt also nur 
von einer endlichen Zahl willkiirlicher Festsetewngen ab. 

Vergleichen wir das Resultat dieser Ueberlegungen mit den Wider- 
spriichen, die sich in § 4 ergaben, wo wir die Curve als exact dem 
Begriffe der Function entsprechend auffassen wollten. So ist er- 
sichtlich, dass die letzteren alle fortfallen, sobald wir die Curve dem 
Streifen entsprechend :etzen. Die Schwierigkeiten betr. die Differential- 
quotienten existiren nicht mehr, weil letztere jetet eine andere Defini- 
tion erhalten haben; der Widerspruch, dass unendlich viele Dinge als 
gegeben vorausgesetet werden miissten, ist weggehoben, da die willkiir- 
Jiche Curve nur von einer endlichen Zahl von Festsetzungen abhingt. 
Und dieses ist die hauptsiichlichste Einsicht, welche durch die gegen- 
wirtige Mittheilung entwickelt werden sollte. 


Mathematische Annalen, XXil. 
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§ 7. 
Reprasentation der Streifen (Curven) durch Reihen. 


Noch einige Bemerkungen iiber die Repriisentation von Streifen 
durch Functionen und insbesondere durch Reihen mégen hier zugesetzt 
werden. Wir werden dabei sagen, dass eine Function einen Streifen 
darstelle, wenn alle ihre Werthe dem Gebiete des Streifens angehdren. 
Es ist dabei weder néthig, dass die Function Differentialquotienten 
besitzt (nicht einmal, dass sie stetig ist), noch auch, wenn sie solche 
besitzt, dass dieselben mit den Differentialquotienten des Streifens 
iibereinstimmen. Aber man wird diejenige Darstellung fiir die voll- 
kommenste halten, bei der dies der Fall ist. 

Als ein erstes Beispiel nenne ich eine nach dem Vorhergehenden 
naheliegende Darstellung durch Fourier’sche Reihen. Man verbinde 
nimlich (geometrisch geredet) Punkte, welche dem Streifen angehéren 
und den Argumenten 


—na,--+,—dA,o, +4,--+ +d 


entsprechen, so wie sie auf einander folgen, durch begrenzte gerade 
Linien ; das entstehende Polygon repriisentire man durch eine Fourier’ - 
sche Reihe. Dann hat man eine Repriisentation des Streifens durch 
eine Function, die mit alleiniger Ausnahme der Punkte 


a=o, +4,---,+nd 


iiberall Differentialquotienten hat. Die ersten Differentialquotienten 
stimmen mit denen des Streifens (annihernd) iiberein; die iibrigen nicht, 
sie haben den constanten Werth Null. 

Diese Art der Repriisentation hat den Vorzug, an jeder Stelle 
nur von dem Verlaufe des Streifens in niichster Nihe abhingig zu 
sein, und also die Willkiirlichkeit, die wir in den Streifen hineinlegen, 
auch analytisch zum Ausdrucke zu bringen. 

Als ein zweites Beispiel, das den entgegengesetzten Charakter 
besitzt,” sei die Darstellung des Streifens durch eine Potenzreihe ge- 
napnt. Wir kénnen, vermittelst der bekannten Lagrange’schen 
Interpolationsformel eine Potenzreihe herstellea, welche jede beliebige 
(endliche) Anzahl von Punkten des Streifens enthiilt. Man iiberzeugt 
sich — und dieser Satz liegt implicite der Definition der Differential- 
quotienten eines Streifens in § 6 zu Grunde — dass bei richtiger 
Wahl der bestimmenden Punkte nicht nur die Potenzreihe selbst, den 
Streifen annihernd darstellt, sondern namentlich auch, dass ihre Diffe- 
rentialquotienten an jedem Punkte mit den bez. Differentialquotienten 
des Streifens approximativ iibereinstimmen. In diesem Sinne kann 
also jeder Streifen durch eine Potenzreihe dargestellt werden. 
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Schliesst man sich der Anschauung an, dass eine Curve nichts 
anderes ist, als ein Streifen, so sind diese Siitze Fundamentalsitze 
iiber die Darstellung willkiirlicher Curven. 


§ 8. 
Schlussbemerkung. 


Die vorgetragenen Betrachtungen legen die Frage nahe, in wie 
weit es in analytischen Untersuchungen gestattet ist, geometrische 
Auschauung zu verwenden. Diese Frage ist um so wichtiger, als 
man einen Gebrauch dieser Anschauung in den mannigfachsten Ge- 
bieten nicht nur in ausgiebigster Weise, sondern auch mit dem gréssten 
Erfolge macht. Ich denke dabei nicht sowohl an eigentliche Geometrie, 
die ja ausser in dem lebendigen Erfassen des im Raume Angeschauten 
noch an den Axiomen eine Stiitze findet, als vielmehr an solche Disci- 
plinen, wie Analysis situs oder geometrische Theorie der Differential- 
gleichungen. Es diirfte sehr schwer sein, die Grenzen fiir die Rich- 
tigkeit soleher Betrachtungen allgemein anzugeben. Aber die Frucht- 
barkeit, welche diese Verkniipfung analytischer Probleme mit der 
Raumanschauung besitzt, scheint auf die erhéhte Uebersicht hinaus- 
zukommen, welche diese Anschauung mit sich fiihrt, und fiir welche 
die nach der entwickelten Ansicht fehlende Genauigkeit im Kleinen 
nicht nur kein Hinderniss, sondern geradezu eine Férderung ist, 














Ueber die Integration der trigonometrischen Reihe. 


Von 


Paut pu Bors-Reymonp in Ttibingen. 


Heine’s Satz*), dass die Fourier’sche Reihe in Strecken, 
in denen ihre Summe eine stetige Function ist, vollstiindig**) con- 
vergirt, gestattet zwar diese Reihe gliedweise zu integriren, falls ihre 
Sprungstellen nur in endlicher Zahl oder in geeignet gruppirten un- 
begrenzten Mengen vorhanden sind, aber iiber die gliedweise Integrir- 
barkeit von trigonometrischen Reihen mit nur integrirbar vorausgesetzter 
Summe kann auf Grund des Heine’schen Satzes Nichts ausgesagt 
werden. 

Wir nehmen an 


(1) f(x) = a, + a, cos x + a, cos 24+ --+-+ a, cos nx + ie. 
+ b, sin + D, sin 24+ ----+ Dd, sin nx 


sei im weitesten Sinne integrirbar, wobei unbegrenzt grosse Werthe 
von f(x) nicht ausgeschlossen sind.***) Alsdann ist erwiesen 7+), dass 


*) Borch. Journ. Bd. 71, 8. 353—365 und Theorie der Kegelfunct. II, Aufl, 
8. 53 ff. 
**) [Ich nenne eine Reihe (a) + (a) + etc. volistiindig convergent im 


n 
Punki x = 2,, wenn (x) + u(x,) + etc. convergirt, und > (a, + 0) den 
1 


niimlichen Limes wie w, (a) + %2(a,) + etc. hat, in welcher gegenseitigen Be- 
ziehung man auch » ins Unbegrenzte wachsen und d ins Unbegrenzte abnehmen 
lassen mége. In einem IJntervall convergirt die Reihe w(x) + u(x) + --- voll- 
stiindig, wenn sie in jedem Punkt vollstindig convergirt. Ich werde niichstens 
diese Benennung ,,vollistiindig‘‘ gegeniiber dem iiblichen ,,gleichmiissig“ recht- 
fertigen. 
**%) Ueber die Art des unbegrenzten Anwachsens der Function, siehe die 
Art. 22, 23, 24 der in der folgenden Anm. cit. Abh. 
+) Beweis, dass die Coefficienten der trigonometrischen Reihe etc., Abh. 
d, k. bayer. Akad. der W., II Cl., XII Bd., I Abth. 
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a- 2 


(2) af(c) = Yin daf(Qa+-2) mhe 
_ ate 


2 


wo h = 2n-+ 1 die Succession der ungeraden Zahlen vorstellt, 
Es handelt sich also um den Limes: 


a—x 
P ° sin he 
(3) =e, fof da f(2a + x) = ¢ 
_ ate 


2 


wobei wir zunichst — a < a < #, << -+ 2 annehmen wollen. 
Das innere Integral zerfillen wir in die Theile 





“ fr 


und untersuchen zuerst den Limes von 





(5) J ee J de (2a + 2) mks . 





Wenn x wachsend von 2, bis x, geht, so geht ~—* positiv und 








abnehmend von 2 -. bis ae Das innere Lehi in (5) zer- 
legen wir in 
a—x, a--x 
2 = 
(6) J+J 
’ a, 
und betrachten zuerst den Limes von 
* : h 
(7) frefit Jaf (te + 2) Sete. 
Hierin 272 = uw gesetzt, kommt: 
a—Xo 
‘i— in I 
. ¥ 7 sin h 
(8) 2 fdufdaf@a +a —2u) =, 


a—x, A—x, 
2 2 
























262 


P. pu Bo1s-Reymonp. 






was auf Grund der Formel: 


(9) frofae 9(@; 6) — fate fae (5, @) 
a a a e 


iibergeht in: 


n—x, o. 





(10) 2 ae daf(2u+x—2a) ™. | 
‘a | | 


Die Function von wu: : 


a—2, 


(11) aerau «— 30) = 1 (aor 

u Tofu 
ist offenbar integrirbar, und da die Grenzen der itiusseren Integration 
in (10) die Null von w ausschliessen, so ist nach dem 1. Hauptsatz 
der Theorie der darstellenden Integrale*) der Limes von (7): 





in | 
fis feet (2a + 2) — 
= 
gleich Null. 
Das Integral 
(12) J dx fi f(2a + x) he 
des ersten Theils in (6) wird 
n-a 
. . x, 
(13) “—~ = faxfee +2), 


und hat offenbar den Limes = J da f(a). Denn giebt man dem inneren 


Integral die Form: 


2+2a Ula Zo gt2a 
(14) fro dx - Jr dx - fr@ dz, 
Zo+t2a 


und zerlegt auf die mehrfach von mir benutzte Weise die Function 








*) Borchardt’s Journ. Bd. 79, pag. di. 
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f(x) in ~(x) + v(x) wo p(x) gleich f(#) oder Null und y(z) gleich 
Null oder f(x) ist, jenachdem f(x) positiv oder negativ*), so andern 
sich die Integrale links in: 


@,-+2a x+2e x+2a 
(15) Joes + [w(a)dx — wie capac: f(x)da 
[Risa fore focsus~ fe 


siimmtlich monoton mit @. Sie sind iiberdies stetige Functionen von 


AR te = aa 


a, falls das Integral J f (x) dx absolut convergent ist, d. i. falls f(x) 
v0 


nur so unbegrenzt grosse Werthe annehmen kann, dass J mod. f (x)dx 


endlich und bestimmt ist.**) Dieses Integral erhilt die Grenzen 0 und z, 
on a+2a 

atz da in dem Integral « von 0 bis 
0 


Nun ist noch das Integral (4): 


= @ 
=A gehen kann. 


(16) fu fac f(@e + 2) sinks 


—*ts 


zu untersuchen. Wenn das innere Integral zerlegt wird in 


a+2, 
0 Nay 
(17) J 4 
Aho ; a+ 
— = - 
so kommt statt 8: 
— 2 
(18) 2 | du J da f(2a om tae w) ete. 
ren Yara ata 
“ 2 


* mS 
Das Weitere entsprechend wie oben. Es ergiebt sich > Jt@ dz als 
%o 


*) Mit f(x) sind dann g(a) und (a) natiirlich ebenfalls integrirbar. 

jon **) Ich lasse es hier bei dieser hinreichenden Bedingung bewenden, die in- 
dessen auf Grund der in der dritten Anm, zu diesem Aufsatz cit. Ausfiihrungen 
leicht etwas erweitert werden kann, 
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0 
Limes von (16) unter der hinreichenden Bedingung, dass f f(a) dx 


absolut convergent sei. 


Endlich sei z, = 2. Dann fallt in (6) das erste Integral fort und 
das zweite 


a—x 
2 


; 


giebt statt (8) und (10) die Ausdriicke: 





a—X, 
¢ F F “16 P sin ha 
(19) 2 fau fdafea+ x — 2u) ——— 
0 
a—X Ss 
(20) = ia fae f (2u + x — 2a) =e 
sin hu 
(21) « fe att (aor) 
x, 2u 


Der Limes wird also fase An den Ausdriicken (16) ete. andert 


sich nichts Wenesiiisine. Ganz thnliche Bemerkungen erledigen den 
Fall z, = — a. 

Wenn sodann das Interval %y-.-+, sich tiber eine oder beide 
Grenzen des Intervalls — a----+ a hinaus erstreckt, so zerlegt man 
es in Intervalle, die dem ‘hn betrachteten analog sind, was bei der 
Periodicitaét der Reihe immer méglich ist. 

So entsteht der Satz: 

Es sei 


f(x) = a, + a, cos x + a, cos 24+ ----+ a, cos nx , 
+ bd, Ca hs Sor aie ah gon _ 
7. 


eine solche Function, dass 
fa z mod. f(x) 


—n 


endlich und bestimmt ist. Alsdann convergirt stets die Reihe 
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( . . . . 

iy (%,— %)) — a, (sin 7, —sin 7%) — 2 (sin 2a, — sin 2z;,)] 
a, ,. , 

— +++ — —- (innx, —sin na) 


(22) b > +t ete., 
+, (cosa, — cosa%) + —;- (cos2x, — cos2xy) 














b 
2 | |, (cos na, —cos nay) 


fiw dz. 


2. 


Zum Schluss wollen wir noch die Summe der Reihe 


und swar gegen den Werth 


. 3 a, . 
F(x) = ayx — a, sin x — —~ sin 2x—---— . sin nx 


(23) ‘ b, + ete. 
+ b, cosa + 3 COs2u-+ ‘++ = cos Nx 


aufsuchen. 
Aus (22) folgt fiir 7) 0, «, = 2 


. a . . 
ayx — a, sin & — > sin 2x — --- — sin na 


b x 
(24) + b, cosa: + % cos 24 + +--+ = cOSn & tele. fied, 











Hierin « = a gesetzt, ergiebt sich: 


(25) am — 2 aaett ~fi f(a) dx 


WO a) = Jn (x)daz. Die Reihe be. —" iiber die ungeraden p ist 


also convergent. Es fragt sich ob die Reihe >= , tiber simmtliche 


p summirt, ebenfalls convergirt. Um dies zu entscheiden, integriren 
wir (24) noch einmal, d. i. wir integriren das zweimalige Integral 
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hinter lim in 3, nach z,, indem wir 2 = 0 annehmen, bilden also den 
Ausdruck : 


s1n a@ 


(26) fos fae Pa ae + 2) = ae 
— #13 


und suchen dessen Limes nach h. Geben wir (26) die Form: 


x 2 
(27) J as(X—a) fae f(2e + 2) Hake , 
a+ 
-#ts 
so ist von den beiden Integralen 
— 
5 ¢ in he sin ho 
(28) xf da factze + 2x) ee — fir fis f(Qe+ x) = = 
_a+e2 —*ts 
2 
das erste nach dem obigen schon erledigt, sein Limes ist 
x 
m xf f(a)da. 
% 
Das zweite werden wir schreiben: 
x 
© ] ‘ M4 
offs inQatayftet aj 2h fas facfea+s ) sinha. 
—"t: 


Von diesen beiden Integralen giebt das erste wie oben behandelt den 
Limes 
x 


x fa f(x) dz, 


0 


das zweite, wegen des I. Hauptsatzes der Theorie der darstellenden 
Integrale, den Limes 0. Somit hat (26) iff Ganzen den Limes 
xX ea 


1 fas, Jaz f(x). 


0 0 


Mithin erhalten wir aus (24), wenn wir nach z von 0 bis X, inte- 
griren: 
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~~ + a,cos X+ A cos2X +--+ con X| 


, be. a a 
(30) +d, sin X+ xe sin2X + -+-- FsinnX ete, = fac, fac fie 
n n 0 u 
x a, by 
a) — *—X ~F 
to BEX DS 


ao 

. ‘ b , 

Hieraus folgt bereits, dass > — , iiber alle p genommen, eine con- 
Pp 


1 








on 
: ‘ b 
vergente Reihe ist. Setzt man noch X =a so kann man > - oy 
1 
durch eine unbedingt convergente Reihe ausdriicken: 
4 


: a Kb 
(31) a, -23 att. — aD fe nferas 
1 e 


0 


Im Ganzen ergiebt sich der zweite Satz: 
Die trigonometrische Reihe: 


2 


. a . . 
F(a) = a2 — a,sinz — —-sin2a — -..-— — sinna 


b ‘ 
+ b,cosz + | cos2x-+ --- + — cosna 
convergiri fiir alle Werthe von x, wenn, 


f(x) = a + a, cos x + a, cos 24 +--+ + a, cos nx , 
+ b, sin x + 6, sin 2” +---+b, sin nx asenns 


gesetat , 
+ nm 


fac mod. f(x) 


—2n 


endlich und bestimmt ist. Die Swmme der ersteren Reihe lautet: 


F(2) = jf flayda + S, 


und die Reihe rechter Hand geniigt der Beziehung 


Ay = —Z 2 on itir — “> 2 f (x —x)f(w)da. 


0 
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Die Reihe 


: a : a, . 
F(a) = az = — a, sin & — > sin 24 — --- ——sinna 
. + ete. 
+ b, cos a +-% cos 2x + -+- + —— cos nx 


welche wieder eine trigonometrische Reihe ist, gestattet wieder die 
Fourier’sche Coefficienten-Bestimmung, und da sie, wenn die Reihe 
f(x) die Bedingung des vorstehenden Satzes erfiillt, eine stetige Func- 
tion von « ist, so kann auch sie wieder integrirt werden, u. s. f. 
Man kann aber auch von der Reihe F(x) ausgehen, und, indem man 
von der Reihe f(x) nur fiir einzelne Punkte etwas voraussetzt, Be- 
ziehungen zwischen der Reihe F(x) und der Reihe f(x) aufsuchen. 
Dieser gleichsam umgekehrte Weg, welchen Riemann beziiglich der 
trigonometrischen Reihe in (30) verfolgte, scheint auch bei der Reihe 
F(x) nicht ergebnisslos zu sein. 


Freiburg i. Br. im Marz 1883. 























Beziehungen zwischen den Fundamentalintegralen einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Von 


Leo K6nIGSBERGER in Wien. 


Im § 2 meiner ,allg. Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgleichungen* habe ich nachgewiesen, dass eine homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit algebraischen Coeffi- 
cienten reductibel ist, wenn zwei Fundamentalintegrale derselben in 
algebraischer Beziehung zu einander stehen, und dass, wenn dies letztere 
nicht der Fall ist, die Annahme der Reductibilitit der Differential- 
gleichung die Existenz einer linearen oder auch linearen homogenen 
Differentialgleichung als algebraisches Integral erster Ordnung zur Folge 
hat; weiter war aber im § 9 gezeigt worden, dass auch in dem Falle, 
in welchem zwei Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu 
einander stehen, nothwendig ein particuliires Integral der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung existirt, welches einer linearen homogenen 
Differentialgleichung erster Ordnung Geniige leistet*), und es wurde 


*) Wir kénnen die dort gewonnenen Resultate auch noch etwas anders aus- 
sprechen; sei die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 


a? d 
(a) a +P uf Qy=0, 


so wird dieselbe, wenn sie reductibel ist, entweder ein algebraisches Integral 
g(x) besitzen oder ein Integral haben, welches einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 


dy 
(B) 1. 90 
geniigt, und da fiir den Fall des algebraischen Integrales nur p= ‘ og (0) 


gesetzt zu werden braucht, damit y = g(x) sich ergiebt, so wird also in jedem 
Falle fiir ein Integral der reductibeln Differentialgleichung («) die Existenz der 
Differentialgleichung (8) erforderlich sein; wird dieses Integral nun mit 


~= eF v9 


bezeichnet, und stellt y, ein zu y, gehériges Fundamentalintegral vor, so dass 
bekanntlich 


! 
. 
| 
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auf diese Weise erméglicht, fiir den Fall, dass die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung kein algebraisches Integral besitzt, das A bel’sche 
Theorem in dem von mir definirten Sinne fir die Integrale reductibler 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung aufzustellen. Es braucht kaum 
hinzugefiigt zu werden, dass, wenn ein Fundamentalintegral algebraisch, 
das andere transcendent ist, sich ein A bel’sches Theorem fiir zwei trans- 
cendente Fundamentalintegrale unmittelbar ergiebt, indem sich aus die- 
sen beiden das algebraische Integral linear zusammensetzt. Will man 
in das Abel’sche Theorem nicht bloss die Fundamentalintegrale selbst, 
sondern auch deren erste Ableitungen eintreten lassen, so kann man 
dasselbe leicht fiir alle linearen homogenen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung aufstellen; denn bezeichnet man mit y, und y, zwei 
Fundamentalintegrale dieser Differentialgleichung, so ist bekanntlich 


¥ 
ye : Gi <r 


ist, so ergiebt sich mit Benutzung des Werthes von y, aus dieser letzten Gleichung 


frax Set inde | 


Yo = Ce la, 


und es wird somit jedes Integral der reductibeln Differentialgleichung (a) die 
Form halen 


(y) y= fede bn 4 as | gfe tines dx\ ; 


worin w und wy willkiihrliche Constanten bedeuten, oder anders ausgesprochen, 
jede Uineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung («), welche andere In- 
tegrale als die in der Form (y) enthaltenen besitzt, ist irreductibel. 

Man kann die Bedingung der Reductibilitit endlich noch folgendermassen 
ausdriicken; da die Differentialgleichung («) vermége der Substitution 


frazx 


bekanntlich in die Differentialgleichung erster Ordnung 


(8) y=e 


(2) dz 


<4 2+ Pe+Q=0 
iibergeht, so wird, weil y, = ~*~ sein sollte, nothwendig p ein Integral der 
Differentialgleichung (s) sein miissen, und umgekehrt, wenn (e) ein algebraisches 
Integral p besitzt, so wird 

go Sede 
ein-Integral der Differentialgleichung («) sein, welche, weil dasselbe der Gleichung 


dy 
da ~ PY 


geniigt, reductibel ist; wir erhalten somit den Satz: 

Die nothwendige wnd hinreichende Bedingung fiir die Reductibilitét der 
Differentialgleichung (a) ist die, dass die Differentialgleichung (e) ein algebraisches 
Integral besitzt. 
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[Mh Me 

rae 
wenn P den als algebraische Function von « vorausgesetzten Coefficienten 
von y¥ in der Differentialgleichung zweiter Ordnung vorstellt, und es 
folgt hieraus, wenn mit 


—fPd 
—cov 7 





vi Y2 | 

1M Ye ley 
der Werth der Determinante fiir 2 = x, bezeichnet wird, dass, wenn 
{Pda der Einfachheit wegen als Integral erster Gattung vorausgesetzt 
wird, bis auf einen constanten Factor 

m1 Yo} °|% YY | oon we | = 1% Yl lH Ve 

Yr Yo le |My Ye lee 11 Ye lee «1M Ye |x, rn Yo |x, 
ist, worin w eine willkiihrliche ganze Zahl, X,, ---- X, in bekannter Weise 
mit 2,,-+-+2%, algebraisch verbundene Argumente bezeichnen, und es 
ist klar, dass mit Zulassung der Ableitungen der Fundamentalintegrale 
bis zur m— 1‘ Ordnung die entsprechende Determinante von m 
Fundamentalintegralen einer linearen homogenen Differentialgleichung 
m'** Ordnung vermége der bekannten Liouville’schen Beziehung ein 
genau so gestaltetes Abel’sches Theorem liefern wird. 

Der unmittelbare Zweck der vorliegenden Arbeit ist jedoch nicht 
die weitere Entwicklung des Abel’schen Theorems fiir irreductible 
lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, sondern 
eine Untersuchung, die derselben vorausgehen muss, naimlich die Frage 
nach den Beziehungen der Fundamentalintegrale einer solchen Differen- 
tialgleichung zu Integralen von Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Sei 
a d 
(1) 7 =? 4 + @y 


eine lineare homogene irreductible Differentialgleichung, in welcher 
P und Q algebraische Functionen von x bedeuten sollen, und bestehe 
zwischen zwei Fundamentalintegralen y, und y, derselben und einem par- 
ticuliren Integrale z, der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


¢ lz 
(2) cp = peta, 
in welcher p und g ebenfalls algebraische Functionen von x bedeuten, 
eine algebraische Beziehung 
(3) FL, Yy5 Yo) #1) = 93 
es soll die Natur dieser Beziehung untersucht werden. 
Setzen wir dieselbe in die Form 
(4) Yo = f(%, 1» %), 


so wird sich wegen 
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ye = ZL 4 PF ye 4 2 (pe, + 9) 


” of i, 


Yo — Oe +2 Oxdy, Y ‘+2 iste enta+ ana? y; (p2,+ 9) 
+ Zh wt © y+ SE (pe, + 0) 
oy? 71 an? O22 t 1 
0 . d 1 
+ se (p22, +pq+4, oP +54) 


durch Einsetzen in die Differentialgleichung (1) mit Beriicksichtigung von 


yy = Py + Oy, 
die _ or 


(3) S442 dein” y+ 250F rt a+2 sok wa tan +o 5 ny” 
1 1 
+ 5- £ Oy; + (ps, +4) a (pts a tpg +e, oe +5% 
xs pe + PZ actin 
Es ist leicht einzusehen, dass dies keine in den Gréssen y,’,y,,2,,% 


identische Gleichung sein kann; denn wiire dies der Fall, so miisste, 
weil y,’ nur explicite, nicht im Functionszeichen f vorkommt, 


oer 
6) af 0, 

= hd 22 F 
(7) iets + ibe (pe, + q) = 0 


ebenfalls identisch erfiillt sein fiir beliebige Werthe von z, y, und 2,; 
aus (6) folgt dann, dass 

(8) f= Xy, + X, 

ist, worin X und X, algebraische Functionen von % und 2, sind, deren 
erste vermége der Gleichung (7) der fiir alle « und z, identischen Be- 
dingung geniigen muss 


(9) oxy 8% tos, + @) 0. 


Cox O% 


Da aber das allgemeine Integral dieser partiellen Differential- 
gleichung die Form hat 


(10) X=—@ feo Pe fe gaat, 


und z, als Integral der Differentialgleichung (2) durch den Ausdruck 
gegeben ist 


(11) = wet? "4. pee qax, 
worin « eine Constante bedeutet, so wird 
(12) X= 9(@)= 


also selbst eine Constante, und es geht (8) in 
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(13) Yo = F(@,%, %) = AY, + XY, 

iiber, worin X, eine algebraische Function von 2 und ¢, ist; da aber A 
eine Constante, so muss X, ein Integral der Differentialgleichung (1) 
sein, denn der Fall X, 0 ist ausgeschlossen, da y, und y, zwei 
Fundamentalintegrale sein sollten. Dass aber X, nicht ein Integral 
von (1) sein kann, ist daraus ersichtlich, dass, wenn wir 


d ox, ox 
q= Xi, ge = je + i (Pa to 


bilden, die Elimination von 2, zwischen diesen beiden in 2 und 2, 
algebraischen Gleichungen eine Differentialgleichung von der Form 


F («, ; a1) = 0 
liefern, somit das Integral y der Differentialgleichung (1) schon einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung geniigen wiirde, 
was mit der Annahme der Irreductibilitiit der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung nicht vereinbar ist. 
* Es folgt hieraus, dass die Gleichung (5) nicht eine in den Gréssen 


L,Y, Y,; und z, identische sein kann; sie wird somit eine Relation 
zwischen eben diesen Gréssen feststellen, die wir in die Form 


(14) 2 = 9(7,%,%) 

setzen wollen. Da nun y, ein particulires Integral einer irreductibeln 
Differentialgleichung ist, so gilt der Satz von der Erhaltung der alge- 
braischen Beziehung zwischen Integralen von Differentialgleichungen, 
wonach das Integral der irreductibeln Differentialgleichung durch ein 
beliebiges anderes derselben ersetzt werden darf, wenn nur fiir die 
Integrale der anderen Differentialgleichungen (s. § 5 meiner ,,Unter- 
suchungen“) passende Integrale eben dieser substituirt werden; wir er- 
halten somit aus (14) die Beziehung 





(15) 2+ mE, = 9(@, UY, HY), 

worin m eine willkiihrliche, m eine davon abhingige Constante und 

(16) oo 

oder £, ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung 
d 

(17) 5 = pt 

ist. Aus (14) und (15) folgt 

(18) P(X, HI, HY) = P(X, Hy M1) +.mh,, 


welche Gleichung eine in 2, y,, y,;, €, identische oder nicht identische 
sein kann. 

Nehmen wir zuerst an, die Gleichung (18) sei eine identische, so 
ist unmittelbar einzusehen, dass £, eine algebraische Function von « 
sein muss, da es nur in dem einen Posten m{, auf der rechten Seite 
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dieser Gleichung vorkommt, doch kann diese algebraische [unction 
auch Null sein; sei nun €, algebraisch und die Gleichung (18) iden- 
tisch, so werden sich aus letzterer durch Differentiation nach y,, y, und wu 
die Beziehungen ergeben 


09(@, wy, HY) 


OD dy= Op (@, Yi, 41) Op(L, UM, ay: ) O09 (2%, 41) 


OW P O(uy% ) girs Ou 


O9(@, UY, HY) Op(*, WY, bY) 6 __ dm 
meth . % shen aun) y, = “dn”? 


b] 


O(uy) 
und hieraus wieder, wenn (2, y,, ¥,) = p gesetzt wird, 
0g 09 dm 
(19) Y1 dy 1M dy, © ap o> 


welche Gleichung wiederum eine identische sein muss. Da nun das 
allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgleichung die Form hat: 
(20) p=u i. g, log y, + @ (x, m), 
worin @ eine willkiirliche Function bedeutet, die auch die Variable « efit- 
halten darf, weil nun ferner die Function (x, y,, y,’) eine algebraische 
Function ihrer Argumente sein soll, in dem Ausdrucke (20) aber y,’ 
nur in dem Functionszeichen @ enthalten ist, so wird auch @ eine 
algebraische Function vorstellen, und daher 


d 
u = 6, —0 


dm _ 0 d.h. m vonw u- 
du . 
abhiangig ist, oder dass &, =; da nun die erste Annahme, weil fiir 
u#=1 m=O ist, auf die Functionalgleichung 

(21) PL, HY HI =P FMW) 

fahrt, welche nach der oben gemachten Voraussetzung eine identische 
sein soll, diese aber zur allgemeinen Lésung die Form 


sein miissen, woraus folgt, dass entweder 


9 (@, m4) = (x, - ) 


hat, so folgt, dass, wenn die Gleichung (18) eine identische sein soll, 
die Gleichung (14) die Form annimmt 


(22) | = a(x, u), 


worin @ eine willkiirliche algebraische Function bedeutet. 
Ist dagegen (18) eine nicht identische Gleichung, sondern liefert 
sie eine algebraische Beziehung von der Form 


(23) f = F@,%,%); 
so ist unmittelbar einleuchtend, dass ¢ keine algebraische Function von 
x sein kann, weil sonst zwischen 2, y,, y, eine algebraische Beziehung 
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= 


bestehen, also y, schon einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung geniigen wiirde, wiihrend die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine irreductible sein sollte, und es wird daher aus (23) wie- 
derum nach dem Satze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung, 
weil € ein Integral der Differentialgleichung (17) ist, folgen, dass 
(24) F(a, ON, on) =rF (a, Yi» y;:) 

ist, worin @ eine beliebige, x eine von @ abhaingige Constante bedeutet. 
Da nun die Gleichung (24) eine identische sein muss, weil sonst wie- 
derum y, einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
niigen wiirde, so folgé durch Differentiation nach y,, y,', @ 


OF (z,oyvem) 5 OF mW) OF (*, eye’) _ , OF, 9. W) 
0(ey) OW . e(em) On . 
OF (x, ey, ey’) OF (x, ey1,0y) + __ ar , 
O(e%) Y1 + O(em) | Bare de F(a, Yio" ); 
und hieraus, wenn F(a, y,, y,)) = F gesetzt wird, 
oF we > Be 
1 OU > Y; On. ae ae de F; 


das allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgleichung hat die 
Form ; 

F(a, 9) =yo(#, *), 
worin a eine Constante, eine willkiirliche Function bedeutet, und 


man erhilt somit fiir, den Fall, dass die Gleichung (18) nicht eine 
identische ist, fiir diese Gleichung die nothwendige Form 


(25) 6 = yjo(, *). 


Ks ist die Frage somit jetzt darauf zuriickgefiihrt, die Méglichkeit 
der Beziehungen (22) und (25) zu untersuchen; beschiiftigen wir uns 
zuerst mit der Gleichung (22), welche wir in die Form setzen 
(26) Y= y,2(, 4%), 
worin Q eine algebraische Function von x und g bezeichnet. Da sich 
aus (26) durch Differentiation, wenn Q(z, z,) = Q gesetzt wird, 

” OQ @Q dz 
9° =n +H oe + Ge de 
ergiebt, so folgt mit Hulfe der Differentialgleichungen (1) und (2) 


(27) + 2 (pe + Q—— V+ PL+Q, 


und es muss diese in 2 und 2, algebraische Gleichung eine in diesen 
Gréssen identische sein, weil z, ein transcendentes Integral sein sollte. 
Bestimmen wir ¢, als eine solche Function von x, dass der in x und 4, 
algebraischen Gleichung 


18* 





a 
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a2 
(28) 0% 7 
identisch geniigt wird*), so ergebe sich z, = (x), und es wird fiir 


diesen Werth von 2, die Gleichung (27) auch noch fiir alle Werthe 
von 2 identisch befriedigt werden, also 


(29) te, Et) em —Q(x, 4), ye) + PQ2(2, %)n=we + @ 


sein; setzt man aber 
Q(x, y(x)) = (a), 
worin also TT(x) eine algebraische Function bedeutet, so ist 


ae _ 02(a, y(a)) + @Q(x, w(x) dy(a) 
Ox Ow (a) da 


a : ° 
_ (2, ) =y (zx) +> (: ae of ae ¥ (7) 


oder vermége (28) 
oe) = (2: 4) 
a=yi(2)’ 
und es geht daher on in 


(30) ar@) — — (2)? + PM (2) + @ 


iiber. Setzt man aber 
TI(z) a dlogy _ dy 1 


dx dx y?’ 
also 


adW(xz) dy 1 4 
dz  ~—6« dx® dx/ y?? 
so geht (30) in 
d*y = 
also in die vorgelegte lia zweiter Ordnung (1) iiber, 
und es wiirde dieselbe also ein Integral 


*) Dies wiirde nur dann nicht méglich sein, wenn Q(a, 2,) eine in 2, lineare 

Function von der Form wire 
Q(x, %) = Re, +58, 

worin R und § algebraische Functionen von 2 bedeuten; dann wiirde aber die 
Gleichung (27) in die Beziehung 

dR , dS 

%- dx x +a 7 
itibergehen, ne da % sich nicht als algebraische Function von x ergeben darf, 
eine in x und 4%, identische sein muss, was aber andererseits wieder nicht mégiich 
ist, da 2, nur auf der rechten Seite dieser Gleichung in einem Gliede vorkommt; 
fiir den Fall, dass R= 0 ist, wiirde aber Q(z, z,) von z, unabhiingig sein, und 
die Gleichung (26) somit eine algebraische Beziehung zwischen 2, y,, y,' liefern, 
was mit der Irreductibilitit der Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht ver- 


triglich ist, 


zt B(p% +9) = — Be? —2RSz,— + PRz, + PS+Q 














mem nA @ 
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IT (x) a 
ae a)daz 


(31) 
besitzen, worin TT(x) eine algebraische Function von x bedeutet; aber 
dies ist unméglich, da 

[ a gua 


ist, und y also der Differentialgleichung erster Ordnung 
dy 
de 9° T(z) 


geniigen wiirde. 

Nachdem die Unmiglichkeit der Gleichung (22) erwiesen, gehen 
wir zur Untersuchung der Beziehung (25) tiber, welche wir wiederum 
in die Form setzen wollen 


(32) ny = Q(x, y,* - &); 
es folgt wiederum durch Differentiation, wenn der Kiirze halber 
Q(x, y7*- §&) = Q  gesetzt wird, mit Benutzung der Differential- 
gleichungen (1) und eg 

‘ OQ 

33 ox peas. — aQ = — Q? PQ 
( ) Ox ar &) [p a 19" * + + Q, 
und es muss diese in «, y,, § algebraische Gleichung — dass die 
Grosse a in der Gleichung (32) eine rationale Zahl sein muss, folgt, 
weil Q eine algebraische Function der in ihr enthaltenen Gréssen sein 


sollte — eine in diesen Gréssen identische sein, weil im entgegen- 
gesetzten Falle sich 





—a 
y  &= R 
ergiibe, worin FR eine algebraische Function von x ist, und aus 


a d a~1 ad 
g _ Ry;; oh —= pe _— yt ae +aky' , se 


fiir y, die algebraische Differentialgleichung erster Ordnung 


Ps _ dR ~ 
a — aa 

da «4 E “ae | 
folgen wiirde*), was wiederum gegen die Annahme der Irreductibilitat 


der dtc atettti (1) verstésst. Bestimmt man nun in der 


*) Die Annahme a=0 und p= g 34 , welche diese Gleichung zu einer 





identischen machen wiirde, fiihrte die Gleichung (32) in 

Yi = ¥iQ(a, &) 
iiber, und dass diese nicht bestehen kann, folgt durch Vergleichung mit (26), 
fiir welche nur in (2) q=0 zu setzen ist. 


278 L. KéniasperGer. 


identischen Gleichung (33) yy*-§, als eine solche algebraische Func- 
tion von x, dass der in x und y\“- €, algebraischen Gleichung 


(34) a 





identisch geniigt wird*), so ergiebt sich 
¥° -& = ¥@), 
und es wird fiir diesen Werth von y,“-¢, die Gleichung (33) auch noch 
fiir alle Werthe von x identisch befriedigt werden, also 
e (x,y; * =) 


(35) Ox 


% ° C72) 


= —Q(a,y5* -§)° _ + PQ(x,y,* « §) 


% *.6= (2) yy = ya) 


*) Ist wiederum 
(a) Q (a, yy“: &) = Ryy*-&4+S8, 


worin R und S algebraische Functionen von « bedeuten, so geht die Gleichung 
(33) in 


” slits fe te t Rip aku ts ~ aS] yp * 


x 


= — Reyy**- §8§—2RSyi*- & — + PRyy*-& + PS+Q 
iiber, und es miisste dieselbe wiederum eine in « und y;“-£, identische sein 
da sich sonst wiederum y;“-£¢, als algebraische Function von x ergeben wiirde, 


was, wie oben nachgewiesen worden, nicht méglich ist; die Identitit der Glei- 
chung (8) wiirde aber die Beziehungen nach sich ziehen 


—aR=—R, 22 4 R(p—as) =~ 2RS+ PR, 
ads 
aa tte aw y 
- St4+ PS+Q, 
oder da aus der ersten a = 1 folgt, weil R nicht verschwinden kann, 
dR ds 
So: —_ a ie ene . 
dz pR—SR-+ PR, 7 S?+ PS+ Q; 
die letztere dieser beiden Gleichungen wiirde wieder aus den oben angefiihrten 
Griinden gegen die Annahme der Irreductibilitat der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung verstossen, wenn nicht S = 0 wire, was jedoch Q@ = 0 nach sich ziehen 
wiirde, also kann Q(z, y;°%-{,) keine lineare Function von y; °-& sein, und 
es wird somit méglich sein, die oben aufgestellte Gleichung 


AQ (a, yy? &) 
dui“: &) 





= 0 


aufzulésen. 
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sein; setzt man wiederum 
Q(x, v(@)) = T1(@), 
so folgt genau wie oben, dass 


d(x) _ AQ(w, p(a)) , AQ(a,w(w)) 
oe.) ae 


aes (re i 1) ) ( OQ(a, yi ? &) ) ¥ (x) 
- vy = V2) é (¥r*: &1) yy =v) 


oder nach (34) 


dTI(a) ( @2 (x, yy** &) ) 
a ak —— ee ; 
~ - y= ¥e@) 
also nach (35) 


n(@) _ — T1(a) + P(e) + Q, 
was wiederum aus den oben angegebenen Griinden nicht méglich ist. 
Fassen wir nun die gefundenen Resultate zusammen; die An- 
nahme der algebraischen Beziehung (3) zwischen zwei Fundamental- 
integralen einer irreductibeln Differentialgleichung zweiter Ordnung 
und einem Integrale einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung fiihrte auf eine, wie oben nachgewiesen wurde, nicht ideptische 
algebraische Beziehung (5) oder (14) zwischen einem Fundamental- 
integrale, dessen Ableitung und dem Integrale der linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung*), welche wiederum eine Beziehung (18) 
uach sich zog, welche, wenn sie eine identische war, zwischen dem 
Integrale der linearen Differentialgleichung erster Ordnung und dem 
logarithmischen Differentiale eines Fundamentalintegrales eine Be- 
ziehung von der Form (22) feststellte, und wenn sie nicht identisch 
befriedigt wurde, zwischen dem Integrale der reducirten linearen 








*) Durch die obigen Auseinandersetzungen ist nachgewiesen worden, dass 
zwischen einem Fundamentalintegrale einer linearen homogenen irreductibeln 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, dessen Ableitung und einem Integrale 
einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung eine algebraische Beziehung 
nicht stattfinden kénne, und es entsteht die Frage, ob iiberhaupt in eine solche 
Beziehung das Integral irgend einer Differentialgleichung erster Ordnung ein- 
treten kénne; man sieht nun unmittelbur, dass es stets eine solche Beziehung 
giebt, denn da die Substitution 


y 


t= 
y 
bekanntlich die Differentialgleichung zweiter Ordnung in die zugehdérige erster 


Ordnung 
Ce 2+P2+@Q 
dz 


transformirt, so liefert jene Substitution selbst die gesuchte Relation, 
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Differentialgleichung erster Ordnung, einem Fundamentalintegrale und 
dessen Ableitung eine Beziehung von der Form (25) ergab, — 
endlich war aber gezeigt worden, dass die Beziehungen (22) und (25) 
sich nicht mit der Annahme der Irreductibilitaét der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung vertragen, und es folgt somit der Satz 

dass eine algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamentalinte- 
gralen einer irreductibeln homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, einem Integrale einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung und der unabhingigen Variabeln iiberhaupt nicht bestehen kann. 

Stellen wir nunmehr die allgemeinere Frage, ob zwischen zwei 
Fundamentalintegralen einer homogenen linearen irreductibeln Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung, der unabhingigen Variabeln und 
dem transcendenten Integrale irgend einer algebraischen Differential- 
gleichung erster Ordnung eine algebraische Beziehung stattfinden 
kénne*), und driicken diese Beziehung durch 


(36) 2, = F(a, y,, y2) 

aus, worin 2, ein Integral der Differentialgleichung erster Ordnung 
‘ d 

(37) S— = 9(2, 2) 


sein soll, so wird sich durch Differentiation von (36) die Beziehung 
ergeben 


an OF gy OF gs OF 
(38) p(x, 2,) a Ox + OU "1 + OY2 Y2 
und durch Zusammensetzung von (36) und (38) 

~~ 2s wore we 
(39) 9%, PY =F + aa + ay ve - 


Da nun fiir die Differentialgleichung (1) bekanntlich die Relation 
besteht 


a , [Pax 
(40) YiY2 — Yo, =e ’ 


so wird (39) in 
oF fPdz op (.. aF aF 
41) 29@P)—nZ+ee ath (v, = +4, 2%) 
iibergehen, welche nunmehr von dem Integrale der Differential- 
gleichung erster Ordnung (37) und von y,' frei ist. 
Die Gleichung (41) kann nun offenbar keine in den Gréssen 


ee : Pe a ee : 
Le Vi» Yoo Wir € identische sein; denn ist ¢ nicht eine alge- 


*) Wir haben es der Einfachheit der Darstellung wegen, sowie zum Zwecke 
des Nachweises der Unmiglichkeit der Existenz der verschiedenen friiher auf- 
gestellten Gleichungen vorgezogen, den Fall, in welchem die Differentialgleichung 
erster Ordnung eine lineare ist, besonders zu behandeln und diirfen uns deshalb 
auch im Folgenden kiirzer fassen. 
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braische Function von z, also P nicht das logarithmische Differential 
einer solchen, so kénnte das Glied, welches allein diese Exponential- 
grésse enthalt, nur dann herausfallen, wenn JF’ von y, unabhingig 
wire, dann wiirde aber nach (39) y, als das Integral einer Differential- 
gleichung erster Ordnung definirt sein, was wegen der Irreductibilitat 


Pa 
der Differentialgleichung (1) nicht angeht; ist dagegen Ff . eine 


algebraische Function von 2, und die Gleichung (41) sollte identisch 
sein, so miisste, weil y,’ nur in dem letzten Posten vorkommt, fiir 
alle Werthe von z, y,, ¥, 
or oF 
" Oy, + Y = 0, 
also 
(42) 4 = F(e,m%,%)—o(@, *) oder *& = Q(z, x,) 


sein, was aber unmdglich ist, da dann nach (40) 


a) a2 _, ag po 
y,? — =? Sa + Fac 9% a) = 





folgte, und somit y, nach der fiir P gemachten Annahme eine alge- 
braische Function von x und 2, 


y, = L(a, 4) 


ware, woraus sich 
’ oL aL 
" = Ga + Oe, 9% A) 
und durch Elimination von 2, 
M(x, 4, 4¥:) =9 


ergibe, was wiederum unméglich ist; wir schliessen daraus, dass die 
Gleichung (41) keine identische sein kann und bringen die durch sie 
definirte Beziehung in die Form 


(43) Y. = f(2,%,41, 4%), 
worin 

Pdz 
(44) 4 = J 


ein Integral der Difterentialgleichung erster Ordnung 


(45) @ = PZ 


ist. Aus (43) folgt durch Differentiation mit Benutzung von (1) 
und (45) 
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y= + FF oy + 2h (Py Aut a4; PZ, 
y= a +2 ete, n+? sa (Py + Oy) + 2 asi, PZ, 
+ Fh +2 Tueg 2 (Py + On) +2 appz PZ, 
+ a (Py! + Qn) +2 59 oT (Pu + Oy) PZ 
— (Py + @y,)? 
of (Pry! + PQy + Ov +0 Ge + 42 
+ Bere: + 44, (Pat Ge 


und durch Einsetzen des Werthes (43) und der soeben abgeleiteten 
in die Gleichung 


a p4 

a -= A + Oy 
ergiebt sich eine algebraische Gleichung von der Form 
(46) Q(r,%, WN Z,) = 9; 


dass diese Gleichung aber keine Relation zwischen 2, y,, y,, 2, defi- 
niren darf, geht daraus hervor, dass, wie oben nachgewiesen war, 
eine Beziehung von der Form (14), in welcher z, das Integral irgend 
einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung war, iiberhaupt 
nicht bestehen durfte, und es wird somit (46) eine identische Relation 
sein, oder anders ausgesprochen, es wird die Differentialgleichung (1) 
fiir jeden Werth von y statt y, erfiillt werden, der aus (45) hervor- 
geht, wenn darin fiir y, irgend ein Integral der Differentialgleichung 
(1) und fiir Z, irgend ein Integral der Differentialgleichung (45) sub- 
stituirt wird, oie auch mit Besisheng auf den Satz von der Er- 
haltung der algebraischen Relation, der jedoch in diesem Falle verall- 
gemeinert ist, es wird die algebraische Beziehung (43) erhalten bleiben, 
wenn man fiir y, und Z, beliebige Integrale ihrer resp. Differential- 
gleichungen setzt, vorausgesetzt, dass fiir y, ein passendes Integral 
der Differentialgleichung (i) substituirt wird. In Folge dessen ergiebt 
sich aus (43), wenn der Kiirze halber f(x, y,, y,, 2,) =f(Z,) ge- 
setzt wird, 

(47) f(uZ,) = my, + m,f(4), 

und daraus wieder, weil eine Relation zwischen x, y,, y,;, Z, nicht 
existiren kann, also (47) eine identische Gleichung sein muss, durch 
Differentiation nach Z, und u 








aa itn af 


aay Ga wt ie 2 2 ese OO 


on wae 
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of(uZ,) or(%) Of(uZ,) - ~, 
juz, &=™ az Buz) 2 =" a, thé) 


und somit 








m Or(%) = a 
nt Ly mn ied 1 + (4) 4 te 
welche als eine siebidsalidlinii in f(Z,) und Z, aufgefasst das 
Integral liefert 

(48) ((4,:) = By, + AZ,", 

in welchem « und 6 Constanten sind, wiihrend A eine algebraische 
Function von x, y,, y, bedeutet. Nun soll aber ferner dieselbe Func- 
tion der Bedingung geniigen, dass die Gleichung (43) erhalten bleibt, 
wenn y, durch ein willkiirliches Integral von (1), y, durch ein passendes 
Integral derselben Gleichung. ersetzt wird, und man erhilt somit, 
wenn die obige Function /f(«, y,, y,;, Z,) zur Abkiirzung durch 
f(Y¥1> y,) bezeichnet wird, 

(49) fen, HY) = my, +m KY, %), 

wo mw wiederum eine willkiirliche, m, und m, davon abhingige Con- 
stanten bedeuten, und durch Differentiation nach y,, y, und w, da 
die Gleichung (49) wiederum eine identische sein muss, 


éf(u Yi5 uy) +o Of, Y) Of(um. uy) Ph Of (Ys. 1’) 
a Oe FA jue) ag 
Of(uyi, Hu) Of (ums wy Oe y dm dmg 
a(uy) w+ oun) =" du +1 W) du 


und daraus 


m Of (Yr, ) + Ofimi,yW)\ (dm m dm, > , 
ae ry (y, oy, rm on” )=( Ss + ty Z ‘ a 1 Yr YW), 
welche Gleichung wiederum eine identische sein muss, also als par- 
tielle Differentialgleichung mit den unabhiingigen Variabeln y, und y,’ 
aufgefasst werden darf; setzen wir die oben. fiir-/(Z,) ermittelte Form 
(48) in die Gleichung (50) ein, so ergiebt sich fiir A die partielle 
Differentialgleichung 

rn 0A 1 OA 
(51) Y oy, + Y, 


Oy, — = 0. A + ey, Ai“, 


worin # und « wiederum Constanten bedeuten, deren allgemeines 
Integral die Form hat 


cae ey,Z, ° y 
(52) A= pay oy + y? o(«, “Oh 


worin @ eine willkiirliche algebraische l'unction vorstellt. Setzt man 
diesen Werth (52) in die Gleichung (48) ein, so folgt nach (43) 
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(53) f(@,%591, 2) =% = 1Y + y' Z a(z, B), 
worin «, 8 und y Constanten sind, und substituirt man 
%—mMm=—%,, n=, 
so folgt, dass die Annahme der Existenz der Beziehung (45) die Re- 
lation zwischen zwei Fundamentalintegralen der Differentialgleichung (1) 
07a a. 
(54) ¥, = ¥}Z{o(z, --) 


nach sich zieht. Nach dem Satze von der Erhaltung der algebraischen 
Relation in der oben angegebenen Form darf hierin Y, durch Y, er- 
setzt werden, wenn nur fiir Y, ein passendes Integral der Differential- 
gleichung (1) substituirt. wird, und es ergiebt sich somit ausserdem 


(55) m, Y,+ m, Y, = Y? Za(«, 2). 
7 2 
Durch Umkehrung der Beziehungen (54) und (55) folgt 
(56) Y, = ¥,Q(a, ¥, ¥;°Z,*) 
und 
(57) Y,’ = Y,Q(z, (m, Y,+ m, ¥,) ¥7°Z,"), 


worin m,, m,, 0, « Constanten und Q wiederum eine willkiirliche 
Function bedeutet, und vermége der Gleichung 


JS Pax 
Y,¥, — Y,Y,; = Ce = CZ, 
ergiebt sich 


(58) Y, Y,{Q(x,(m, Y,+m, Y,) Y>°Z,*)—Q(a, Y, Y,°Z,*)}=CZ,, 


Z 


= 
a? 





Y, Y, — Y,Y, =0 oder 





Y, als constantes Multiplum von Y, liefern wiirde, wihrend Y, und 
Y, Fundamentalintegrale waren. Die Gleichung (58) muss nun, wie 
schon wiederholt hervorgehoben, nach den friiheren Auseinander- 
setzungen eine in den Gréssen x, Y,, Y,, Z, identische sein, und 
unterwirft man daher Y, und Y,, fiir welche willkiirliche Werthe 
gesetzt werden diirfen, der Bedingung, dass 
(m, Y, + m, Y,) = =_ Y, a 
oder dass 


ot y, 
Cy — m (GA) =m 
ist, so wird die linke Seite der Gleichung (58) verschwinden, wihrend 
die rechte, wie gezeigt worden, nicht Null werden darf; es fibrt 
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at ot llkt tll, te heel OO 
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somit die Annahme der nicht identischen Beziehung (43) auf einen 
Widerspruch, und wir erhalten den Satz, 

dass eine algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamentalinte- 
gralen einer irreductibeln homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, einem Integrale irgend einer Differentialgleichung erster Ord- 
nung und der unabhingigen Variabeln iiberhaupt nicht bestehen kann. 

Ueberblicken wir die Beweisart des eben ausgesprochenen Satzes, 
so wurden wir unbekiimmert um die urspriinglich gemachte Voraus- 
setzung von der Existenz der Relation (36) zur Unméglichkeit der 
Existenz einer algebraischen Beziehung (43) zwischen zwei Fundamental- 
integralen einer irreductibeln homogenen linearen Differentialgleichung, 
der Ableitung des einen derselben und dem Integrale Z, gefiihrt, 
welches durch (44) definirt war; nehmen wir daher zwischen zwei 
Fundamentalintegralen einer homogenen linearen irreductibeln Diffe- 
rentialgleichung y, und y,, der unabhiingigen Variabeln x und dem 
Integrale z, irgend einer algebraischen Differentialgleichung m'** Ordnung 
(59) o(2, 4,42, 95,---, 2) m0 


‘da’ dx’ da™ 


eine algebraische Beziehung von der Form 
" (60) 2, = F(x, y;, Yo) 

an, so wird man durch Differentiation von (60) mit Zuhiilfenahme der 
Differentialgleichung (1) die Beziehungen herleiten kénnen 


~~ dy dy 
. = Ff, («, Yir Yo» ft ? a) 
az - dy, dYs 

‘is > a F, («, Fis Fao “Zn? “de ) 
ad" z, = . dy, ad Yo 
da™ —d F(a, "> Y25 “da? dx , 





und durch Elimination der Gréssen 





dz, az, ad” 2, 
419 da’ dat?" quam 
aus den m-+ 1 Gleichungen (60), (61) und der Gleichung 
: dz, az, a™z, \ 
o(«, #5 da’? dat? “*" Gum )=0 


die der Gleichung (39) analoge Beziehung 
(62) D(X, 1) Yor Hy Yr) =O 
herleiten kénnen, oder auch die vermége der Gleichung (40) umgestal- 
tete, der Gleichung (41) analoge Relation 
(63) P(@,Y1; Yor, 2) = 9. 
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Wenn also die Gleichung (63) keine identische ist, also die Form 
(43) hat, so kann sie, wie oben gezeigt worden, iiberhaupt nicht 
existiren, und es ist dann die durch die Annahme der Beziehung (60) 
gemachte Voraussetzung unstatthaft, oder anders ausgedriickt, 

es kann nur dann zwischen zwei Fundamentalintegralen einer linea- 
ren homogenen irreductibeln Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
dem Integrale irgend einer anderen Differentialgleichung ein algebraischer 
Zusammenhang statifinden, wenn die durch Elimination des Integrales 
der leteteren Differentialgleichung aus jener Relation hergeleitete Gleichung 
zwischen den beiden Fundamentalintegralen und deren Ableitungen ent- 
weder selbst in eine identische Gleichung tibergeht, oder nachdem die Ablei- 
tung eines der F’'undamentalintegrale vermige der allgemein giiltigen Be- 
ziehung (40) herausgeschafft worden, eine identische wird. 

So besteht z. B. zwischen den beiden Fundamentalintegralen y, 
und y, einer jeden homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung und einem Integrale z, der linearen homogenen Differential- 
gleichung dritter Ordnung . 


az az dP dz ; dQ 

Ces wate ee aot _. Sa a 
dx SP ie + (2 I dx 4Q) dz + (4 PQ—? ae) t= 
die Beziehung 

4) = 4,92) 
und in der That findet man, dass, wenn hieraus die Werthe von 2z,, 
2 3e . 
- ‘ a, o* berechnet, durch y,, ¥,, Y;, Y2, ausgedriickt und in 
die Differentialgleichung dritter Ordnung eingesetzt werden, dieselbe 
identisch befriedigt wird. 
Wien im Februar 1883. 


Zusatz. 


Zur Erliiuterung des auf 8. 276 gemachten Schlusses mag noch 
folgende Bemerkung hinzugefiigt werden: 

Wenn in der Gleichung 
, e2 OQ 
(1) Sa + oe (Pet = — V+ PQ+Q, 
in welcher Q(x, 2) oder Q eine algebraische Function von x und 2 ist, 
und die fiir alle Werthe von x und ¢ identisch befriedigt sein sollte, 
5 dQ 
9 ———— 
(2) oz 
gesetzt ¢ = w(x) eine algebraische Function von z liefert, welche auch 
eine endliche Constante sein darf, so wird, wenn man diesen Werth 
von z in die Gleichung (i) einfiihrt, dieselbe in 


== () 
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a, ~™ fF, 
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a2 
(3) (2 s=y(2) iil en + P(Q):=yv~ + Q 
iibergehen, indem es im = 0 wird und py(x) + q nicht fiir jedes 


x unendlich gross werden kann, weil es dann auch py(x), also auch 
y (x) sein miisste, da p und q es der Voraussetzung nach nicht waren. 
Setzt man nun 


(4) Q(x, o(z)) = F(a), 
so wird 
dF (a) wr OQ(x, p(wx)) Q(x, H(x)) _, 5 
ae “ge + aye @) 


- ( “Ss a ( a oe ¥ (2) 


oder nach der Bestimmung von (az) und der Gleichung (3) 
dF (2) 


(5) oe F(x)? + PF (x) + d, 
d. h. es hiitte die Differentialgleichung erster Ordnung 
(6) 4 Ps+Q 


ein algebraisches Integral ¢ = F(x) oder bekanntlich die lineare homo- 
gene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
a? 1 
(7) ce = P+ 
das Exponentialintegral 
(8) wa_!_" 


? 
dieselbe wiire somit, da (8) der Gleichung 
= = uF (x) 

Geniige leistet, eine reductible; da dieselbe jedoch als irreductibel vor- 
ausgesetzt war, so ist die Annahme, dass Q(x, y(x)) = F(x) eine alge- 
braische Function von « liefert, ausgeschlossen. Geht aber (4) in eine 

Constante 
Q(x ? v(x) la 

iiber, welche zunichst endlich sein mag, so wird aus (5) folgen, dass 
(9) «a? — Pa —QY=0 oder YQ = a? — Pa 
ist, und die Differentialyleichung (7) wird daun die Form annehmen 

te = P ai + (a? — Pa) u, 
welche offenbar das Integral u = e** hat, also wieder irreductibel wire ; 
wire endlich die Constante « unendlich, und werde zur Abkiirzung 
w(x) = 42, gesetzt, so wird Q als algebraische Function von 2 aufge- 
fasst, welche in ¢ =, unendlich gross werden soll, die Form haben 
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Q=—a(e—-2,) * + a,(¢ — 4,) * +--: 
oder 
aQ m —-——! ae "ta 
35 ee — 4) in em iy SF i +: 


sein, da aber 2 fiir ¢ = 2, verschwinden sollte, so kann Q nicht un- 


endlich werden, es ist also auch dieser Fall ausgeschlossen. Fiir den 
Fall also, dass w(x) eine endliche Function von # oder eine endliche 
Constante ist, wiire die Unméglichkeit der Gleichung (1) erwiesen, und es 
bleibt somit nur noch der Fall zu untersuchen iibrig, in welchem die 
Auflésung der Gleichung (2) die Liésung z= oo ergiebt. Die Ent- 


wicklung von a in der Umgebung des Punktes 2 = oo lautet dann 
aQ =—2 = 
mde” the” tees, 

worin # und vy positive ganze Zahlen bedeuten; dann ist aber 


—- —s-—1 
+1 ; +1 
Q-Am— epg 4. 
are oar “alte ihe 
worin A eine endliche, im allgemeinen algebraisch von x abhingige 


Grosse bedeutet, wenn 5 > 1 also Q= A ist, und A =O zu setzen 


ist, wenn = <1 also Q =oo wird — der Fall £. = 1 ist ausge- 


schlossen, weil sonst Q nicht algebraisch wire; dann ist aber 


Ob ee db, —u—l 
P ~ : 1 3 oe | 
cet” lta tt 
—F 434 —P~ 41 
v v 
und es wiirde die Gleichung (1) lauten 
ee db, estan 
9a —F 41 ,ry A +1 
(wo) SO 4% _ gh yl 
as ane 


—e<S 


Ur tan 4 dete 


a 6 b, <A 7 
—(A+—s—-9"  +— 2 Beene 
=P BS 4 
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ist - > 1, so wird fir z= co 

oe A+ PA+Q, 
und dies wiirde wieder bedeuten, dass entweder die Differential- 
gleichung (6) ein algebraisches Integral hat oder dass, wenn A eine 
| Constante ist, eine Beziehung von der Form (9) stattfindet, welche 


Fille beide ausgeschlossen waren; ist dagegen 7 <1, so wiirde die 


=e +1 
linke Seite der Gleichung (10) unendlich wie ¢”  , wihrend die 
2(—"41 
rechte unendlich wird, wie z G+) , also kann die Gleichung (10) nicht 
bestehen, in allen Fiillen ist also die Unmdglichkeit der Existenz der 
Beziehung (1) erwiesen. 


Mathematische Annalea. XXII. 








res ar 


Reduction zweier Covarianten binirer Formen. 


Von 


E. Srrou in Miinchen. 


I. Reduction der Covariante i einer biniren Form achter Ordnung*). 


Die Covariante 4ter Ordnung 3ten Grades (fk) = f, werde durch 
l bezeichnet. Ferner die aus ihr entspringenden Formen (11)? und (/1)4 
beziehungsweise durch m und L. Dann lisst sich m durch die Grund- 
form i, und zerfallende Formen linear ausdriicken. 

Es gilt niimlich die Entwicklung 


Lg Ef m= (itor + (fda) + 5 (THD. 
Nun ist aber 
(ff)? = . i, + = i 4 Sa 


(2) (fh) = — 2%, 
(ff)! = & + 7 A+ + Ak, 
und daraus ergiebt sich durch Ueberschiebung iiber / und Beniitzung 
einiger einfacher Identitiiten: 
((f fe)? k)! => ier + Se Ch + E. ' Bh, 
(ffe"h = — yg, 
| ((ffe)*k)? = tke + ; Ck + , AA. 
Demnach wird 
en © ins — 2igg +3 ins) + ®§ ok4 2 AA4 44 Bh 


Der erste in Klammern eingeschlossene Theil dieses Ausdrucks kann 
durch iy allein ausgedriickt werden. Da namlich 


*) Vergl. v. Gall, Math. Ann. Bd. XVII.— Sylvester, American J. Vol. IV, 
Comptes Rendus 1881 pag. 192 u. 365. — Wegen der Bezeichnungen siehe Gor- 
dan, das Formensystem biniirer Formen, Leipzig 1875, und iibrigens v. Gall, 1, ¢. 
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Ueber binire Formen achter Ordnung. 


“ Ss tt. 
m= ta + 514, 


(3) 


, cs ¥ 
33 = 5 2 — 9 tt» 
so wird dieser Theil gleich : t4 und somit der gesuchte Werth von m 


A B 
(4) m= %igt3-ckh+ 2 Ad+ erate 


Es ist daher einerlei, ob man 14 oder m’ = (mA)? auf niedere 
Formen zuriickfiihrt, da beide vermittelst dieser Gleichung durch 
einander linear ansgedriickt werden kénnen. Die Reduction von m” 
ergiebt sich nun aber in folgender Weise. Das Product /, - J, lisst 
sich nach Formen von dem ‘Typus ((//)?* (kk)**\y entwickeln, wo 
2a+ 26 + »=6 sein muss. Man hat zunichst: 


fuk ap ly = (Uy, &)> + (Why R? + 2 (U4YR!. 


©) lo 03 


In ihnlicher Weise ergiebt sich: 


Lkl : 6 
-lLos(?, hi +5 ll)?k)', 


k " 
tc Bf GD! + gh tm gm ty Lk, 


013 
tei ; 2 

(6) iy A h-b—= (0, k)' =m, + 14k, 
LATA ae 
{i 1 3} (l,l)? = — ms. 


Durch Substitution dieser Werthe in obige Gleichung folgt dann: 
6 3 3 1 1 
(7) 1-15 = (2);5-+(3 M143 — 3 M22 — G5 ms) +5hl, ~ LA. 


Hierin kann der Term (/*),, zunachst durch ((?),, und (i?) vermittelst 
der Beziehung 

ti. 1 
(8) (P)33 = 2 (P42 a (Pa 
ersetzt werden, sodann aber mit Hilfe von Gleichung (6) iiberhaupt 
durch (/?)4 und zerfallende Formen. Dadurch wird dann: 


7 
I, =—5(Pathl — F ttn + 3 3 5 Mat — 35 LA. 


Um nun aber den ersten Term (i), zu beseitigen, entwickle ich das 
Product 14-1 in folgender Weise : 


i9* 
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LAl 12. 1 
Durch Substitution dieses Werthes fiir (/*)4 folgt dann 
6 3% : t 
(9) dy-ls =(F m3 — Fa — Fg) — SUL t ley + Sm —j{LA. 


Ganz ebenso wie in den Gleichungen (3) lassen sich nun auch hier 


die in der Klammer eingeschlossenen Terme durch andere ausdriicken. 
Dies geschieht mit Hilfe der Beziehungen: 


Osis i Sa 3 
m,—= zm + km —BC-m, 
(10) wok 1 ” Ls * 1 C-m 
MM, = — 5 ™ 4 6 k 12 ’ 

ce » 1 
Ms, = — 5m” + gkm—={C-m, 


die fiir jede beliebige Form 4ter Ordnung m giiltig sind, ebenso wie 
auch die Gleichungen (3). Dadurch wird der betreffende Ausdruck: 


15 


” 1 1 Y 
— — — Ce 4 — — . } ne 
7m : k - m ; C-m 


Durch Substitution desselben in Gleichung (9) ergiebt sich dann die 
gesuchte Reductionsformel : 


(11) iy? = 3m” — 51-14 + le —5k- m —>Cm—iLA. 


Dieselbe giebt die Form m” und damit auch if als lineare Function 
von zerfallenden Formen niederen Grades. 

Es hat keine Schwierigkeit, den Ausdruck fiir (7 selbst aufzufin- 
den, jedoch erfordert dies etwas weitliufige Rechnung. Was zunichst 
den Werth von m” angeht, so kann derselbe durch 

¢ ” “0 2AE 4C?2 AC 1 7 ” 
(12) me” ae 3554 SAB EAC _ AC A 4 t (Ais —Bfr) 
ersetzt werden. Es bedeuten hierin A, B, C, D, E die fundamentalen 
Invarianten 2ten, 3ten, 4ten, 5ten und 6ten Grades, letztere durch 


(Ak)* definirt. Ferner kénnen m und LZ durch die betreffenden 
Ausdriicke 


Mm, = sina + =O? ae a, AE + 5 Ain — ; BD, 
(13) 
L=in + ZE+iAC 


ersetzt werden. Durch Einfiihrung dieser Werthe ergiebt sich dann 
fiir 817 folgender Ausdruck: 
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oer 1 3: AC. BC oo 
8ij—fas-fest Shes asia i — 55 fe — 4 





+e esehe eee Se 
+A fice + 5 E+ 7,40}. 


Hierin kann dann noch die Invariante i, durch die ihr dquivalente 
E vermittelst 

i S os 

im = E+; AC— 7, 44+ 5B 
, ersetzt werden. 


II. Reduction der Covarianten (HH,) und (HH,)* im simultanen 
Systeme zweier binirer Formen vierter Ordnung*). 


Seien die Formen f und g, ihre Hesse’schen Covarianten H 
und H, und ihre ersten Invarianten i und i,. Die gewiinschte Re- 
ductionsformel fiir (H H,)* folgt dann direct aus Gleichung (11) der 
vorigen Seite, wenn / durch f und & durch @ ersetzt wird. Es er- 
giebt sich dann: 


(1) 3(LH,) = (Fo): (9) + $F(F HL) + £99 + | Hi 
+1 Hi—(fo) (fo) 


Eine abnliche Gleichung fiir (HH,) kann auf demselben Wege 
erhalten werden. Setzen wir (fp)? = 90, (fp)'=d, dann ist: 


“9 8 
(2) ries | (fo) @ = (FO, 9) + 3 (F0)'9)' + § ((F0)¢9)" 
+ 5 (f0)>+ 9 


Die Formen (f9)* lassen sich nun in folgender Weise entwickeln: 


*) Man vergl. wegen dieser Formen, deren Reducibilitiit von Sylvester 
behauptet wurde, zuniichst Gordan, Math, Anvalen Bd. Il, p. 275, Bertini, 
Math. Annalen Bd, XI, p. 36, Faa di Bruno, biniire Formen, iibersetzt von 
Walter, pag. 369 und 372, sodann insbesondere d’Ovidio, Atti della R. Acc. 
di Torino, Vol. XV, pag. 302—304. An letzterer Stelle ist die Reduction dieser 
Formen mittelst symbolischer Rechnung gegeben, doch fehlt in dem Ausdruck 
fiir (H, H,)* ein Coefficient 4, Der Werth von (H, H,) stimmt mit dem im Texte 
gegebenen iiberein und ist letzterer nur der Vollstindigkeit halber hier ent- 
wickelt worden, 
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i fe-r=(Poyr ti Heo, 


A (Of) +5 (fe) -f = (Hg), 


(Of) = — 5 (f?9) + 5 (Hg). 


See ord seee 
022)’ 013 J’ 004 
folgen ferner die Gleichungen: 
(Of? + (fof) +55 -f = (Ho) + tig, 
(f9)f) + 55 -f=5 (He)? + jig, 


If =(f?9)' + F (Hey + zig, 


Aus 


und daher: 
(Of) =i Jf —} (Ho) + Lig, 


‘ : ¥ 
(fgy= Jf —F (Ho) +; ig. 
Endlich folgen aus 


fot fof 

Tesh ethi 
(Of) + 5 ((f9)*fY = — (Hg), 
(ff) = — (H9)', 


(Of) = — 5 (Ho). 


(3) 


die Gleichungen: 


und demnach: 


Damit sind alle Formen (Of) durch solche von dem Typus 
((ff)’*@)® ausgedriickt. Indem man in Gleichung (2) substituirt und 


abkiirzend statt ((®9)*@)“ = %,, schreibt, ergiebt sich: 


(9)? - 8 = (Fas + i (fF )s2 + ( HH; — ; A, — ; H,,) 


+5 I(/9) + 55 9H). 


Die beiden ersten Terme kénnen nun vermittelst 
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(fs = —F (PHY +2 (Mas 
(f2)s0 = — (fH) + 5 (fa 


durch andere ersetzt werden. Diese kénnen dann mit Hiilfe von 
Gleichung (3) und 


H 
: 0 4 ((H,) +f = (PH) + 5 (HH) 


weiter reducirt werden, so dass sich sodann folgender Ausdruck fiir 
(fp)*-9 ergiebt: 


(fp) -O= (; Ay; — 5 A, “i . H,,) + > (HH,) + J (f9)—f( fH, 


+ x0 y(Hg)°. 


Um den ersten in Klammern eingeschlossenen Theil umzuformen, 
bentitze man die Identitiiten: 


Hy, =$(HH,) + + (Ho), 
H,, =; 9(H@), 
H,, = — (HH,) + 5 p(H)*. 


Dann resultirt die gesuchte Formel: 


3(HH,) = (f) (f¢)? — (fe) (f¢)' + f(fA,)* — 9(@ A)’. 
Die rechte Seite dieser Gleichung wechselt ihr Vorzeichen, wenn 


man f mit @ vertauscht, was sehr gut als Controle fiir richtige Rech- 
nung beniitzt werden kann. 


Anmerkung. Die hier ausgefiihrten Reductionen sind specielle 
Fille einer allgemeinen Reductionsmethode, welche ich demniichst ver- 
dffentlichen werde. Mit Hiilfe derselben kann jede derartige Reduction 
auf vorgeschriebenem Wege bewerkstelligt werden, insbesondere wird 
das Problem erledigt werden: Alle linearen Relationen zwischen Co- 
varianten derselben Ordnung und desselben Grades aufzufinden. 


Berlin, Februar 1883. 





Die Trigheitsbahn auf der Erdoberfliche. 
Von 


Herricu Bruns in Leipzig. 


Unter dieser Bezeichnung ist in der letzten Zeit mehrfach die 
Trajectorie eines Punktes untersucht worden, der gezwungen ist, sich 
auf der Erdoberfliche unter dem EKinflusse der Schwere und der Erd- 
rotation zu bewegen. Indem ich betreffs der Literatur auf die Selbst 
anzeige von: ,,Fr. Roth, die Trigheitsbahn auf der Erdoberfliche“ 
im Aprilheft 1883 der Zeitschrift der ésterr. Gesellschaft fiir Meteoro- 
logie verweise, will ich hier nur hervorheben, dass in den betreffenden 
Arbeiten die Erdoberfliche als vollkommen glatt vorausgesetzt, d. h. 
die Reibung ausser Ansatz gelassen wird. Diese Vernachlissigung 
erscheint nun als ein wesentlicher Mangel, sobald man die Aufgabe 
nicht etwa bloss als eine interessante Recheniibung, sondern zur 
besseren Kinsicht in meteorologische oder hydrographische Vorgiinge 
verwerthen will, denn es ist ausschliesslich Wirkung der Reibung, 
wenn die Geschwindigkeiten der relativen Bewegungen auf der Erde 
im Allgemeinen immer sehr viel kleiner als die absoluten Geschwindig- 
keiten sind. Im Folgenden soll nun gezeigt werden, wie sich das 
Resultat, auf welches es hierbei allein ankommt, gestaltet, wenn man 
die Reibung beriicksichtigt. 

Es seien (xyz) die rechtwinkligen Aequatorialcoordinaten fiir ein 
festes Axensystem, (§4£) dieselben Grossen fiir ein analoges mit der 
Erde rotirendes Axensystem — der Nullpunkt im Schwerpunkt der 
Erde, die g-Axe nach dem Nordpol, die y-Axe 90° dstlich von der 
z-Axe. Ist w die Umdrehungsgeschwindigkeit, so hat man bei passender 
Wahl des Zeitnullpunktes 


E=—= zcoswi+ysinwt, 
» = — xsin wt + y cos wt, 
f= 4. 
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Ferner wird, wenn die Ableitungen nach ¢ durch Accente bezeichnet werden, 


B= wv coswt+y’ sin wt+ 2wy + w'é, 
n° = — 2x’ sin wt + y” cos wt — 2wk + wy, 
C” = 2. 


Ist nun V das Potential fiir die Gravitation, Q das fiir die 
Schwungkraft, also 


1 9 9 rr , 9 
Qa 5 wP(a? + y®) — 5 wr + at) — 5 wre, 


so ist V+ Q@=U die Kraftefunction der Erde, und lings der Erd- 
oberfliche U constant. Hiermit werden die Bewegungsgleichungen 


os ae eU 

am Sta Ge +f, 

» OV oU al 

ym oe tis, +4, 
Vv 


x 


+a 44, 


7 
wo die F, G, H die von der Reibung abhingigen Terme bedeuten. 
Diese Gleichungen gehen fiir 4 =a — 1 zunichst iiber in 


ees os ee oU 
Lf = — oe tf ja + F: ete., 
und ferner in ; 
=  2wif tutte, 
y= — 208 +e 4M, 
ATT 
(= u +N, 


wo fiir die Reibungsterme L, M, N zu setzen ist 
baitg, #a ZR Be kG, 
v v v 


wenn v die Geschwindigkeit der relativen Bewegung und R den Wider- 
stand in der Richtung der Tangente bedeutet. 
Hieraus folgt nun zunichst 


dv = Rat, 
so dass also bei Vernachlissigung der Reibung v constant sein wiirde. 
Ist ferner » das von Nord iiber Ost geziihlte Azimuth und / die 
geographische Liinge, so folgt, wenn wir jetzt die Erde als Rotations- 
kérper voraussetzen, aus 


rvsmny=r-r = =n’ — bn 
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durch Differentiiren und Einsetzen der obigen Ausdriicke fiir &’, 7’: 


rvsnwv+rv sind + rv cos yw 
, . U 0U ‘ 
= — 2wrr +ulé *— rn) +rsinwv- R. 


Das Glied mit R hebt sich gegen das mit o'; ferner ver- 
schwindet das von U abhingige Glied, sobald wir die Erde als 
Rotationskérper voraussetzen; endlich ist, wenn g die Polhdhe be- 
deutet , 

v cos Y sin gp = — Yr, 


so dass man schliesslich erhilt: 
’ e v . e 
wv = 2wsin gp + | sin v sin g. 


Das zweite Ghed rechts riihrt von der Convergenz der Meridiane 
her, so dass die von der Erdrotation verursachte Azimuthinderung 
des bewegten Theilchens durch 2w sin gm gegeben ist. Wir haben 
damit das im Voraus nicht zu erwartende merkwiirdige Resultat, dass 
in unserem Falle die von der Erdrotation verursachte Azimuthdrehung 
villig unabhiingig von der Reibung ist. 


Sternwarte Leipzig, 1883 April 9. 























Mémoire sur la représentation des homographies binaires par 
des points de Pespace avec application & l'étude des rotations 
sphériques. 


Par 


M. Cyparissos SrEpHANos a Paris. 


Il y a déja quelque temps que l’idée de représenter, par des points 
du plan ou de lespace, les diverses formes algébriques qui appartien- 
nent 4 un méme systéme linéaire, & deux ou a trois paramétres (non 
homogeénes), a pris une place importante dans le domaine des con- 
sidérations algébrico - géométriques. 

Ce fut d’abord Hesse qui, par son Uebertragungsprincip, a en- 
seigné de représenter les formes quadratiques binaires par les points 
du plan d’une conique. Depuis, |’étude projective des groupes de points 
d’une courbe rationnelle plane ou gauche a été rattachée a la représen- 
tation, par des points du plan ou de l’espace, des diverses formes 
binaires qui entrent dans un systéme linéaire & deux ou a trois para- 
métres. La représentation uniforme des surfaces rationnelles sur un 
plan a aussi, si l’on veut, pour point de départ la représentation, par 
des points de l’espace, des formes ternaires qui définissent des courbes 
planes appartenant 4 un systéme linéaire a trois paramétres. 

On peut aussi se proposer |’étude d’une pareille représentation 
dans le cas ot les formes & représenter contiendraient plusieurs séries 

de variables. Dans les représentations de ce genre il y a ceci de 
remarquable, que les formes représentées ne définissent plus des étres 
géométriques inertes, en quelque sorte, comme le sont les groupes de 
points etc., mais plutot des ensembles organisés, des correspondances. 
Cela ne fait qu’ajouter a lintérét qui doit s’attacher 4 de représentations 
de ce genre. 

C’est l'étude d’une pareille représentation qui fait objet du présent 
Mémoire. La représentation dont nous allons nous occuper sera celle 
des formes bilinéaires binaires, ou bien celle des homographies définies 
par ces formes, par des points de l’espace. 

De méme que la représentation des formes quadratiques binaires 
par des points d’un plan se réduit a la considération d’une conique 
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fondamentale dont les points représentent des formes quadratiques a 
discriminant nul, de méme ici on peut ramener le tout 4 la considé- 
ration d’une surface du second ordre S? (dont on doit distinguer les 
deux systemes de droites en génératrices et en directrices & cause des 
roles différents qui leur sont réservés) et d’un plan 2 coupant cette 
surface suivant une conique C*. La surface S? est le lieu des points 
qui représentent des homographies singulitres, correspondant a des 
formes bilinéaires & déterminant nul. Le plan z, d’autre part, est 
le lieu des points qui représentent des homographies involutives, corre- 
spondant & des formes bilinéaires symétriques. 

De cette maniére la partie de notre représentation qui est relative 
aux formes symétriques, revient 4 la représentation des formes quadra- 
tiques correspondantes par des points du plan z. II est bien a re- 
marquer que la conique de a qui sert ainsi comme conique fonda- 
mentale coincide avec C* Cela fait qu’aux divers points de cette 
conique se trouvent attachées les diverses valeurs d'un paramétre 
“x (2, : 24). 

Cette attribution de paramétres aux points de C? est aussi d’une 
importance capitale pour notre représentation des homographies binaires. 
On peut en effet supposer dés lors que toute relation bilinéaire: 


A gy = Ay XY) $F AyyXy Yo HF Ay, LoYy FF AyyLoY. = O 


définit une correspondance homographique entre deux points x et y 
de la conique C*. Grace a ces circonstances la représentation des 
homographies binaires par des points de lespace se trouve compléte- 
ment déterminée aussitdt que l’on attache & chaque point de la conique 
C2, considéré comme « ou comme y, la génératrice ou la directrice de 
S? qui y passe. . 

Du reste en procédant de cette maniére on ne fait qu’utiliser im- 
plicitement le procédé qui sert & étudier, d’aprés Chasles, les courbes 
tracées sur une surface du second ordre S*. Pour cela on con- 
sidére, comme on sait, comme coordonnées d’un point P de S? les 
paramétres x et y des points suivant lesquels les deux droites de S? 
issues de P vont rencontrer une section plane C? de cette surface. 
Maintenant, on sait bien que, dans le cas ou l’on a entre x et y une 
relation bilinéaire A,, =, le point P reste toujours dans un plan. 
C’est précisement le pole de ce plan par rapport & la conique S? qui 
constitue le point représentatif de ’homographie A,, = 0. 

On voit combien les faits sur lesquels répose notre procédé de 
représentation sont simples. Quant & son utilité, elle consiste en ce 
qu’en rattachant les propriétés des homographies binaires a celles de 
certaines figures simples de l’espace, elle permet d’explorer dans tous les 
sens le domaine des homographies binaires et de se rendre compte de leurs 
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relations et de leurs actions mutuelles, De plus son étude nous devoile 
une série de propriétés remarquables des figures de l’espace dont 
Venchainement aurait passé autrement inapercu. 

Dans le Mémoire qui suit j’ai taché de passer en revue les pro- 
priétés principales de cette représentation, considérée en elle-méme. 

Dans la premiére Partie de ce Mémoire j’examine les propriétés 
de cette représentation sons le point de vue purement projectif. 

La seconde Partie est consacrée a |’étude d'une des applications 
les plus importantes de cette représentation, celle de la représentation 
des rotations sphériques par des points de l’espace. On sait que les 
diverses rotations de l’espace autour d’un point fixe ¢tablissent sur le 
cercle & l'infini C, des homographies, dont chacune ne correspond a 
son tour qua une seule rotation. La représentation, par des points 
de l’espace, des homographies binaires établies sur le cercle C, peut 
dés lors servir aussi & l'étude des rotations correspondantes. A cette 
fin il est fort avantageux d’admettre pour conique C? le cercle a 
Yinfini C,, et pour surface S? une sphére de rayon 7 ayant son centre 
au point qui reste fixe dans toutes les rotations considérées*). La re- 
présentation des homographies binaires par des points de |’espace 
présente dans ce cas des propriétés métriques fort intéressantes et qui 
sont d’autant plus remarquables qu’elles correspondent aux propriétés 
des rotations sphériques qui accompagnent ces homographies. 

Le Mémoire actuel sera suivi par deux autres, l’un sur la théorie 
des quaternions de Hamilton, l'autre sur le mouvement géométrique 
d’un corps solide autour d’un point fixe, dont Je sujet sera en connexion 
étroite avec celui du présent Mémoire**), 


*) C’est un fait bien remarquable que le point qui représente ainsi une 
rotation, effectuée autour d’un point fixe O, a précisement pour coordonnées, 
par rapport a trois axes rectangulaires issus du point O, les trois paramétres 
4,4, » qui servent & déterminer cette rotation, d’aprés Euler. 

**) Les premiéres recherches de l’auteur sur le sujet actuel datent de trois ans, 
Ainsi les principaux résultats du Mémoire qui suit, avec d'autres relatifs 4 la théorie 
des quaternions, avaient déja été communiquées & la Société Mathématique de 
France dans la séance du 21. Mai 1880. La premiére Partie de ce Mémoire se 
trouvait déja rédigée, telle que je la présente ici, dés le mois de Septembre 
1880. La seconde partie, quoique arrétée dans ses parties essentielles dés le 
printemps de l'année derniére, n’a pu étre mise sous la forme ici adoptée que 
dans Je courant de Février passé. 


| 
| 
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Premiére Partie. 


Sur la représentation des homographies binaires par des points 
de Vespace. 


I. 
Fondements de la représentation*). 
1. A toute forme bilinéaire binaire 


Any = Gy, Ey Yy HF GyQ%y Yo Ay Ly Yq Ay Ly Yo 
on peut faire correspondre un point A de l’espace ayant pour coor- 
données homogénes les quantités a@,,, @)., G1, Go» 
Aux formes bilinéaires d’un faisceau 


AAzy + UBry 


correspondent ainsi des points situés sur une droite AB; de méme, 
aux formes bilinéaires d’un réseau 


AAgy + UBey + vCry 
correspondent des points situés dans un plan ABC. 


Réciproquement, tout point A de l’espace, ayant pour coordonnées 
Gs,» Go) G1, Gy9, correspond & toutes les formes bilinéaires 


(Gy LY 42% Yo HF Aq, QV, + Ay2%p Yo) 

qui, égalées & zéro, déterminent une méme homographie. 

De cette maniére on arrive 4 représenter les homographies binaires 
A,, =, qui sont en nombre triplement infini, par les divers points 
de l’espace. 

Aux formes bilinéaires symétriques, satisfaisant 4 la condition 
invariante 

I= a, —- a, = 0, 

et qui définissent des homographies involutives (involutions), corre- 
spondent les divers points d’un plan, que nous désignerons par 2. 

De méme aux formes bilinéaires 4 déterminant nal 


A = 441 Gy, — A424, = 0, 
formes qui se décomposent en deux facteurs linéaires, tels que 
(a2) = 2,2,, — x, 2, et (yy) = 94,4. — Yoy,, et définissent, par con- 
séquent, des homographies singuliéres, correspondent les divers points 


A dune surface du second ordre S? (qui est un hyperboloide gauche 
dans le cas ot le tétraédre @,, 41.444.) = 0 est réel). 


*) On trouvera dans les §§ I—V de la seconde partie de ce Mémoire des 
développements ultérieurs sur des questions qui touchent de prés au sujet 
du présent paragraphe. 
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2. Il convient d’examiner tout d’abord comment se déplace sur 
la surface S? le point A qui représente une forme bilinéaire composée 
par les deux facteurs (w2’) et (yy’), lorsqu’on fait varier l’un ou l’autre 
de ces deux facteurs. 

Comme dans ce cas on a pour coordonnées de A 

yy = Hy Yo'y Ay = — YY, Ay = — A Yo'y Aq = HY, 
on voit que si a (#,':.,') reste fixe le point A décrit une droite g’, 
définie par les équations: 

@YAyy + Hy Ay, = 0, Ly Ay, + XY Gy = 0, 
et appartenant a un systeme déterminé de génératrices de S*, tandisque 
si y reste fixe le point A décrit une droite h’: 

Wy yy + Ye 2 = 9, Ag, + Yo’ dy =O, 
appartenant & l’autre systeme de génératrices de S?. 

Par distinguer entre les droites g et h de S*, qui jouent, d’aprés 
ce que l'on voit déja, des roles différents, nous réserverons le nom de 
génératrices de S* aux droites g et nous désignerons les droites h sous 
le nom de directrices. 

Cela étant, on peut dire que: 

Les formes bilinéaires (xx) (yy’) ayant en commun le premier 
facteur (a2x') sont représentées par les points d'une méme génératrice 
de S*, tandisque celles qui ont en commun le second facteur (yy) sont 
représentées par les points d'une méme directrice de S*. 

3. On voit, d’aprés cela, qu’ chaque valeur du parametre 2(x,:2,) 
correspond une génératrice g de S*, et qu’a chaque valeur du para- 
metre y(y,:¥_) correspond une directrice hk, et réciproquement. 

Les valeurs des paramétres x et y qui correspondent aux deux 
droites g et h passant par un point de S*, peuvent étre envisagées 
comme coordonnées de ce point. 

La forme bilinéaire (~z’) (yy’) est ainsi représentée par le point 
de S? ayant pour coordonnées x’ et y’. 

Lieu des points de S? dont les deux coordonnées « et y’ sont 
égales (pour lesquels on a x, y, — 2,’ y, = 0), est la conique C* suivant 
laquelle la surface est coupée par le plan a (n° 1). 

Grace a cette attribution de paraméetres aux divers points de la 
conique C?, on a le droit de considérer toute forme bilinéaire A,, 
comme établissant une correspondance homographique A,, = 0 entre 
les divers points de cette conique C?. 

Dans une homographie A,,—0, établie entre les points de la 
conique C?, chaque point de C? peut étre envisagé sous deux points 
de vue différents: soit comme point auquel correspond un autre, soit 
comme point qui correspond a& un autre: Les paramétres x et y, par 
rapport auxquels la forme A,, est en général diversement composée, 
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servent & désigner les points de C? envisagés respectivement sous |’un 
ou Pautre de ces deux points de vue. 

Ces faits et surtout ce qui chaque point de C?, considéré comme 
x ou comme y, se trouve attachée la droite g ou h de S? qui y passe, 
sont d’une importance capitale pour la représeutation des homographies, 
établies sur C?, par des points de l’espace. 

4, Lorsque deux formes bilinéaires 


Agy = Gy, X,Y, $F yg Xj Yo + Aap LyY, + Mgy Lp Yo, 
Bay = by 29, + by. 2 Yy + dy HY, + DyQ%2Y2, 
sont conjuguées entre elles, c’est-i-dire liées par la relation invariante 
O = Ay dy, — Ayybyy — Ay, byy + Ay2by2, 
les points A et B qui les représentent sont conjugués par rapport a 
la surface S*, c’est-i-dire que chacun est situé dans le plan polaire de 
autre par rapport 4 cette surface. 

Il s’ensuit de la que 

Lieu des points B qui représentent des formes B,, conjuguées a 
une forme donnée A,,, est le plan polaire du point A par rapport a 
la surface S*. 

5. Si # et y’ sont deux points correspondants dans l’homographie 
A,, = 0, cest-i-dire s'ils satisfont & la condition 

A yy = O = Gy 2) Yy) A MQ hy Yo A yy Ly Yy’ gy Ly’ Ys’, 
les deux formes A,, et (#2) (yy’) sont manifestement conjuguées 
entre elles. 

La construction des divers couples de points 2’, y’ qui sont correspon- 
dants dans ’homographie (A,, = 0) de C? représentée par un point A, 
revient ainsi & la recherche des, points B de S? qui représentent des 
formes (22) (yy) conjuguées & A,,. Les deux droites g’ et h’ de S* 
passant par un tel point iront, en effet, couper C? en deux points 
correspondants a’, y’. 

Or ces points B, comme représentant des formes conjuguées a 
une forme bilinéaire donnée A,,, doivent se trouver sur la conique 
suivant laquelle le plan polaire de A coupe la surface S?. De la il 
résulte que: 

Pour que deux points x et y de la conique C* se correspondent 
dans une homographie représentée par un point A de Vespace, il faut 
et il suffit que les droites g et h attachées respectivement a ces deux 
points délerminent un plan tangent de S* passant par le point A. 

D’aprés cela le point qui représente une homographie de C* est le 
sommet dun cone circonscrit d S* dont chaque plan tangent coupe S? 
suivant deux droites (g, h) attachées a des points (x, y) qui se corre- 
spondent dans Vhomographie considérée. 
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Lhomographie identique de C*, cest-a-dire celle (définie par 
L,Y — Loy, =O) qui fait correspondre chaque point de C? a lui- 
méme, est ainsi représentée par le pdle du plan x par rapport a la sur- 
face S*. Ce point remarquable nous le désignerons par O. 

6. Les deux points fondamentaux (c'est-i-dire correspondant a 
eux mémes) d’une homographie de S?, représentée par un point donné 
A, coincident avec les deux points de C* ot la surface S? est touchée 
par des plans passant par A. Ces deux points de C? sont situés sur 
la droite polaire de OA. 

On apercoit ainsi que les points A qui représentent des homo- 
graphies de C? ayant deux points fondamentaux donnés ont pour lieu 
la polaire, passant en O, de la droite qui joint ces points fonda- 
mentaux. 

En particulier, lieu des points A qui représentent des homographies 
ayant deux points fondamentaux qui se confondent en un méme point 
z de C? est la droite Oz. Ainsi done lieu des points A qui représentent 
des homographies ayant deux points fondamentaux qui se confondent, 
est le cine K* circonscrit a S* le long de la conique C* (cone dont le 
sommet est au point Q). 

7. Soient maintenant P et J” les deux points oi une droite issue 
du point O rencontre S*, et soient g,, h. et g,, h, les droites de S? 
qui passent respectivement par ces deux points*), 

Les points 2, = (g,, h,) et 2, = (g,5 hp), Situés sur la conique C? 
sont manifestement les deux points fondamentaux communs aux homo- 
graphies représentées par les points de la droite PP’ (n° 6). 

Dans homographie singulitre (xz,) (yz,) = 0, représentée par P, 
& tout point 2 de C? autre que z, correspond le point z,, tandisqu’au 
point 2, correspond tout point y de C?*). Des choses analogues ont 
lieu pour ’homographie singuliére (#z,) (yz,) = 0, représentée par P’, 

Lieu des points A qui représentent des homographies de C? dans 
lesquelles au point 2, = (g,,,) correspond le point 2, = (g,, h,), 
est le plan g,h, qui touche S* au point P(n’ 5). De méme, lieu des 
points A qui représentent des homographies de C* dans _lesquelles 
au point z, == (g,,h.) correspond le point 2, = (g,, h,), est le plan 
g,h, qui touche S* au point PL’. 

Les deux plans g,h, et g,h, sont séparés harmoniquement par le 

*) Dans la premiére partie de ce Mémoire je désignerai toujours, comme 
ici, par g; eth; (ou par I; et h;, etc.) deux droites de S* homologues par rapport 
au point O, c'est a-dire contenues dans un plan tangent de S? passant en O. 
**) Les deux points fondamentaux 2’ et y’ d’une homographie singuliére 


(xa’) (yy’) =0 seront appelés par la suite premier et second point fondamental 
de cette homographie. 
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plan x et le point O et se coupent suivant la droite qui joint les 
deux points 2, = (g,, h,) et 2, = (g., h,). Tout point de cette derniére 
droite représente une homographie involutive dans laquelle les deux 
points z, = (g,, h,) et 2. = (g., kh.) sont échangés entre aux. 

Si les deux points P et P’ se confondent en un seul point ¢ de 
C2, on voit que le lieu des points A qui représentent des homographies 
de C? ayant un point fondamental donné z, est le plan qui touche S? 
au point z, et que le lieu des points de x qui représentent des homo- 
graphies involutives admettant le point ¢ comme point fondamental 
est la tangente de C* en ce point ¢. 

8. Considérons la conique [? enveloppée par les droites qui 
joignent les points correspondants de C* dans une homographie 
A,, =0. Cette conique [? touche C? aux deux points fondamentaux 
de Vhomographie A,, et constitue la section du plan a par le céne 
K? circonscrit & S* et ayant pour sommet le point A qui représente 
lhomographie A,,. 

Cette conique [? se confond avec C* dans le cas ot A coincide 
avec le point O; elle se décompose en deux points, situés sur C*, dans 
le cas ot le point A est situé sur S*; enfin, dans le cas ot le point 
A est situé dans le plan z, elle est formée par deux tangentes de 
S?, celles qui passent au point A. 

Une méme conique [*, doublement tangente a C*, détermine par 
ses tangentes, sur la conique C*, deux homographies A,, = 0 et 
A, = 0 inverses Vune de Valutre. Si dans la premiere de ces homo- 
graphies & un point 2, = (g,, h,) de C* correspond un point z,—=(g,,h,), 
dans la seconde au point z, correspondra le point z,. Or, comme les 
deux plans g,h, et g,h, sont séparés harmoniquement par le point O 
et le plan z, il faut que les points A et A’ qui représentent les deux 
homographies A,, = 0 et A,, = 0 soient aussi séparés harmonique- 
ment par le point O et le plana. Les deux cdnes K?* et K’? circon- 
scrits & S? et ayant pour sommets les points A et A’ seront homo- 
logues dans |’homologie involutive ayant pour centre le point O et 
pour base le plan z. 

Il est & remarquer que réciproquement: 

Deux points A et A’, séparés harmoniquement par le point O et 
le plan x, représentent deux homographies inverses lune de Vautre. 

9. Parmi les homographies représentées par les points A d’une 
droite d il y en a deux singuliéres, celles qui correspondent aux points 
(g;', hy’) et (g,”, hy) od la droite d rencontre S*. Maintenant lieu des 
points B qui représentent des homographies conjuguées aux homo- 
graphies précédentes sera la polaire e de la droite d (n° 4), polaire 
qui rencontre S? aux deux points (g,’, h,”) et (g,”, hy). 

Dans toutes les homographies représentées par des points de d, 
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“au point 4,° = (g,', h,’) correspond le point 2,” = (g,", h,”) et au point 
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2," = (g,", hy”) correspond le point 2,’ = (g,',h,'), (n° 5). Parmi ces 
homographies il n’y a qu'une seule dans laquelle 4 un point arbitraire 
x de C? correspond un point arbitraire y. 

Les coniques [? qui correspondent aux homographies considérées 
touchent toutes les deux droites 


ay 2" = (Gy, hy) (Gry Wy) eb By By” = (Yay hy’) (Go's hy’). 
Parmi ces coniques il y en a deux qui touchent une droite arbitraire 
de x; ce sont celles qui correspondent & des homographies qui font 
correspondre entre eux les deux points de C? situés sur cette droite. 

On voit aisement qu’on arrive au méme systeme de coniques [ 
en considérant les homographies inverses des précédentes, homo- 
graphies représentées par les points de la droite d’, qui joint les deux 
points (g,', hy’) et (g,",h.”) et qui est ’homologue de d dans l’homo- 
logie involutive ayant pour base le plan a et pour centre le point O. 

D’ailleurs il y a encore un autre systeme de coniques [? touchant 
les deux mémes droites que les coniques du systéme considéré, Les 
coniques de ce second systeme correspondent aux divers points de la 
droite (g,’, hy”) (gy', h;”), ou encore aux points de la droite homologue 
(01; hy’) (go", hy’). On remarquera que les quatre droites que nous 
avons eu & considérer constituent deux couples d’arétes du tétraédre 
(particulier) formé par les plans tangents de S? qui passent par les 
deux droites 2,’2,” ot 2,25". 

Ces propriétés font voir comment il y a quatre coniques [? 
doublement tangentes & C? qui touchent trois droites données de z. 
Chacune de ces coniques correspond & deux homographies, in- 
verses l'une de l'autre, et dans lesquelles les points de C? situés re- 
spectivement sur les droites données se correspondent. Les huits points 
qui représentent ces homographies sont communs a une double infinité 
de surfaces du second ordre, lesquelles sont conjuguées par rapport au 
tétraédre formé par le plan a et par les trois plans qui projettent 
du point O les trois droites données dans le plan a. Parmi ces sur- 
faces se rangent celles formées par les deux plans tangents de S? 
qui passent par chacune des trois droites données de z. 

10. Lorsqu’on a quatre formes bilinéaires 


Ay Ary + Hy Bay, 4, Ary + Uo Bry, As Azy + Uy Bey, Ay Ary + Uy Bay 
appartenant & un méme faisceau 
AAgy + UBry 


on doit entendre par rapport anharmonique du systeme de ces quatre 
formes le rapport anharmonique des quatre parametres 
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he odie > Ae om 

“wa? ‘He? Bs? ‘Ma? 
qui est évidemment égal & celui des quatre points de la droite AB 
qui représentent les quatre formes données. 

Le rapport anharmonique des quatre points y qui correspondent 
a un méme point « dans les quatre homographies déterminées par les 
quatre formes données, est le méme quel que soit le point x et égal au 
rapport anharmonique de ces formes. 

Ce fait résulte, sous le point de vue algébrique, de la dépendance 
linéaire qui a lieu entre y(y, : y.) et : par suite de |’équation: 

AAgy + uB.y, = 0. 
Mais on peut aussi sen rendre compte géométriquement d’une 
maniére fort simple: il suffit pour cela de remarquer que les quatre 
plans qui projettent d’une génératrice g, de S? les quatre points y qui 
correspondent au point (g),/,) dans les quatre homographies con- 
siderées, coupent précisement la droite AB suivant les quatre points 
qui représentent ces homographies (n° 5). 

Puisque deux formes bilinéaires A,, et B,,, conjuguces entre elles, 
sont représentées par des points qui sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points (g,',h,') et (g,",h,;”) de S? situés sur AB (n° 4), 
il s’ensuit que, dans ce cas, le rapport anharmonique des formes 

Agy, (v8) (2), Bay, (x2,") (€4,") 
est égal a — 1. 

11. Considérons les diverses homographies A,, = 0 représentées 
par les points A d’une droite issue du point O et coupant S? suivant 
les deux points P = (g,, h,) et P’ = (g,, h,), homographies qui auront 
pour points fondamentaux communs les 2, = (g,,h,) et 2, = (g, h,). 

A un point « de C? correspondent dans les homographies 

(v2) (y2,;) = 0, (vy) =0, (wa,) (wa) =—0, Ary =0 
respectivement les points 
41, LZ, &, Y, 
dont le rapport anharmonique est constant, quels que soient les points 


correspondants x et y, et égal au rapport anharmonique des quatre 
points 


Fr, © #&. 4. 

On arrive ainsi & ce résultat important que: 

Le rapport anharmonique constant (2,x2, y) déterminé par les deux 
points fondamentaux z, et z, dune homographie Az, = 0 et deux points 
correspondants quelconques x et y de cette homographie est égal au rapport 
anharmonique déterminé sur la droite OA par les deux points P’ = (g., h,) 
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et P= (g,,h,), o& cette droite rencontre S?, et les deux points O et A 
de la méme droite. 

Le rapport anharmonique (z,72,y) dune homographie A,, = 0 
ayant ses deux points fondamentaux z, et 2, distincts, admet, comme 
on sait, deux déterminations 


I-VIR—=48 ee pe VIP— 40 » (rr 1), 
I+ VI?-44 I-VFP—-4Aa 
tant qu’on ne précise point quelles sont les racines de A,, = 0 qu'on 
désigne respectivement par z, et z, Autrement une des valeurs précé- 
dentes doit correspondre a (2,72,y) et l’autre a (2,72, y). 

Lieu des points A qui représentent des homographies ayant un 


: 1 
rapport anharmonique r (ou *) constant est une surface du second 


ordre circonserite a S? le long de la conique C?, surface ayant pour 
équation : 
rP?—(l+rrePA=—o0. 
Deux points représentant deux homographies inverses l'une de 
l'autre se trouvent sur une méme de ces surfaces. 
L’équation précédente, si l’on y fait successivement 
r=—1, 0 (ouco) et 1, 


représente le plan a pris deux fois, la surface S* et le cdne K? cir- 
conscrit & S? suivant la conique C?. 

12. C’est un théoreme fondamental dans la géométrie projective 
que lorsqu’on a deux séries homographiques de points x et y, et 
que Pon suppose que le point w décrit la premiere de ces séries dans 
un sens déterminé, le point correspondant y décrit la seconde série 
dans un sens aussi déterminé. De la cette classification bien impor- 
tante des homographies binaires réelles (établies p. e. sur une méme 
conique réelle C*) en deux catégories: 1° de celles pour lesquelles 
Jes deux sens dont il s’agit coincident et 2° de celles pour lesquelles 
ces deux sens sont opposés. 

Entre les homographies de ces deux catégories viennent se placer 
les homographies singulieres, pour les quelles la distinction précédente 
est irréalisable. Or, comme ces derniéres homographies sont characté- 
risées par l’évanouissement du déterminant A = aj, 4.) — 4, 
de la forme bilinéaire correspondante, on voit bien que c’est par le 
signe de ce déterminant que doivent se distinguer entre elles les homo- 
graphies des deux catégories précédentes. Du reste, l’exemple de 
’homographie identique x,y, — 2,y, =O peut servir & décider a la- 
quelle de ces deux catégories correspond le signe -- ou — du 
déterminant A. On arrive ainsi 4 ce résultat important: 

Les deux sens attachés a deux séries homographiques swperposees 









| 
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sont identiques ou opposés suivant que le déterminant A = ay, dy. — 44949, 
de la forme bilinéaire correspondante est positif ou négatif*). 

Si l'on considére maintenant le point A qui représente une homo- 
graphie réelle, établie sur la conique C?, on voit que ce point sera 
sépare ou non du point O par la surface S?, suivant que l’homo- 
graphie dont il s'agit appartiendra & la seconde ou a la premiere caté- 
gorie, et réciproquement. A cette proprieté se rattache une propo- 
sition remarquable due a v. Staudt (Beitrdge zur Geometrie der Lage, 
Niirnberg, 1856, p. 42), sur la concordance ou non des sens déterminés 
sur les deux systémes de droites d’un hyperboloide gauche par deux 
points de lespace. Voici en quoi consiste cette proposition: 

Etant donné un hyperboloide gauche S? et un point O en de- 
hors de cette surface, supposons qu'un plan tangeat de S? passant 
par O tourne dans un sens direct arbitraire; de cette maniére on 
détermine sur chacun des systemes de droites de S* un sens direct 
correspondant. Supposons maintenant que l’on projette les diverses 
génératrices et directrices de S*? par des plans passant par un point 
A et enveloppant un céne K? circonscrit & S*. Aux sens directs 
attachés aux deux systemes de droites de S? correspondent alors sur 
le cone K? deux sens qui seront contraires ou identiques, suivant que 
les points O et A sont separés entre aux par la surface S* ou non. 


II. 
Composition des homographies binaires. 

13. Lorsqu’on a deux homographies binaires A et B on est con- 
duit & considérer Vhomographie dans laquelle deux points 2 et y 
sont correspondants lorsque le point y’', qui correspond & « dans ’homo- 
graphie A, coincide avec le point x’, auquel correspond le point y 
dans lhomographie B. 

L’homographie 4 laquelle on arrive ainsi est appelée résultante 
ou produit des deux homographies A et B, prises dans cet ordre, 
et designée par le symbole AB. L/opération correspondante est 
appelée composition ou multiplication (quelquefois aussi superposition) 
des homographies. 

Si les homographies A et B sont données par les équations 

Agy os Daiji XiY; ooo 0, B,, ae 2d; LiY; as 0, 
Vhomographie AB sera représentée par |’équation 
[A Bley = =(— air bes + aie bss) ry; = 0, 


*) Cette proposition est fort utile pour la définition géométrique des 
éléments imaginaires d’aprés Staudt. Voir la dessus nne Note de l’auteur inserée 


dans le cahier de Juillet du Bulletin des Sciences Mathématiques (2° Sér., tom. VII, 
p. 204). 
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qui résulte de l’élimination de ¢ entre les deux équations: 
Ant = 0 et By = 0. 


14. Tant que la forme [AB),, n’est point identiquement nulle, 
on voit que le produit AB est nécessairement une homographie dé- 
terminée. Pourtant, comme une forme identiquement nulle est capable 
de représenter toute homographie, par la raison qu'elle peut étre con- 
sidérée comme la limite d'une forme bilinéaire quelconque multipliée 
par une quantité infiniment petite, on congoit que, lorsque la forme 
[A B),, sannulle identiquement, le produit de deux homographies 
A’, B’ ne différant qu’infiniiment peu de A, B sera une homographie 
dont la limite dependra du chemin suivant lequel les homographies 
A’ et B’ s'approchent respectivement des homographies A et B. Cha- 
cune de ces homographies limites pourra dés lors étre envisagée comme 
produit AB. 

Considérons, par exemple, deux homographies singuliéres: 

Azy = (ax) (a"y)=0, Bry = (Ux) Oy) = 0. 

Nous aurons 

[A Bley = — (ab) (a’x) (B"y) =0. 

Le produit AB sera déterminé si (a’b’) est différent de zéro; 
mais il n’en sera plus de méme si (a”b’) = 0, c’est-a-dire si le second 
point fondamental de A coincide avec le premier point fondamen- 
tal de B. 

En considérant alors deux formes 


Azy=Azy+eDry, Bry = Bey + &E cy, 
infiniment voisines de A,, et B,, (pour ¢ infiniment petit), on aura 
[AB ry = [AB]ey + e([AE ey + e[DBley + &?[D Ezy. 


L’homographie A’ B’ sera donc représentée a la limite par 
léquation 


[AE ]zy + [D Bley — 0, 


(a’x) Eu, — (b"y) Drv = 0. 

On voit par la que: 

Dans le cas ou Von a deux homographies singuliéres A et B telles 
que le second point fondamental a” de A coincide avec le premier point 
fondamental b' de B, on peut considérer comme produit AB toute 
homographie C dans laquelle au premier point fondamental a’ de A 
correspond le second point b” fondamental de B. 

On se rend aisemeut compte de ce que chacune de ces homographies 
C répond a la définition que nous avons donnée du produit de deux 
homographies A et B. Et d’abord on voit que dans l’homographie 


ou bien 


| 
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AB au point a’ doit correspondre le point b”, puisque le point b” 
correspond dans l’homographie B a tout point ¢ différent de b’ = a’, 
tandisque le point ¢ correspond & son tour dans A au point a’, En 
second lieu on remarque que dans AB a tout point x, autre que a’, 
peut correspondre un point arbitraire y, puisque dans l’homographie 
A au point x correspond le point a’ = 0b’, tandisque dans |’homo- 
graphie B le point y correspond & ce méme point a” = J’. 

Il est facile de voir que la forme [A B],, ne peut étre identi- 
quement nulle, et que par conséquent le produit de deax homogra- 
phies ne peut étre indéterminé, que dans le cas seulement que nous 
venons de considérer*). 

15. De la notion du produit de deux homographies on passe a 
celle du produit de plusieurs homographies. Ainsi l’on entend par 
produit de plusieurs homographies A,, A,, +--+, Am, prises dans cet 
ordre, une homographie dans laquelle deux points x et y sont corre- 
spondants s'ils sont le premier et le dernier d’une suite de m-+ 1 
points ¢,, t,, -- +, én41, qui se correspondent Jes uns (f;4:) aux autres 
(¢;) dans les homographies successives (Aj). 

Il résulte de cette définition que lorsqu’on a a multiplier plusieurs 
homographies entre elles, on peut remplacer un nombre quelconque de 
facteurs consécutifs par leur produit, sans que le résultat final soit 
changé. 

La composition des homographies est done soumise d la loi de 
Vassociation, exprimée par cette relation 


ABC =(AB)C= A(BOC). 

Cette propriété subsiste quelle que soit la nature des homogra- 
phies & multiplier. Cependant dans le cas ot le produit d'un certain 
nombre de facteurs consécutifs est indéterminé, on doit entendre par 
la propriété précédente, qu’en remplacant un groupe de facteurs consé- 
cutifs par une valeur de leur produit on obtient pour résultat final une 
des valeurs du produit total. 

16. Les deux produits AB et BA qu’on peut former avec deux 
facteurs A et B, pris dans deux ordres différents, sont en général 
distincts. Dans certains cas, cependant, ils peuvent étre les mémes; 
on dit alors que les homographies A et B sont permutables ou échangeables 
entre elles. 

On sait que deux homographies binaires ne peuvent étre échangeables 
entre elles que dans deux cas seulement: 

1° Lorsque les deux homographies ont les mémes points fondamentaux. 


*) Pour que la forme [AB], soit identiquement nulle on doit, en effet, 
Oy _ ay _ Oy _ be 
avoir — —- == oo <a ees 
CT i 
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L’homographie résultante a les méme points fondamentaux que les com- 
posantes et son rapport anharmonique dans le cas oi ces points fon- 
damentaux sont distincts est égal au produit des rapports anharmoniques 
des composantes. Par contre si les deux points fondamentaux dont il 
s'agit se confondent en un seul ¢, il arrive que si l’on considére les 
points ¥4, Ys, Yas qui correspondent a un point arbitraire x dans les 
trois homographies A, B, AB respectivement, et que ]’on designe par 
2 un autre point également arbitraire, le rapport anharmonique (xz 2’ yan) 
est egal a la somme des rapports anharmoniques (azz ya) et (xz2' ys)*). 
> 2° Lorsque chacune des deux homographies, étant involutive, échange 
les deux points fondamentaux de l’autre. L’homographie involutive, 
qui en résulte, échange alors les points fondamentaux de chacune des 
composantes. 

Lorsqu’une des composantes A, B est l’homographie identique, le 
produit AB coincide évidemment avec l'autre composante. L’homo- 
graphie identique est done permutable avec toute homographie. Ce 
eas de permutabilité rentre du reste dans le cas 1°, puisque l’homo- 
graphie identique peut étre considérée comme admettant pour points 
fondamentaux ceux d'une homographie quelconque. 


Ill. 


Multiplication des points de l’espace correspondant & la composition 
des homographies binaires. 


17. L’étude de la composition des homographies binaires peut étre 
avantageusement secondée par la représentation des homographies par 
des points de l’espace, & laquelle nous revenons maintenant. 

A la composition des homographies binaires correspond, entre les 
points qui représentent ces homographies, une opération que nous ap- 
pellerons multiplication des points de l’espace. Nous considérerons 
ainsi le point C qui représente Je produit AB de deux homographies 
A et B, comme produit AB des points A et B qui représentent ces 
homographies. 

*) C’est en utilisant ces propriétés des homographies binaires ayant les mémes 
points fondamentaux que von Staudt est parvenu a établir sa théorie des homo- 
zygies (Wiirfen). Cette théorie n’est en effet autre chose que celle des opérations 
sur les rapports anharmoniques, mise en accord avec l’esprit de la Geométrie de 
situation. (Il est seulement &’ remarquer que l’ordre des quatre éléments adopté 
par Staudt, pour la notation du rapport anharmonique, différe de celui générale- 
ment en usage.) 

De méme, en partant de propositions analogues relatives i des homographies 
du plan ou de l’espace, ou peut arriver 4 une généralisation de la théorie de 
Staudt relative 4 des homozygies formées par cing points du plan ou par six 
points de l’espace. 
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Le produit de deux points A et B sera ainsi en général un point 
déterminé C, dépendant de la situation respective de ces points par 
rapport & la surface S? et & la conique C? sur laquelle sont suppo- 
sées établies les homographies représentées par les points A et B. 

Le produit des deux points A et B sera cependant indéterminé 
(d’aprés le n° 14) lorsque, les points A et B ctant situés sur la surface 
S?, la directrice de S* passant par A et la génératrice de S* passant 
par B déterminent un plan tangent de S* contenant le point O. On 
peut alors considérer comme produit AB tout point C situé dans le plan 
qui contient la génératrice de S* passant par A et la directrice de S? 
passant par B (n° 14, 5). 

* Ainsi, par exemple, le produit des deux points A, B de S? situés 
sur une droite contenant le point O est indéterminé et coincide avec 
tout point de l’un des plans tangents de S? passant par cette droite. 

La multiplication des points, de méme que celle des homographies, 
ne remplit pas en général la loi de la commutation, exprimée par la réla- 
tion AB= BA. Le produit de deux points A, B n’est indépendant 
de Yordre des facteurs que 1° dans le cas ot les points A et B sont 
en ligne droite avec le point O*), lorsque le produit AB est un point 
C de la méme droite, et 2° dans le cas ot les points A et B, étant 
situés sur le plan 2, sont conjugués par rapport a la conique C’, 
lorsque leur produit coincide avec le pdle de la droite AB pris par 
rapport 4 cette conique (Voir n° 16). 

De méme que la multiplication des homographies, la multiplication 
des points de l’espace est une opération associative (n° 15). 

18. Etant donnés deux points A et B examinons de quelle ma- 
niére peut-on construire leur produit AB = C. 

Puisque dans ’homographie'C = AB aux points fondamentaux de 
A correspondent les mémes points y que dans |’homographie B, il faut 
bien que les deux plans tangents de S* qui passent par la droite BC con- 
tiennent respectivement les deux génératrices de S? qui passent par les 
points fondamentaux de S?(n°5),c’est-a-dire il faut que la droite B C s’appuie 
sur ces deux génératrices (Comparez n° 9). De méme, puisque dans 
Yhomographie AB les points fondamentaux de B correspondent aux 
mémes points x que dans ’homographie A, il faut bien que la droite 
AC s’appuie sur les deux directrices de S? qui passent par les points 
fondamentaux de B. 

Il resulte de la que le produit C de deux points A et B se trouve 
sur une droite passant par B et appuyée sur les génératrices de S* ren- 





*) Pourvu toutefois que le produit ne soit pas indéterminé, comme cela ar- 


rive lorsque les points A et B constituent les intersections de S? avec une droite 
issue de O. 
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contrées par la droite OA, ainsi que sur une droite passant par A et 
appuyée sur les directrices de S* rencontrées par la droite OB. 


Cette propriété fournit le moyen de construire le point AB toutes 
les fois que la droite AB ne passe point par O. Mais si les points 
A et B sont sur une droite issue de O, leur produit, s'il est déterminé, 
ne peut plus étre construit par le procédé précédent, puisque les deux 
droites OA et OB coincident avec AB. Le point C = AB sera alors 
sur la droite AB a une position telle, que si l’on considére sur cette 
droite les homographies (4), (B), (C) ayant pour points fondamentaux 
les points ot AB rencontre S? et dans lesquelles au point O corre- 
spondent respectivement les points A, B, C, Vhomographie (C) sera 
le produit des deux homographies (A) et (B). On est conduit a cette 
propriété du produit AB, pour ce cas, en étudiant (voir n° 22) de quelle 
maniére varie le produit AB lorsqu’ on fait varier l'un ou l’avtre de 
ses facteurs. Dans le cas ov la droite AB coupe S? en deux points 
distincts on peut rattacher la propiété précédente, par suite de ce qui 
a été dit au n° 16, a ce fait que le rapport anharmonique des homo- 
graphies (A), (B), (C) est le méme avec celui des homographies A, 
B, C respectivement (n° 11). 

Le produit de deux points dont l’un est le point O coincide na- 
turellement avec le second de ces points. 

19. La construction du point AB, que nous venons de considérer, 
laisse voir que si dans le produit AB le point A tombe sur la surface 
S*, le point C= AB doit étre sur la génératrice de S* passant par A; 
si au contraire cest le point B qui tombe sur la surface S?, le point 
C doit étre sur la directrice de S* passant par B. 

A la proposition précédente correspond cette propriété des homo- 
graphies binaires: 

Le produit AB de deux homographies A, B, dont la premiere (ou 
la seconde) est singuliére, est une homographie singuliére ayant son 
premier (on son second) point fondamental commun avec A (ow B). 

Si les points A et B tombent sur la surface S?, leur produit 
est déterminé et coincide avec un point de S*, point situé a l’intersection 
de la génératrice de S? passant par A avec la directrice passant par B, 
tant que le plan des deux autres droites de cette surface qui passent 
respectivement par les points A et B ne contient pas le point O 
(n° 17). 

20. Il y a deux opérations inverses de la multiplication des points, 
designées toutes les deux sous le nom de division. Ce sont les opé- 
rations qui donnent les facteurs X et Y propres a satisfaire aux relations: 

XB=C, AY=C. 
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Le cas le plus simple de division est celui oi le produit C coin- 
cide avee le point O, point qui représente lhomographie identique. Il 
est manifeste que dans ce cas les équations X B = O et AY =O ne 
peuvent étre satisfaites que si l’on prend pour X le point B’ qui re- 
présente l'homographie inverse de celle représentée par le point B, et 
aussi, pour Y Je point A’ qui représente ’homographie inverse de celle 
représentée par le point A. 

On voit ainsi que la correspondance entre deux points A et B 
dont le produit coincide avec le point O, est lhomologie involutive 
ayant pour centre le point O et pour base le plan z (n° 8). 

Comme deux points correspondants dans cette homologie représen- 
tent toujours deux homographies binaires inverses l'une de l’autre, nous 
désignerons toujours par A~' le point homologue de A, et nous l’ap- 
pellerons inverse du point A. — Il n’y a evidemment que le point O 
et les points du plan a qui coincident avec leurs inverses. 

Les équations AX — O et XA =O admettent done pour solu- 
tion X = A-'. Mais il est & remarquer que dans le cas ot A se 
trouve sur S*, et oi A~' constiiue le second point d’intersection de la 
droite OA avec S?, une seule valeur de AA-' ou de A-'A coincide 
avec O. Ainsi dans ce cas on ne saurait point dire que l’équation 
AX =O ou XA = O est identifigée pour X = A, mais simplement 
qu'elle est satisfaite par cette valeur de X. 

ll résulte de la définition donnée au n° 15 pour le produit de plu- 
sieurs homographies, que l’inverse du produit de plusieurs points 
A,, Ay, ... Am est le produit des points Aj", ... A,-', A,;-; de 
sorte qu’a chaque valeur de A,A,...A,, correspond une valeur de 
A;,' ...A,~'A,;— qui en est l'inverse. 

Lorsque les points A; sont tous sur le plan z, l’inverse du pro- 
duit A,A,...Am sera Ay... A,A,. 

21. Les propriétés de la division des points se trouvent compliquées 
a celles de la multiplication. Ainsi, en étudiant de quelle maniére les 
points X et Y, satisfaisant aux équations XB=C et AY =O, va- 
rient lorsque C varie, on ne fait qu’étudier comment le produit AB 
varie lorsque l’un ou l’autre de ses facteurs varie. 

C'est cette étude que nous allons précisement aborder dans le 
paragraphe qui suit. Cependant il convient de signaler dés a présent 
cette propriété fondamentale de la division des points: 

Les équations X B = C et AY =C sont satisfaites pour X = C B-! 
et Y = AC, cest-d-dire quwelles admettent respectivement pour solutions 
toutes les valeurs de CB-' et de A-'C (voir n° 23). 

Ainsi, par exemple, on sera sir qu’en prenant pour X une valeur 
queleonque de C B— on obtiendra inévitablement pour XB une valeur 
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égale & C, quoiqu’il pourra se faire, dans certains cas, que XB ad- 
mette une infinité de valeurs. 


IV. 
Comment varie le produit de deux points lorsqu’un de ces points varie. 


22. Nous avons vu (n° 18) que pour la construction du produit C 
de deux points A et B il y a lieu de considérer les génératrices g4, g'4 
de S? appuyées sur a = OA et les directrices hg, h’y appuyées sur 
b= OB. Le point C= AB constitue intersection d’une droite a’ pas- 
sant par B et appuyée sur gy, g'4 et dune droite b’ passant par A 
ét appuyée sur hg, h’s. 

De cette maniére si lon considére une surface du second degré J? 
) coupant S? suivant les quatre droites g4, ga’, hg, hs et passant par O, 
contenant par conséquent les droites a = OA et b = OB, le point C 
doit étre sur cette surface 7'* 4 l'intersection de la droite a’ de cette sur- 
face, autre que b, passant par B, et de la droite b’, autre que a, pas- 
sant par le point A. 
On voit par la que le groupe des quatre points 


L O, (a, ga), A, (a, a) 

(ou la droite a rencontre les droites b, ga, 0’, g'4) est projectif & celui 
des quatre points 

ri B, (a’, ga); C, (a’, ga) 

(ot la droite a’ rencontre les droites b, gu, b’, ga’); et que, de méme, 
le groupe des quatre points O, (b, hs), B, (b, h’s), situés sur b, est 
e projectif & celui des quatre points A, (b’, hz), C, (b’, h’s) situés sur VU’. 
Si Pon suppose maintenant que dans le produit AB le facteur B 
- varie, la correspondance entre les points B et C= AB sera telle 
qu’aux points B de toute droite a’ appuyée sur les droites g4 et 9/4 





de S?, rencontrées par OA, correspondront des points C de la méme 
droite et cela suivant une homographie ayant pour points fondamen- 


. taux les points (a’, ga) et (a’, g'4) et dont le rapport anharmonique 
B Bia’, ga) C(a’, ga) sera le méme quelle que soit la droite a’ et égal 
au rapport anharmonique O(a, gs) A(a, gs). Aux points B dune 
e droite queleonque b” correspondront les points C d'une droite ¢’ ren- 
it contrant toutes les droites qui s’appuient simultanement sur g4, g's et b”. 
De méme aux points B d'un plan # correspondront les points C d’un 
“1 autre plan y coupant 6 suivant une droite appuyée sur g4 et g'u. 
1S Cette correspondance entre les points B et C est done une homo- 
graphie, qu’on peut appeler une homologie gauche, caractérisée simplement 
1 par ce fait, que les droites a’ appuyées sur deux axes fixes (g4 et g'4) 
ir correspondent & elles-mémes, et dont la détermination s’achéve en fixant 


21* 
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deux points correspondants (ces points sont B= O et C= A dans 
notre cas) sur une droite appuyée sur les deux axes.*) 

Dans cette homographie tous les points des axes g4 et g'4 correspon- 
dent & eux-mémes, ainsi que tous les plans passant par ces axes. 
De méme qu’entre les points B, C de toute droite a’ rencontrant les 
deux axes est établie une homographie ayant un rapport anharmonique 
constant, de méme, entre les plans passant par une telle droite est 
établie une homographie ayant le méme rapport anharmonique. 

La surface S*, de méme que toute surface du second ordre pas- 
sant par les axes gy et g'4, est transformée en elle-méme par cette 
homologie. De cette maniére les directrices de S* se correspondent 
a elles-mémes, tandisque ses génératrices se correspondent homogra- 
phiquement de maniére 4 déterminer sur la conique C? une homogra- 
phie qui coineide avec homographie représentée par le point A-. 
Cette propriété remarquable de la correspondance établie entre les gé- 
nératrices de S*, résulte de ce fait que le rapport anharmonique 
x(x, ga) ¥ (a, ga) de Vhomographie établie sur C? par les génératrices 
homologues de S* est égal au rapport anharmonique O(a, g4) A(a, g'4), 
tandisque le rapport anharmonique x(z,g4) y(a,g'4) de homographie 
de C? représentée par le point A est égal au rapport anharmonique 
O(a, g's) A(a, ga), Wapres le n° 11. 

Si la droite OA touche la surface S%, les deux droites g4 et g'4 
déviennent infiniment voisines, et !homologie gauche revét des caractéres 
spéciaux. Dans ce cas sur toute droite touchant S* en un point de 
l’axe double est établie une homographie ayant ses deux points fonda- 
mentaux confondus avec le point de contact. Ktant donnée la corre- 
spondance homographique qui existe entre les points del’axe double et les 
plans qui touchent S* en ces ‘points, la détermination de l’homologie 
gauche s’achéve en donnant deux points correspondants (B= 0O, C= A) 
sur une droite touchant S* en un point de l'axe double. 

Le point A peut d’autre part tomber sur la surface S*. L’homo- 
logie gauche devient alors singuliére; g4 étant la génératrice de S? qui 
contient le point A, & tout point A de l’espace non situé sur la droite 
ga correspond un point C de gy situé dans le plan Bg’‘,, tandisqu’a 
tout point B de la droite g'4 correspond tout point C du plan Bgy. 

En supposant en second lieu que dans le produit AB c’est le point 
A qui varie, la correspondance entre le point A et le point C= AB 
sera une homologie gauche ayant pour axes les directrices hz et h'z 
de S? rencontrées par la droite OB, et dans la quelle au point A = O 
correspond le point C= B. Dans cette homologie les génératrices de 


*) Les propriétés de cette sorte d’homographies furent étudiées d’abord par 
v. Staudt, dans sa Geometrie der Lage (n° 230 etc.). 
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S? correspondent a elles-mémes, tandisque les directrices de S? se cor- 
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respondent homographiquement de maniére a déterminer sur la conique 
C? une homographie qui coincide avec celle représentée par le point B. 

Cette homologie devient singuliére lorsque le point B tombe sur 
la surface S*. Alors, hg étant la directrice de S? passant par B, a 
tout point A de l’espace non situé sur h’,, correspond le point C de 
he situé dans le plan Ah’; mais si le point A appartient a la droite 
h'n, le point C correspondant devient indéterminé et coincide avec tout 
point du plan Ah,*). 

23. Nous sommes maintenant & méme de résoudre une question 
importante relative & la division des homographies ou bien des points 
qui les représentent. 

Ktant données les équations 

XB=C ec AY=C, 
on voit que lorsque A et B ne sont pas situés sur la surface S*, on aura 
XBB'1=X=CB"' ec A*AY=Y=A-'C, 
puisque dans ce cas A-'A et BB ne doivent avoir qu'une seule 
valeur égale & O (n° 20). Il reste done a voir si les formules 
Y=CB eé Y=A-'C 
fournissent dans tous les cas les solutions des équations proposées. 

Pour cela nous remarquons que la correspondance homologique 
eutre les points B et C est la méme lorsque ces points sont liés entre 
eux soit par la relation AB = C, soit par la relation B = A-'C, quel 
que soit A. Cela résulte de ce que, dans les deux cas, la correspon- 
dance établie entre les génératrices de S? détermine sur la conique C? 
une méme homographie, celle représentée par le point A~'. 

De méme: la correspondance homologique entre les points A et C 
est la méme lorsque ces points sont liés entre eux par la relation 
AB = C ou par la relation A = CB-', et cela quel que soit B. 

De cette manieére on est précisement conduit & la proposition que 
nous avons énoncée au n° 21. 

24. Puisque la correspondance homologique entre les points B et 
C = AB transforme la surface S? en elle-méme, il faut que les plans 
polaires, par rapport & S*, de deux points B et C homologues soient 
aussi homologues. Or, dans cette homologie au point O correspond le 
point A, il faut par conséquent qu’au plan a corresponde le plan po- 
laire de A. On voit par la que: Liew des produits dun point A par 
les divers points du plan x est le plan polaire de A par rapport a 8?, 





*) D’aprés ce qu’on sait (cf. F. Klein in Math. Ann. t. IX, p, 188), toute 
homographie de l’espace qui transforme chaque systeme de droites de la surface 
S? enlui-méme, est le produit de deux homologies gauches des deux espéces con- 
sidérées (AX = Y et XB=Y). Deux points X et Y qui se correspondent dans 
une pareille homographie doivent ¢tre-liés entre eux par la relation AXB=Y. 
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On demontrerait de méme que: Lieu des produits des divers points 
de x par le point B est aussi le plan polaire de B. 

De cette maniére étant donnés deux points A, et A, conjugués par 
rapport & S?, on pourra toujours trouver deux points R, et R, de x 
tels que lon ait: 

R,A,= A, et 4,—A,R,, 

ou bien 
A,=R,A, et A,R, = A. 

On aura, en effet, 


R, = A, A, = A, A; et R, = A,—'A, = A,-'A,. 

On voit par la que deux points A, et A,, conjugués par rapport 
a S*, sont lies entre eux par les relations: 

A,A;z* = A, A,;", A,1A, = A,*A,, 
dont chacune est une consequence de Vautre. 

En nous rappelant maintenant que deux points conjugués par 
rapport a S? représentent deux homographies binaires conjuguées entre 
elles (n’ 4), nous arrivons a cette propriété remarquable des homogra- 
phies conjuguées: 

On obtient toutes les homographies conjuguées a wne homographie 
donnée soit en multipliant. cette homographie par les diverses homogra- 
phies involutives, soit en multipliant les diverses homographies involutives 
par Vhomographie considéree. 

Dans le cas ot lhomographie considérée est singuliére, cette pro- 
position u’a lieu qu’avec certaines restrictions, relatives au cas d’indéter- 
mination du produit. 


25. Les propriétés prévédentes de la multiplication des points con- 
duisent & certaines notions dont la considération pourrait faciliter 
Vexamen ultérieur de ces propriétés. 

Ainsi, comme les produits d’un point A par les divers points d’une 
droite 6 ou d'un plan 6 forment encore une droite c ou un plan », 
on pourrait appeler la droite ¢ produit Ab du point A par la droite b, 
et de méme le plan y produit AB du point A par le plan B. On pour- 
rait considérer également le produit d’un plan ou d’une droite par un 
point, lequel produit serait aussi un plan ou une droite. 

Supposons que dans le produit d’un point A par un plan 6 le 
point A varie, et considérons la correspondance qui a lieu entre le point 
A et le plan y = Af. 

Si le plan # coincide avec x, & chaque point A correspondra, 
d’apres la proposition du n° précédent, un plan y coincidant avec le 
plan polaire de A par rapport a la surface S?. 

Si maintenant le plan # est le pdle d’un point arbitraire B, le 
plan y = AB, correspondant & un*point A, sera le plan polaire du 
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point AB par rapport a la surface S?, puisqu’on a B = Ba, y = ABn. 
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La correspondance A, y= AB peut donc étre obtenue en com- 
binant homologie gauche A, C= AB avec la correlation polaire 
C, y = Cz (par rapport a la surface S?), Elle consiste done en une 
corrélation dans laquelle les droites de S? se correspondent de la méme 
maniére que dans l’homologie gauche A, C= AB. 

La corrélation A, y = AB devient focale, c’est-a-dire que chaque 
point A est situé dans le plan correspondant y, dans le cas ov le 
plan B passe par le point O. Au point O correspond alors le plan p. 

Les plans qui constituent les produits des divers points d’un plan 
« par un autre plan 6 passent par un méme point C, le quel coincide 
avec le produit des pdles des deux plans a et B, et qu’on peut appeler 
aussi produit de ces deux plans. On peut considérer de méme le produit 
dun plan par une droite etc. 


¥. 


Correspondance entre deux points A et B dont le produit AB 
est donné. 


26. Considérons maintenant la correspondance entre deux points 
A et B tels que l’on ait AB = C. 

Le point qui correspond de cette fagon a un point A, est B= A-'C; 
ce point coincide par conséquent avec le point qui correspond & A—! 
dans l'homologie gauche A’, B= A’U, homologie ayant pour axes les 
directrices de S? appuyées sur OC, et dans laquelle au point O cor- 
respond le point C (n® 22). On voit par la que la correspondance 
dont il s’agit, entre les points A et B, est une homographie résultant 
de la combinaison de l‘homologie involutive A, A’ = A-! (n° 20) avec 
Vhomologie gauche A’, B = A’C. 

L’homographie A, B = A—'C, homographie que je désignerai plus 
simplement par (A, B)c, transforme en elle-méme la surface S*, de 
méme que cela a lieu pour chacune des homologies dont elle est composée. 
Ainsi, tandisque l’homologie A, A’ = A-' échange entre elles Jes droites 
de S? situées dans des plans passant en O, et que d’autre part l’ho- 
mologie gauche A’, B = A’C transforme en elle méme chaque généra- 
trice de S? et établit une correspondance homographique entre les 
directrices de S? (n° 22), Vhomographie (A, B)c échange entre eux les 
deux systémes de droites de S*? en faisant correspondre @ toute directrice 
h de S? la génératrice situce dans le plan Oh, et a toute génératrice g 
de S? la directrice située dans le plan Cg*). 


*) Toute homographie de l’espace [X, Y, XP Y = Q] qui échange entre eux 
les deux systémes de droites de la surface S?, a cette méme propriété par rapport 
a deux points P et Q déterminés, tenant la place ds O et de C. 
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L’homographie considérée échange entre elles les droites g, et h,, 
J. et h, suivant lesquelles la surface S* est coupée par ses deux plans 
tangents passant par OC. 

La méme homographie transforme aussi en elle-méme toute surface 
du second degré passant par les droites g,, h,, g,, h.. Il est & remar- 
quer qn’a toute droite d’une pareille surface appuyée sur les droites g,, g, 
(ou bien sur les droites h,, h,), correspond une droite appuyée sur les 
droites h,, h, (ou sur les droites g,, g,) et qui est homologue de la 
précédente dans lhomologie involutive ayant pour centre le point O 
et pour base le plan z. 

Si deux points A et B sont correspondants dans cette homogra- 
phie, leurs plans polaires «, 8 par rapport 4 S? (ainsi que leurs plans 
polaires par rapport a toute surface quadrique passant par g,, h,, J.) ho) 
seront aussi correspondants. Ainsi, R, étant un point du plan z, au 
point Ay = AR, de @ correspondra le point B, = R,B de 6 (n° 25). 

Puisque les points situés sur une méme droite issue de O sont 
échangeables entre eux (n° 17), ’homographie (A, B)¢ doit établir sur 
la droite OC une correspondance involutive, par laquelle les points O et 
C s‘échangent entre eux de méme que les points (g,, h,) et (g,, h,) de S? 
situés sur OC. Elle établit aussi une involution entre les plans pas- 
sant par la droite polaire de OC par rapport a S?. 

Cette homographie, en dehors des deux points doubles de l’invo- 
lution établie sur OC, a deux autres points fondamentaux (correspon- 
dant 4 eux-mémes). Ce sont les points de contact (g,, h,) et (g., h.) des deux 
plans tangents de S? passant par OC. On voit ainsi que l’équation 
A? = C est satisfaite, en général, par quatre valeurs de A, dont deux 
seulement donnent un carré déterminé.*) 

Quelle est maintenant la correspondance entre les points de la droite 
polaire ¢ de OC? Nous savons que tout point R de x réprésente une 
involution établie sur C?, dans laquelle deux points de C? sont corre- 
spondants, sils sont situés sur une droite passant en R. De la il 
s’ensuit que les droites qui joignent un point quelconge ¢ de C? a 
deux points correspondants A et B de c, déterminent sur la conique 
C? deux points x et y qui se correspondent dans l’homographie binaire 
représentée par le point C. De la cette conséquence : 

La correspondance établie par Vhomographie (A, B)¢ entre les points 
de la polaire de OC peut étre obtenue en projettant d'un point quelcon- 
que t de C* Vhomographie de C? représentée par le point C. 


*) Dans le cas ot C coincide avec 0, l’équation A?=O est satisfaite par une 


infinité de valeurs de A, c’est-a-dire par A =O ainsi que par les divers points 
du plan z (n° 20). 
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Lorsque le point, C tombe sur la surface S? la correspondance 
(A, B)e devient singuliére. Dans ce cas si l’on désigne par ge et he 
les deux droites de S? passant par le point C, & tout point A de 
espace non situé sur la droite gg mais déterminant avec cette droite 
un plan gch, correspond l’inverse du point de contact (gch) du plan 
gch, tandisqu’a un point A de g¢ correspond tout point du plan 
tangent de S? en A-', plan qui passe ainsi par la droite gg. 


Vi. 


Multiplication des points qui représentent des homographies binaires 
ayant un point fondamental commun. 


27. Les divers points d’un plan passant en O et touchant la 
surface S* en un point zg de C? représentent, comme nous savous 
(ns 5, 6), sur la conique C? des homographies ayant le point z pour 
point fondamental commun. Le produit de deux points d’un tel plan 
sera done encore un point du méme plan, toutes les fois qu'il sera 
déterminé. 

Maintenant, comme un point situé hors de ce plan ne peut, 
évidemment, étre considéré comme produit de deux points A, B de 
ce plan, que si ces deux points se présentent comme limites de points 
situés hors de ce plan, on a le droit, lorsqu’on ne veut s’occuper que 
de produits de points situés dans ce plan, de ne considérer pour chaque 
produit de tels points que celles seulement de ses valeurs qui sont 
situées dans ce plan, 

On arrive ainsi & une multiplication de points d’un plan qui ne 
dépend que de certaines figures fondamentales situées dans ce plan, 
les quelles ne sont autre chose que les deux droites g, h et le point O. 

Voici quelques propriétés de cette multiplication: 

Si dans le produit C— AB de deux points A, B du plan gh 
considéré on fait varier le point B, la correspondance entre les points 
B et C sera une homologie plane ayant pour axe la droite g et pour 
centre le point ou la droite h est rencontrée par la droite OA, et 
dans laquelle au point O correspondra le point A. De méme, si 
lon fait varier A, en laissant B fixe, la correspondance entre les 
points A et Csera une homologie ayant pour axe la droite h et pour 
centre le point de rencontre de g avec OB, et dans laquelle au point 
O correspondra le point B (n° 22). 

De la on déduit la construction suivante du produit de deux points 
A et B de gh: 

Le produit de deux points A, B du plan gh est un point situé 
sur la droite joignant B au point de rencontre de h avec OA et sur la 


droite joignant A au point de rencontre de g avec OB. 
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Ce produit coincide avec le point (g, h) =; 2 toutes les fois que 
les points A et B tombent respectivement sur les droites g et h; en 
outre il peut étre considéré comme coincidant avec tout point de la 
droite A B lorsque les points A et B sont respectivement sur h et g. 
Enfin, dans le cas ot les deux points A et B constituent les inter- 
sections des droites g et h par une droite issue de 0, leur produit AB 
coincide avec tout point du plan gh. 

Il résulte de la construction du point C= AB, que nous venons 
dindiquer, que les droites g,h; 2A, 2B; 20, zC sont en involution, 

comme joignant le point z aux som- 

\ h/ mets du quadrilatére complet 
B- 4 (OA, AC, CB, BO). 

\ \ Si done les points A et B se 

a aa meuvent sur deux droites a et b pas- 

sant en 2, le point C se déplacera 

sur une droite ¢ passant également 

y q\ en z. Cette droite ¢ sera ainsi non 

seulement le lieu des produits des 

points A de a par les points B de b mais aussi le lieu des produits 
des points B de b par les points A de a. 


La situation de la droite ¢=2zC est telle que le rapport an- 


a / 


harmonique (gzOhc) est égal au produit des rapports anharmoniques 
(gzOha) et (gzOhb). Il est & remarquer que ces rapports anharmo- 
niques, correspondant aux points A, B, C, sont respectivement égaux 
aux rapports anharmoniques des homographies binaires réprésentées 
par les points A, B, C. 

La correspondance entre deux points A et B de gh tels que 
Yon ait A B= C, est une homographie dans laquelle les deux droites 
g et h s’échangent entre elles de maniére qu’a chaque point A de g 
corresponde le point de h situé sur la droite OA, et qu’a chaque point 
A de h corresponde le point de g situé sur la droite CA. 

Cette homographie établit ainsi une correspondance involutive entre 
les droites passant par z, de méme qu’entre les points de la droite 
OC, dont elle échange les points 0 et C ainsi que ses points situés 
sur les deux droites g et h. 

D’aprés cela on voit bien de quelle maniére se transforment en 
eux-mémes dans l’homographie (A, B)¢ (n° 26) les deux plans tangents 
9, h, et gh, de S? qui passent par la droite OC. 
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VI. 
Autres propriétés du produit de deux points. 


28. Nous avous vu (n° 26) que dans lhomographie (A, B)¢ a 
toute droite d, appuyée sur les génératrices de S? rencontrées par OC, 
correspond une droite d’ appuyée sur les directrices de S? rencontrées 
par OC, droite qui est homologue de la premiére dans l'homologie in- 
volutive ayant O pour centre et x pour base. 

On voit d’aprés cela que dans chaque plan passant en O il y 
a un couple de droites d, d qui se correspondent dans toutes les homo- 
graphics (A, B)e déterminées par les points C dune droite issue du 
point O. La premiére de ces deux droites est appuyée sur les généra- 
trices de S? rencontrées par OC, tandisque la seconde est également 
appuyée sur les directrices de S* rencontrées par OC. 


De 1a il résulte que la droite OC, sur laquelle se trouve le produit 
de deux points A et B, ne dépend que des droites d et d’ du plan 
AOB=w qui passent respectivement par les points A et B et sont séparées 
harmoniquement par le point O et le plan x. La droite OC rencontre 
a la fois les génératrices de S* appuyées sur d et ses directrices ap- 
puyées sur a’, 

Il ‘est aisé de construire les deux droites d et d’ étant donnés les 
points A et B. En effet, si A, et B, sont les points de a situés sur 
les droites 0 A et OB, et que D soit intersection des droites AB, et B Ay, 
les deux droites d et d’ joindront respectivement les points A et B au 
point D, de a situé sur la droite OD. 

29. Nous venons de voir comment on peut construire la droite 
passant en O et contenant le point C= AB. On pourra donc, dans 
le cas ot le plan a = AOB ne touche pas S*, achever la déter- 
mination du point C en construisant un plan passant par la droite 
m= AB et contenant ce point. 

Ainsi supposons que Je plan w = AOB ne touche point S?’. 

En prenant pour A un point‘arbitraire de la droite m, on voit que 
si l’on fait mouvoir le point B sur cette droite, le point C = AB doit 
décrire une droite c. De cette maniére le plan y qui passe par m et 
contient le point C = AB, correspond homographiquement au point B. 
Or, lorsque le point B coincide avec A, le plan y coincide avec mu, et 
lorsque le point B coincide avec un des points (h’, m) ou (h’, m) de 
S? situés sur la droite m, le plan y coincide respectivement avec le 
plan h’m on avec le planh”m. Si done la droite m ne touche point 
S?, la position du plan y sera telle que le rapport anharmonique des 
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points A, (h’, m), B, (h”, m) sera égal au rapport anharmonique des 
plans uw, him, y, h’m. 

De la on déduit que dans Uhomologie gauche ayant pour axes les 
deux directrices de S? appuyées sur la droite AB et dans laquelle au 
point A correspond le point B, au plan AOB doit correspondre un plan 
y passant par AB et contenant le point C= AB. 

Cette propriété doit évidemment subsister méme si la droite m touche 
la surface S?*. 

Si les deux points A et B sont conjugués par rapport & S* on a 
cette proposition: Le produit C de deux points A et B, conjugués par 
rapport a la surface S*, est situé dans un plan y passant par la 
droite AB et conjugué du plan AOB par rapport a la surface S?. 

On peut utiliser ce théoreme pour la construction du point suivant 
lequel le produti de deux points queleonques A et B est projetté sur 
le plan AOB = uw par une droite issue du pole M de ce plan (par 
rapport & la surface S*). 

Considérons, en effet, les points B, et A, ott les deux droites OB 
et OA sont rencontrées respectivement par les plans polaires des points 
A et B, et qui constituent les points conjugués des A et B qui soient 
situés respectivement sur les droites OB et OA. Comme le produit A B, 
est situé dans un plan y, passant par A B, et conjugué de uw, on voit que 
le lieu des produits du point A par les divers points de la droite OL 
(qui contient B,) sera une droite passant par A et contenue dans ce 
plan y,; de mémele lieu des produits des divers points de la droite OA 
par le point B sera une droite passant par B et contenue dans un 
plan y, passant par A,B et conjugué du plan uw. 

Le produit AB sera donc situé a la fois sur les deux plans y, et 
Y2, passant par le pole M du plan w par rapport & la surface S*. De 
cette fagon la projection du point C= AB sur le plan AOB, par une 
droite issue de M coincidera avec l'intersection des droites AB, et A, B, 
suivant lesquelles Je plan w est coupé par les deux plans y, et 7,. 

On arrive ainsi & ce résultat: 

Le point C,, suivant lequel le point C = AB est projetté sur le plan u 
du péle M de ce plan, ne dépend que de la situation respective des points A 
et B par rapport au point O et a la section M* de la surface S? par le 
plan u. Ce point C, est donné par Vintersection de deux droites joignant 
respectivement les points A et B aux points (B, et A,) des droites OB et 
OA, qui sont les conjugués des points A et B par rapport a la conique M?. 

Cette construction n’est plus applicable dans le cas ot les deux 
points A et B sont conjugués par rapport & la conique M*, puisque 
alors les deux droites A.B, et A,B se confondent avec AB. Toutefois, 
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il est aisé, dans tous les cas, de construire directement une nouvelle 
droite, contenant le point C,: celle issue du point O. La droite OC,, 
en effet, qui n’est autre chose que la projection de la droite OU sur 
le plan AOB, par un plan issu du point M, coincide avec la 
polaire du point ot la droite AB perce le plan z prise par rapport 
au couple de droites OA et OB. 

30. Examinons maintenant la situation respective des deux points 
C, = AB et C, = BA par rapport a la surface S?. 

Puisque dans lhomologie involutive ayant pour base le plan 
u = AOB et pour centre le pole M de ce plan, les directrices de S? 





rencontrées par OB et AC, sont homologues aux génératrices rencon- 
trées par OB et AC,, il suit que les droites AC, et AC, sont homo- 
logues; de méme, les droites BC, et BC, sont homologues entre elles, 
puisque les génératrices de S? rencontrées par OA et BC, sont ho- 
mologues aux directrices de S? rencontrées par OA et BO,. 

Il s’ensuit de la que: 

Les deux points C, = AB et C,= BA sont séparés harmonique- 
ment par le plan AOB = wu et le pole M de ce plan par rapport a S*. 

Le fait que les deux droites MC, et MC, coincident, aurait pu 
étre déduit de ce qu’elles rencontrent le plan AOB en un point C, ne 
dépendant pas de lordre des facteurs A et B (n° 29). 

Comme maintenant chaque plan passant par O admet pour pole, 
par rapport a toules les surfaces du second degré circonscrites & 
S? le long de Ja conique C*, un méme point M du plan z, il faut 
que les .deux points C, et C, soient situés sur une méme des dites 
surfaces. De la il résulte que les homographies représentées par les deux 
points AB et BA ont des rapports anharmoniques égaux (voir le n° 11). 

Lorsque le plan AOB touche Ja surface S*? en un point z, les 
deux points AB et BA sont encore sur une méme droite (de ce plan) 
passant par le point ¢ (n° 27). 

31. La construction, que nous avons donné au n° 18, pour la 
détermination du produit de deux points A et B, montre que le lieu des 
produits des divers points A d'une droite a issue de O par les 
divers points B d’une droite b issue également de O, est une sur- 
face du second degré 7'7, contenant les droites a et b, et coupant 
S? suivant deux génératrices appuyées sur a et suivant deux directrices 


2 


appuyées sur b*). Toute génératrice de cette surface Tj, (c’est-a-dire 





*) En général, étant données deux droites arbitraires a et b dans l’espace, 
lieu du produit de deux points A et B, appartenant respectivement aux deux 
droites a et b, est une surface V? du second degré ayant quatre droites com- 
munes avec S*, Les produits des divers points de a par la droite b (n° 25) constituent 
les génératrices de V*, tandisque les produits de a par les divers points de b 
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une droite de T72, appuyée sur les directrices que S? a en commun avec 
T3,), rencontrant la droite a en un point A, est lieu des produits de 
ce point A par les divers points de b; de méme toute directrice de 
T2,, rencontrant la droite b en un point B, est lieu des produits des 
divers points de a par le point B. De cette maniére le produit de 
deux points A et B, appartenant respectivement aux deux droites a 
et b, est donné par l’intersection de la génératrice de la surface 77, 
passant par A avec la directrice de cette surface passant par B. 


32. La surface 77,, qui correspond ainsi 4 deux droites a et b 
issues de O, est coupée par le plan a suivant une conique TT? qui passe 
1° par les traces A, et B, des droites a et b sur le plan 2; 2° par les 
points de contact des tangentes menées des points A, et B, a la co- 
nique C*, ces points n’étant autre chose que les traces, sur le plan z, 
des quatre droites communes aux deux surfaces S* et T3,. 

Il résulte de l& que la conique TT’, suivant laquelle le plan a est 
coupé par la surface 73,, coincide avec le lieu des intersections de 
deux droites du plan a passant respectivement par les points A, et B, 
et conjuguées par rapport a la conique C*. Cette conique TT’ est donc 
circonscrite & une infinité de quadrilatéres circonscrits a la conique 
C**); les diagonales de ces quadrilatéres passent par le pole de la droite 


A,B, par rapport & C?, tandisque les cdtés oppusés de ces mémes 
quadrilatéres se rencontrent sur la droite A, B,. 


Dans le cas ot les deux points A, et B, sont conjugués par 
rapport 4 C?, la conique TT? est formée par les deux droites polaires 
des points A, et B, par rapport & C?; chacune des surfaces S?* et 
Ti» est alors sa propre polaire reciproque par rapport a l’aufre. 

Enfin, dans le cas ov les points A, et B, sont sur une méme 
tangente de C?, la conique TT? est formée par cette tangente de C? et 
par une autre droite coupant C? suivant les deux points ot cette conique 
est touchée par des droites passant respectivement par A, et B,. La 
surface 77, est formée dans ce cas par deux plans tangents de S? 
dont l’un coincide avec le plan ab et l'autre avec le plan qui porte les 
diverses déterminations du produit A, B,, A, étant le point ot a est 
rencontrée par la directrice de S? située dans le plan ab, et B, le 


constituent ses directrices, Cette surface V? a en commun avec S* deux généra- 
trices appuyées sur a, qui sont les produits des points de S* situés sur a par 
la droite b, et deux directrices appuyées sur b, etc. — Voir pour d'autres pro- 
priétés de ces surfaces V® les paragraphes de la seconde partie de ce Mémoire. 


*) On voit par la qu’en général: Lorsque deux surfaces S? et T*® se coupent 
suivant quatre droites, le plan polaire de tout point de T? par rapport a S? coupe 
les surfaces S* et T*® suivant deux coniques C® et TT? telles qwil y ait une infinité 
de quadrilatéres circonscrits a la premiére et inscrits dans la seconde, 
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point ot 6 est rencontrée par la génératrice de S? située dans le 
méme plan. 
‘ Les deux surfaces 73, et 7'},, sont homologues l’une de l’autre 
dans l’homologie involutive ayant pour base le plan ab et pour centre 
le pole de ce plan par rapport 4 S*, et cela dans le cas od le plan ab ne 
touche point S*. En effet, dans ce cas, tout poitt AB de 72, est 
homologue du point correspondant BA de 7}, (n° 30). 

Les deux surfaces 73, et T}, se coupent toujours suivant les deux 
droites a et b et suivant une conique TT’ située dans le plan z. 


ae ee 


VIIL. 


Correspondances entre les points de l’espace résultant de la transfor- 
mation des homographies binaires quiils représentent. 


33. Au procédé algébrique qui consiste 4 effectuer sur les deux 
séries de variables x et y d’une forme bilinéaire 
Bry y = by, E, Yy + Oy2.% Yo + ba, %2Y, + by2%p Yo 

une méme transformation linéaire, en remplacgant respectivement 

Uy, Hy Pal Ay Ly + Ay Ly, — Ay X — AyyX, 
et 

Yrs Yo PAE AY + ByY'Q, = Wy — AY, 
correspond une opération également importante dans la composition 
des homographies. Si l’on pose, en effet, 


Ay = Ay X,Y, + Ayn, Yo + Aq, XyY, + Aq Ly Yo, 
on voit qu’ on peut obtenir ce que devient B,, — 0 par la substi- 
tution linéaire proposée, en éliminant x et y entre les équations: 


A,,y = 0, B,, — 0, Ayy = 0. 


Ainsi ’homographie representée par l’équation déduite de B,, = 0 

par la transformation précédente, sera 
ABA. 

On voit de cette maniére que . 

Lorsqu on a une homographie binaire A, on peut faire correspondre 
a toute homographie binaire B, une autre homographie Bs = A BA, 
dans laquelle deux points x et y sont correspondants, s’ils sont les 
transformeés, par Vhomographie A, de deux points x et y correspondants 
dans Vhomographie B. 
1 Cette nouvelle homographie By = A-' BA est appelée transformée 
f de B par Vhomographie A*). 


é *) On sait que dans la théorie des substitutions on appelle transformée d’une 
substitution B par une autre substitution A la substitution représentée par AB a, 
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Il est aisé de voir que lhomographie A~' BA a, pour points fon- 
damentaux, les transformés, par lhomographie A, des points fonda- 
mentaux de B, et que son rapport anharmonique est égal a celui de 
Yhomographie B. 

D’apreés cela il est clair que: Toute homographie B ayant avec 
Yhomographie A les mémes points fondamentaux, est transformée en 
elle-méme par Vhomographie A; c’est-a-dire que l’on a dans ce cas 
ABA = B. Cette propriété peut aussi étre déduite de ce que, dans 
ce cas, les deux homographies A et B sont céchangeables entre elles 
(n° 14). 

Il est & remarquer que si une homographie est la transformée 
B, de B par Vhomographie A, réciproquement lhomographie B est 
la transformée de B, par Phomographie A—. 

34. La correspondance (B, B,) entre les points B et B4— A—' BA, 
qui représentent les diverses homographies binaires B et leurs trans- 
formées par une méme homographie A, est des plus intéressantes. 

Puisque la relation Bs = A-'BA peut étre considérée comme 
provenant de |’élimination de C entre les équations 


BA=C et CU=AB,, 


on voit que la correspondance entre les points B et By doit coincider 
avec l'homographie de Vespace qui résulte de la combinaison des deux 
homologies gauches (B,C) et (C, By), définies par les équations 
précédentes (d’aprés le n° 22). 

Maintenant, comme la surface S? est transformée en elle-méme 
par chacune des homologies (B, C) et (C, B,), elle doit l’étre aussi par 
Yhomographie (B, B,). De plus, par suite des propriétés des corre- 
spondances établies par les homologies (B, C) et (C, By) entre les 
droites de la surface S* (n® 22), il se trouve que l’homographie (B, B,) 
transforme en lui-méme chaque systeéme de droites de S?, en faisant 
correspondre & chaque point x de la conique C? le point y de la méme 
conique qui correspond a 2 dans ’homographie binaire A. 

L’homographie (Bb, B,) fait correspondre 4 lui-méme tout point de 
la droite OA. Les points de cette droite représentent, en effet, des 
homographies qui se transforment en elles-mémes par l'homographie A. 
De méme tous les plans passant par la polaire de OA, polaire qui 
contient les deux points fondamentaux z, et 2, de l’homographie binaire 
A, se transforment en eux-mémes. La correspondence entre les points 
d'un pareil plan est telle, que chaque conique de ce plan qui touche 
S* aux points ¢, et z, est transformée en elle-méme. Les homographies 
ainsi établies sur ces diverses coniques ont toutes leur rapport an- 
harmonique égal a celui de !homographie binaire A, établie sur C. 
Quant au rapport anharmonique de l’homographie établie entre les 
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points de z, z,, ou bien entre les plans passant par la droite OA, il 
est égal au carré du rapport anharmonique précédent. 

Lhomographie (B, B,) transforme en elle-méme toute surface 
du second degré touchant S* aux points z, et 2. Le fait que toutes 
les homographies (B, By) transforment en elles-mémes toutes les sur- 
faces du second degré circonscrites & S? le long de la conique (2, 
tient précisement 4 cette circonstance que les deux homographies 
binaires LD et Bs = A—' BA ont le méme rapport anharmonique (n° 11). 

La transformation de toutes ces surfaces en elles-mémes se fait 
de maniére que chaque systéme de droites de chacune de ces surfaces 
se transforme en lui-méme. Pour s’en assurer il suffit de remarquer 
que les droites de ces surfaces qui touchent S? aux points 2, et 2, 
correspondent a elles-mémes. 

La correspondance (B, B,4) que nous venons d’examiner équivaut dune 
rotation, effectuée autour de la droite OA, dans le cas ov la conique C? 
coincide avec le cercle & l’infini sur la sphére. Pour s’en rendre compte 
on n’a qu’é remarquer que dans cette homographie le cercle 4 l’infini est 
transformé en lui-méme, ainsi que toutes les sphéres ayant leur centre 
sur la droite 0.4. Les propriétés projectives que nous venons d’exa- 
miner, de ces rotations, nous seront bien utiles par la suite. 


Seconde Partie. 


Sur la représentation des rotations sphériques par des points 


de l’espace. . 
35. Le procédé de la représentation des homographies binaires ° 
) par des points de l’espace, procédé que nous venons d’étudier dans la 
{ premiere Partie de ce Mémoire, peut étre avantageusement appliqué 
: i la représentation, aussi par des points, des diverses rotations sphéri- 
ques, c’est-i-dire des rotations de lespace effectuées autour d’axes 
e passant par un point fixe. 
S Nous avons déja eu loecasion de rappeler qu'une rotation de espace, 
3 effectuée autour d’un axe quelconque, transforme en lui-méme le cercle 
. a linfini C, sur la sphére en établissant entre ses points une corre- 
spondance homographique. Réciproquement on peut voir facilement 
. qu’a toute homographie établie sur le cercle a Jinfini C, est liée 
une seule rotation de l’espace autour d’un point fixe. Cela étant, 
8 on peut représenter les diverses rotations qui ont lieu autour d’un 
. point de l’espace par les points qui représentent les homographies du 
2 cercle & l'infini liées & ces rotations. On voit bien que la multiplication 
8 des points de l’espace qui correspond a la composition des homo- 
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graphies binaires sera la méme avec celle qui correspond a la com- 
position des rotations sphériques. 

La représentation des homographies du cercle a linfini C,, par 
des points de l’espace, peut étre établie d’une maniére bien plus directe 
et élégante que s'il s’agissait d’homographies entre les éléments d’une 
courbe unicursale autre qu'une conique. Cela tient 4 ce qu’on peut faire 
coincider avee le cercle 4 l’infini C, la conique C? qui sert a la 
représentation des homographies binaires par des points. 

Mais il y a encore ici une autre circonstance heureuse dont on 
ne doit point négliger de profiter. C'est d’avoir un point qui s’offre 
de lui-méme, le point autour duquel ont lieu les rotations 4 représenter, 
pouvant servir comme point O, c’est-a-dire comme représentatif de la 
rotation nulle. 

La représentation la plus convenable, par des points de |’espace, 
des rotations effectuées autour d'un point fixe, ne differe done pas 
de la représentation, par des points, des homographies du cercle a 
linfini C,, représentation établie en employant le cercle a l’infini C, 
comme conique C? et en prenant comme point O le point qui reste 
fixe dans toutes les rotations considérées. Maintenant pour achever i 
déterminer cette derniére représentation il faudra encore donner la 
sphére, ayant son centre en O, qui doit servir comme surface S?, et 
distinguer aussi entre les deux syst®mes de droites de cette sphére, 
lesquels doivent jouer des roles différents dans la représentation, comme 
cela été expliqué au n° 3. 


I. 
Sur quelques notions de la géométrie des rotations sphériques. 


36. Avant de venir a l'étude de la représentation des rotations 
sphériques par des points de ]’espace, il convient de passer en revue 
certaines propriétés des rotations de l’espace autour d'un point et de 
présenter quelques explications relatives aux notions de sens et d’orien- 
tation, si importantes dans la géométrie des rotations sphériques. 

37. Dans l'étude des diverses rotations effectuées autour d’un point 
O de Yespace il y a lieu de considérer, en dehors de laze de chacune 
de ces rotations, qui est une droite issue de O, le plan équatorial de cette 
rotation, qui est le plan mené par le point O perpendiculairement a 
son axe. On voit aisément que les points ot ce plan coupe le cercle 
a Vinfini C, coincident précisement avec les points fondamentaux 2, 
et z, de ’homographie A, établie par la rotation considerée sur le 
cercle C,. 

Une pareille rotation établit également des correspondances homo- 
graphiques sur tous les cercles dont l’axe coincide avec l’axe de cette 
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rotation. Les points fondamentaux de toutes ces homographies coinci- 
dent naturellement avec ceux de |’homographie A établie sur le cercle 
i Vinfini. Le rapport anharmonique de toutes ces homographies est 
égal a celui de l’homographie A (n° 34). 

C’est précisement de ce rapport anharmonique r que dépend la 
grandeur de l’angle # de la rotation considéré, D’aprés la définition 
projective de langle, due & M. Laguerre, on a en effet: 


® =i logr, 


en supposant que l’angle @ soit mesuré dans un sens convenable, 
dépendant de la maniére dont r a été évalué. 

A ce propos il convient de remarquer que de méme que dans la 
détermination du rapport anharmonique d’une homographie on a devant 
soi une ambiguité, provenant des deux roles différents que l’on peut 
attribuer & chacun des deux points fondamentaux de l’homographie, 
de méme dans |’évaluation de l’angle d’une rotation, angle qu’on ne 
doit déterminer qu’é un multiple prés de 27, on rencontre une ambi- 
guité, dépendant du sens positif qu’on peut adopter pour la mesure 
des ares sur un cercle. 

Ou voit maintenant qu’en partant de l'une ou de l'autre des deux 


valeurs (r et ~) du rapport anharmonique d’une homographie, on 


obtient, d’aprés la formule précédente, pour # deux valeurs correspondantes 
qui, abstraction faite dun multiple de 27, ne différent entre elles 
que par le sigue. Cela montre clairement comment les deux sources 
d’ambiguité dont il s’'agit se raménent l'une a l'autre. 

On se rend ainsi bien compte comment ou arrive & séparer les 
deux points a l’iufim d’un cercle entre eux, en attachaut respectivement 
& ces deux points l'un ou autre des sens de rotation qu’on peut 
considérer sur ce cercle. Ce procédé de séparation est du_ reste 
parfaitement conforme a la théorie yéométrique des éléments imagi- 
naires, due & von Staudt. 

38. Ktant donnée une rotation autour du point 0, déterminée par 
Yhomographie A du cercle & J'infini C, qui ’accompagne, on voit bien 
que pour avoir le plan 8 qui correspond dans cette rotation & un plan 
a passant par O i! faut euvisager les points od ces deux plans coupent 
le cercle C,. Ainsi 2’, x” étant les points de C, situés sur @, les 
points de C, situés sur B sero t les points y', y” de ce cercle qui 
correspondent respectivement aux pomts 2, xv par Vhomographie 
considérée A. 

Deux plans a@ et B passant en O peuvent donc se correspondre de 
deux maniéres différentes dans une rotation effectuée autour du point 
O, puisqu’on peut taire correspoudre aux points wv, x2” de C, situés sur 
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a, pris dans cet ordre, les points y’, y’ de C,, situés sur B, pris dans 
ordre y’, y” ou bien dans Yordre y”, y’. 

Lorsque les deux plans @ et B sont réels, la distinction entre ces 
deux cas peut étre facilement faite au moyen de propriétés réelles, 
et cela en considérant le sens de rotation qui correspond sur le plan 
B & an sens de rotation déterminé attaché au plan a. 

Nous sayons, en effet, d’aprés ce que nous avons vu au n° 
précédent, qu’ chacun des points cycliques a linfini d’un plan réel 
correspond sur ce plan un sens de rotation déterminé. Maintenant 
si l’on a deux plans réels @ et B passant en O qui se correspondent, 
dans une rotation effectuée autour du point O, de telle fagon qu’aux 
points «', x” de « situés sur C,, correspondent respectivement les points 
y,y’ de B situés sur C,, il faudra bien qu’au sens de rotation attaché 
sur le plan « au point 2’ (ou 2”) corresponde, par la rotation considérée, 
sur le plan B le sens attaché sur ce plan au point y' (ou y’). Crest 
Ja un fait qui tient précisement aux circonstances qui permettent de 
faire la distinction entre deux éléments imaginaires conjugués, d’apres 
Staudt. 

Il serait hors de propos dentrer ici dans plus de dévéloppements 
la dessus. Je me bornerai seulement a éclaircir le fait précédent par 
un exemple bien simple. Considérons les rotations dans lesquelles le 
plan «, passant en O, doit correspondre a lui-méme. Ces rotations 
sont bien de deux espéces: 1° celles qui laissent immobiles les deux 
points ecycliques 4 l'infini de ce plan, 2° celles qui échangent ces 
deux points entre eux. Les premiéres de ces rotations admettent toutes 
le plan @« pour plan équatorial, tandisque les secondes constituent 
toutes des renversements (c’est-i-dire des rotations suivant un angle 
==) autour de droites passant en O et contenues dans le plan a. 
Or, tandisque les premiéres laissent invariable le sens de rotation sur 
le plan «, les secondes échangent entre eux les sens de rotation direct 
et inverse du plan a. 

Ce qui précéde montre bien que lorsqu’il s’'agit de la correspon- 
dance entre des plans passant en O, dans les rotations qui laissent 
immobile ce point, il faut considérer ces plans comme déterminés par 
les points cycliques & linfini qu’ils contiennent, pris dans un ordre 
déterminé, Dans le cas oi les plans considérés sont réels, cela revient 
a leur attribuer une orientation, c’est-a-dire 4 leur attacher un sens de 
rotation déterminé. Dans le cas ot ces plans sont imaginaires on 
pourrait encore trouver, toujours d’aprés la théorie de Staudt, une 
signification réelle de la distinction dont il s’agit; mais c’est la une 
question sur laquelle je n’ai pas a insister ici. 

39. Des faits analogues ont lieu pour ce qui concerne la corre- 
spondance entre droites issues du point O dans des rotations effectuées 
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autour du point O. Ici encore il faut considérer les droites dont il 
sagit comme déterminées: par les deux plans touchant le cercle C,, 
qui y passent, pris dans un ordre déterminé. 

Il est maintenant & remarquer que de méme que les deux sens 
de rotation, qu’on peut considérer sur un plan réel, correspondent aux 
deux points cycliques a l’infini contenus dans ce plan, de méme les 
deux sens de rotation, qu’on peut considérer autour d'une droite réelle, 
correspondent aux deux plans passant par cette droite et touchant le 
cercle & l’infini. 

Pourtant, dans la considération des droites qui se correspondent 
dans des rotations, il convient souvent d’envisager plutét un sens de 
description swr ces droites qu’un sens de rotation autour d’elles. 

Du reste on sait bien comment on peut lier entre eux, d’une 
maniere constante et uniforme, deux pareils sens, l'un considéré autour 
dune droite de lespace et l'autre sur cette méme droite. L’emploi 
d'un observateur pouvant servir & indiquer quel est le sens de rotation 
dextrorsum ou sinistrorsum autour d’un axe réel quelconque, sur le- 
quel on donne la direction de haut en bas, repose précisement sur 
cette propriété du déplacement d’un corps solide: de ne point changer 
le sens de ce corps, c’est-i-dire de ne point changer la relation droite 
ou gauche qui peut exister entre le sens direct considéré sur une droite 
de ce corps et le sens direct considéré autour de cette méme droite. 

A cette propriété des déplacements, de ne point changer le sens 
des figures solides, se rattache ce fait que les rotations de lespace 
qui ont Jieu autour d’un point O laissent invariable les sphéres ayants 
leur centre en O, et cela en transformant homographiquement en lui- 
méme chacun des systémes de droites dune pareille sphere. 

I] résulte, en effet, de la propriété dont il s’'agit, qu’ & chaque 
plan tangent réel d'une sphére on peut attacher un sens de rotation 
déterminé de méme qu’on peut attribuer un sens direct déterminé a la 
normale correspondante (ce qu’on appelle souvent altribuer un signe au 
rayon de la sphére), ce qui se fait de telle maniére que la relation entre 
ces deux sens soit constamment droite ou gauche. Mais nous savous déji 
qu’ attribuer un sens de rotation & un plan réel revient & attacher a 
ce plan l’un des points cycliques & l'infini situés dans ce plan. Dans 
le cas actuel, l’attribution d'un sens direct de rotation & tout plan 
tangent de la sphere revient @ attacher & ce plan une des génératrices 
de la sphére contenues dans ce plan, ce qui du reste peut étre fait 
d'une maniere constante grace & ce que les droites contenues dans 
chaque plan tangent appartiennent & deux systemes bien distincts, 

Tout cela montre bien que le fait que les rotations effectuées 
autour du point O transforment en lui-méme chaque systeme de 
droites de toute sphére ayant son centre en O, tient précisement 
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& la propriété des déplacements de conserver le sens des figures 
solides. 

Il convient d’ajouter ici que, d’un autre cdté, les homographies qui 
laissent invariables les sphéres considérées, mais qui changent le sens 
des figures solides, ont la propriété d’échanger entre eux les deux 
systemes de droites des sphéres dont il s’agit. On a un exemple d'une 
pareille homographie dans la symétrie ayant pour centre le point O; 
toutes les autres homographies de la méme catégorie, homoyraphies 
que j'appellerai dans ce qui suit des anastrophies, peuvent étre obtenues 
en combmant cette symétrie avec les diverses rotations effectuées autour 
du point O. 

40. Pour compléter ce qui précéde je vais présenter un apercu de 
quelques considérations que M. Darboux a exposé sur le méme sujet, 
dans son cours de géomeétrie supérieure & la Sorbonne, en I’hiver de 
1879 — 80. 

Soit donnée dans l’espace une droite passant par un point O, et 
supposons que cette droite ait pour équations: 

ie oe 


Scie we 





dans un systéme de coordonnées rectangulaires X, Y, Z dont lorigine 
soit en O. Considérer un sens sur cette droite revient & attribuer 
un signe déterminé au radical 
R=ye+Pie, 

qui figure dans l’expression des trois cosinus directeurs 

a EE 

ee ie 
de cette droite. Maintenant, le point qui a pour coordonnées X, Y, Z 
les valeurs de ces cosinus directetrs est précisement situé sur la droite 
cousidérée, et cela & une distance & lorigine égale a l'unité. 

Ainsi done attacher une direction a une droite issue du point O 
revient ad distinguer entre les deux points de cette droite situés sur 
une sphére de rayon unité et ayant son centre en O, ou bien a attacher 
a cette droite lun des deux points dont il s'agit. 

D’autre part, si l’on considére le plan 

aX+bY+cZ=0, 
mené par le point O perpendiculairement & la droite précédente, on 
voit que donner un sens de rotation sur ce plan revient encore a 
attribuer un signe au radical R= Ya? +b? +c. C’est ce radical 
qui figure dans les équations des droites qui joignent le point O aux 
deux points cycliques & l’infini du plan considéré. Ces équations sont 


en effet: 
x Y Z 
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De cette maniére si l’on considére, & la fois, sur le plan 


aX+bY+cZ=0 





la droite 

(1) a eee cae 
—actibR —be-—-iaR” @+P 

et, sur la perpendiculaire élevée en O sur ce plan, le point 

¢ 7 a “e b he ‘3 

(2) X= +, ae 4= 5) 


on fait d'une part attribuer.au plan @ un sens (de rotation) déterminé 
et d’autre part on attache & la perpendiculaire & ce plan un sens 
de description entierement déterminé et lié au précédent par une rela- 
tion constamment droite ou gauche, quels que soient les coefficients a, 
b,c. M. Darboux fait remarquer la dessus que la droite qui joint le 
point a linfini de la droite (1) avec le point (2) dela perpendiculaire 
au plan considéré, appartient constamment & un systéme de droites de la 
sphere X?-+ Y?+ Z*=1 qui est le méme quel que soit le plan consideévé. 
41. Dans ce qui suit nous appellerons, pour abbréger, plan 
ortenté un plan auquel on a attribué une orientation, cest-i-dire un 
sens de rotation déterminé. Plus généralement on pourra appeler 
plan orienté tout plan auquel on a attaché l'un des points cycliques a 
linfini qu'il contient, Chaque plan « peut ainsi donner lieu & deux 
plans orientés opposés -|- « et — a. Il n’y a que les plans qui touchent 
le cercle C,, qui donnent lieu & deux plans orientés coincidents*). 
Nous appellerons de méme rayon une droite & laquelle on a 
attaché un sens déterminé de description. Plus généralement on pourra 





*) La considération du plan orienté comme élément générateur de l’espace 
conduit & une géométrie fort intéressante, qui serait comprise, sous un certain 
point de vue dans la géométrie des sphéres de M. Lie (Voir le Mémoire de M. Lie 
Ueber Liniencomplexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe, Math. Annalen, 
t. V, p. 164—188, 1872, ainsi que le travail de M. F. Klein Vergleichende Be- 
trachtungen wiber neuere geom. Forschungen, Erlangen, 1872, § 7), cette derniére 
pouvant étre envisagée comme la géométrie des sphéres orientées, c’est-i-dire des 
sphéres considérées comme lieux de l'un de leurs systémes de droites. Voir a ce 
sujet ma Note Sur la géométrie des spheres (Comptes Rendus, 1881, t. 92, p. 1195), — 
Divers problémes d'une géométrie analogue pour le plan ont été étudiées par 
M. Laguerre et exposées par lui, depuis quelque temps, dans plusieurs com- 
munications a la Société Mathém, de France (Bulletin de la Soc, Math. de F'r., tom. 
VIII, p. 196—208, 1880), & Academie des Sciences de Paris (Sur les hypercycles, 
Comptes Rendus, 1882, tom. 94) et derniérement dans les Nowvelles Annales, 
Le méme géométre a touché aussi a quelques points relatifs a l’espace (dans une Note 
Sur la transformation par directions réciproques, Comptes Rendus 1881, t, 92, 
p. 71—73). M. Laguerre appelle semi-plan et semi-sphére ce que nous avons 
appelé ici plan orienté et sphére orientée; de méme il appelle direction ou bien 
semi-droite ce que nous appellons ici rayon, 
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appeler rayon toute drvite & laquelle on a attaché un des plans tan- 
gents du cercle a l'infini qui passent par elle*). Chaque droite d de 
Yespace donne lieu & deux rayons opposés*+ d et —d. Ce sont 
seulement les droites qui rencontrent le cercle 4 linfini C, qui donnent 
lieu & deux rayons opposés coincidents. 

L’appellerai dans ce qui suit plan normal d’un rayon issu de O le 
plan orienté mené par le point O perpendiculairement au rayon dont 
il s’agit, auquel se trouve attaché celui des points cycliques a l'infini 
qu'il contient qui est situé dans le plan tangent du cerele C, attaché 
au rayon considéré. Réciproquement on pourra appeller normale d’un 
plan orienté passant en O le rayon dont le plan normal coincide avec 
ce plan orienté. 

42. Semi-cones, cones orientés. — Un cone ayant son som- 
met en O peut étre considéré soit comme engendré par de droites issues 
de O, soit comme enveloppe de plans issus de 0, 

Ainsi, étant donné un tel cone, on peut considérer, d’une part, la 
correspondance f(a’, 2”) = 0 établie sur le cercle 4 l'infini C,, par les 
plans tangents (en 2 et en 2”) de ce cercle passant par les diverses 
génératrices du cdne, et, d’autre part, la correspondance p(y’, y”) = 0 
établie entre les points y’ et y” de ce cercle situés dans les divers plans 
tangents du cone considéré. 

Dans le cas ot la correspondance f(z’, x”) = 0 n’est point symétri- 
que par rapport aux deux points 2’ et 2”, on voit que les deux plans 


tangents du cercle C,,, qui passent par toute génératrice du cone con- 


n? 

sidéré, jouissent des propriétés différentes, puisque leur rédle dans la 
correspondance dont il s'agit est différent. On voit bien que dans ce 
cas on peut attacher & chaque génératrice du cone considéré une 
direction déterminée, de maniére a former ainsi un systeme algébrique de 
rayons issus de O, systeme qu’on pourrait désigner sous le nom de semi-céne, 
et qui serait accompagné par un autre, formé par les rayons opposés, 
lequel constituerait le semi-cone opposé du précédent. L’intersection d’un 
pareil cone avec une sphére ayant son centre en O serait formée par 
deux courbes distinctes, symétriques l'une de l’autre par rapport au 
point O. Comme les deux nappes d’un tel cOne jouissent ainsi des pro- 
priétés différentes, il me parait fort convenable de dire que le cone 
dont il s’agit se décompose dans ce cas en deux semi-cdnes distincts**). 

*) Cette définition suppose que la relation entre un sens direct sur un axe et 
un sens direct autour de cet axe doit étre prise constamment droite ou gauche. 
ll faut bien ne pas oublier cette circonstance quand s'agira d’étudier les pro- 
priétés relatives & des anastrophies, lesquelles changent le sens des figures solides; 
autrement on serait exposé & des mécomptes. 

*#) Les semi-cénes, dont nons parlons ici, se distinguent bien des semi-cénes 
de M. Laguerre, lesquels ne sont autre chose que ce que nous appellons 
des cénes orientés. 
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De méme, dans le cas ot Ja seconde correspondance considérée 
p(y’, y’) = 0 n'est point symétrique par rapport aux deux points y’, y”, 
on pourra attribuer & chaque plan tangent du cone considéré une 
orientation déterminée, de maniére & avoir ainsi une série algébrique 
de plans orientés, qui envelopperaient un céne orienté, série qui devait 
étre distinguée d’une autre formée par les plans orientés opposés et 
qui envelopperait un céne orienté, Vopposé du précédent. La développable 
circonscrite & la courbe suivant laquelle un pareil cone coupe le plan 
a linfini et & une sphére quelconque, serait évidemment décomposée 
en deux surfaces, symétriques par rapport au centre de cette sphére*). 
On voit bien que les deux notions de semi-céne et de céne orienté sont 
réciproques (correlatives) l’une de l'autre. Ainsi étant donnés deux cones, 
ayant O pour sommet commun et tels que chacun soit le lieu des axes 
des plans tangents de l'autre, si l'un d’eux est décomposable en deux 
semi-cones distinets entre eux, le second sera aussi décomposable en 
deux cdénes orientés distincts et réciproquement**), 
43. Il y a des cones dont on peut détacher deux semi-cdnes 


*) Etant donnée une surface développable quelconque, on peut dire de méme 
que cette surface se décompose en deux semi-surfaces distinctes (ou bien en deux 
surfaces orientées distinctes), dans le cas ot la correspondance entre les plans 
tangents de C, passant par les génératrices de cette surface (ou bien la corre- 
spondance entre les points gu cercle C,, situés dans les divers plans tangents de 
cette surface) n'est point symétrique. 

**) On sait que le radical qui figure dans les formules qui servent & donner 
les deux points d'intersection d’une droite U,X,-+ U,X,-+ U,;X,;=0 avec une 
conique, ayant pour équation tangentielle F(U)=0, est VF(U). Il résulte de 
14 que, dans le cas ott les tangentes d’une courbe plane coupent la conique F’(U) 
en deux points qui jouissent des propriétés différentes (qu’elles déterminent par 
conséquent sur cette conique une correspondance p(y’, y”) =0 non symétrique 
par rapport aux y',y”), il faut bien que le radical VF'(U), pris originairement 
avec unsigne déterminé, centinue & avoir pour toutes les tangentes de cette courbe une 
valeur déterminée. En d’autres termes, il faut que dans ce cas le radical VF(U) ait, 
pour toutes les tangentes de la courbe proposée, une valeur égale a celle d’une 
ae homogéne et de degré 1 en U,, U;, U3. Je ferai 
remarquer & ce propos que si la relation p(y’, y”) = 0 est de degré m en y' et de 
degré n en y”, et que l’on suppose m > n, les deux formes entiéres w et w devront 
étre au moins de degrés égaux & m et m — 1 respectivement, quoique la courbe 
proposée soit de la classe m + mn. — Des faits analogues ont lieu pour des courbes 
planes d’ordre m + n dont les points déterminent entre les tangentes d’une conique 
C? qui y passent une correspondance non symétrique (m,n). J’ajouterai maintenant 
qu'une pareille courbe a la propriété d’avoir avec la conique C? un contact d’ordre 
impair (ou quelque chose d’équivalent) partout ot elle la rencontre. Toutefois 
cette derniére propriété ne suffit point 4 caractériser une courbe ayant par rap- 
port & C? la relation dont il s’agit, que dans le cas ot cette courbe est unicursale. 

On comprend aisément quelle application peut étre faite de ces propriétés 
dans la question des cénes orientés et des semi-cones (Comparez le n° 40). 
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distincts, aussi bien que deux cdénes-orientés distincts. On peut dire 
d’un pareil cone qu'il peut étre décomposé en quatre semi-cénes orientés 
distinets. 

Liexemple le plus simple de tels cones est celui des cénes de 
révolution. 

Cette propriété des cones de révolution provient précisement de 
ce que la conique [*, suivant laquelle un pareil céne coupe le plan a 
Vinfini, est doublement tangente au cercle a l'infiui C,. Ainsi, tandisque 
d’une part les tangentes de cette conique [T? coupent C, suivant des 
points qui se correspondent homographiquement, d’autre part les tan- 
gentes menées & C, par les divers points de la conique [* déterminent 
également sur C,, une correspondance homographique. 

Un cone de révolution peut devenir un plan; dans ce cas les 
deux semi-cOnes auxquels il doit donner lieu se confondent entre eux. 
Un cone de révolution peut aussi se réduire & une droite (ou plutdt & un 
couple de plans tangents du cercle C,); les deux cOnes orientés aux- 
quels ce céne doit donner lieu se confondent entre eux dans ce cas. 

Parmi les quatre plans qui touchent a la fois deux cones K,? et 
K,* issus du point O, deux sont communs (pris avec une orientation 
déterminée) aux cones orientés + K,? et + K,? (ou bien — K,? et 
— K,”) et les deux autres aux cones orientés + K,’? et — K,* (ou bien 
— K,? et + K,’). ° 

D’une maniére analogue la considération des semi-cOnes auxquels 
donnent lieu deux cénes de révolution issus du point O, permet de 
séparer en deux couples les quatre génératrices communes a ces cones. 

Ces propriétés et d'autres analogues, comme, par exemple,’ celles 
relatives i la séparation, en deux couples, des quatre cones de révolution 
qui touchent trois plans donnés, ou qui passent par trois droites 
concourantes données, peuvent étre considérées comme de simples 
conséquences de la double génération des coniques doublement tan- 
gentes & une conique C?, soit comme enveloppes de droites soit comme 
lieux de points, par le moyen d’homographies considérées sur cette conique 
C? (Comparez le n° 9). 

Il. 


Premiéres propriétés de la représentation des rotations sphériques par 
des points de l’espace. 


44. Nous avons déja remarqué que pour représenter par des points de 
Yespace les diverses homographies binaires qu’on peut établir sur le 
cercle 4 linfini C,, et par conséquent les diverses rotations ayant lieu 
autour d’un point fixe O, il convient de supposer que la conique C’, 
qui sert 4 cette représentation, coincide avec le cercle C, et que le 
point représentatif de lhomographie identique coincide avec le point 
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O. Ainsi pour arriver au but proposé il faudra remplacer la surface 
S*, servant & la représentation dont il s’agit, par une sphére ayant 
son centre en O, et substituer de méme au plan a le plan a 
l'infini. 

Le chemin que nous devons suivre & cet effet, est parfaitement 
indiqué par les propriétés de la représentation des homographies binaires 
par des points, propriétés que nous avons étudié au §I de la premiére 
Partie de ce Mémoire. 

45. Soit 

X,? + X,? + X;? — a? XP = 0 
l’équation, en coordonnées rectangulaires homogeénes, de la sphére qui 
doit servir comme surface S?; 
,=0 
celle du plan a Ilinfini. Le point O sera ainsi a l’origine des coor- 
données (X, = X, = X, = 0). 

Attribuons aux divers points du cercle & Vinfini C, les diverses 
valeurs d’un paramétre x (#, : x”,). Les coordonnées X,, X,, X,, X, 
du point de ce cerele qui correspond a une valeur donnée de x pourront 
étre supposées éyales a 

X,= + (— 2’? + 2,*), X,=— + (v? + 2,), X;=— iz, a, 
X,=0. 

Cela étant, considérons les deux systémes de droites de la sphére 
S*. La droite du premier systeéme (géuératrice) qui passe par le point 
x du cercle C, aura pour équations: 

x, X, — ix, X, + 7, X, — ax, X,—0, 

xX, + ix, X, — 4, X, — ax, X,=—0. 
De méme, la droite du second systeme (directrice) qui passe par le 
point y de C,, aura pour équations: 

y, X, — iy, X, + yX; + ay, X, = 0, 

Y2X, + iy, X, — y, X; + ay, X, = 0. 

De cette maniére le plan tangent de la sphere S? qui contient 
la génératrice « et la directrice y, aura pour équation 
(1) (ay yy HA 2 Yo) Xy + t(@,Y, + ®qYy) Xp — (4 Yp + XQy,) Xy 

—- A(%,Y, — Ly,) X,= 0. 

Cousidérons maintenant sur le cercle C,, l’homographie 
(2) Ay = Ay, 2, Y, + M422, Yo + Ay, 224, + 2% 4. = 0, 
et cherchons le point A (X,, X,, X,;, X,) qui doit la représenter, 


Nous savons que si l’on envisage deux points x, y, qui se correspondent 
dans cette homographie, et que l’on prenne la génératrice de S? 
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passant en x et la directrice de S* passant en y, ces déux droites 
déterminent un plan qui passe constamment par le point A, et cela 
quel que soit le couple de points correspondants z, y, (n° 5). On trouve 
daprés cela, que le point qui doit représenter l’homographie considérée 
doit avoir pour coordonnées : 


(3) X,= J (44; — M9), X,= — ; (44, +4), 


» 
a t 
Xx; = x (12+ Ga), X= Qa (4). — y)- 


Ces valeurs des X; sont, en effet, telles qu’ en les introduisant 
dans léquation (1) on obtient précisement l’équation (2) de I’homo- 
graphie A,,. 

Réciproquement, étant donné un point X,, X,, X,, X,, l‘homo- 
graphie A,, quil représente sera telle que 
(4) ‘eh ee: ay,=— i(X,+aX,), 

Ay, = —i(X;—aX)), ay=—iX,—X,. 

Les deux invariants 

A = 44x — AM, eb [= a. — ay 
de la forme A,, auront ainsi pour valeurs 
(5) A= X,?+ X,?+ X,?—@’X? ec I[—— 2aiX, 

46. La distance R au point O du point A qui représente une 

homographie A,, sera, d’aprés ce qui précede, 


R = x, VX? 4+ XP? + X3 = 4yP— 44. 


Or nous savons (n° 11) que le rapport anharmonique de Phomographie 
cousidérée est égal a , 

a [?—4 ‘ . @ 

a 242 — ou bien a , 

I—VI?—44 r 
suivant le rdle que l’on attribue aux deux points fondamentaux de 
cette homographie. La distance dont il s’agit sera done 
r—l 


(6) R=+atz5 ou bien R=—a rfl 
suivant le cas. 

Pour éclairer ce fait, remarquons que les points fondamentaux 
de ’homographie considérée sont situés dans le plan @ mené par le point 


O perpendiculairement a la droite 0 A (n°6). Maintenant la détermi- 
uation du rapport anharmonique de cette homographie exige que l'on 
distingue entre eux les deux points en question, que l'on attache par 
conséquent & ce plan une orientation, cest-a-dire un sens de rotation 
déterminé. Des lors la valeur de la longueur R, correspondant a cette 
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détermination du rapport anharmonique de A,,, devra étre mesurée sur 
axe du plan «@ suivant une direction positive qui soit liée a 
Yorientation du plan @ par une relation constamment droite on gauche. 
Cela étant, de quelque maniére que l’on détermine le rapport anhar- 
monique de A,, on obtient un méme point A. 

Tl en sera autrement si l’on change la relation constante qui doit 
lier & Yorientation du plan @ la direction positive de axe de ce plan. 
Un pareil changement n’est pourtant permis que si l’on change en 
méme temps le signe du rayon a de la sphére S*, c’est-d-dire si l'on 
intervertit le rdle des deux systemes de droites de S*. Dans ce cas 
on passe effectivement d’un systeme de représentation des homographies 
& un autre. 

47, Envisageons maintenant la rotation autour du point O qui 
accompagne l’homographie A,,. Le point A qui la représente sera 
situé sur axe de cette rotation, tandisque le plan mené par le point 
O perpendiculairement 4 OA sera le plan équatorial de cette rotation. 

La distance R du point A au point O peut étre exprimée d’une 
maniére fort simple en fonction de l’angle de la rotation qu’il repré- 
sente. Pour cela on n’a qu’d remplacer, dans la formule (6) qui 
donne cette distance, + par sa valeur 

reid, 
exprimée en fonction de l’angle dont il s’agit (n° 37). On aura de 
cette maniére pour la distance R: 


—~= di 1 9i 


, e —e* : 6 
R=a—, + = — ai tang > - 
—~-9 oi 2 


e> “> e” 

Cette distance doit étre mesurée sur l’axe de la rotation considérée 
dans une direction positive déterminée, liée par une relation constante 
au sens de rotation positif qui a servi & la mesure de l’angle @. 

"48. Nous n’avons fait jusqu’ & présent aucune supposition sur la 
valeur du rayon a@ de la sphére S*. Toutefois, comme il convient 
que les points qui représentent des rotations réelles soient réels, il est 
fort avantageux de prendre a = i. 

Dans ce cas, qui sera le seul que nous aurons a considérer par 
la suite, les formules du n° 45 deviennent: 


X,= ; (441-42),  X,—=— ; (441 +42), 


» 1 
(7) X; => (Qj2+4)), X= = (412—41), 
ay=—tX,—X,, a.=——tiX,+X,, 
Gy,—= —iX,—X,, ay— 1X,—X,, 
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(8) oi = X,°+ X,? + X;? + XY, 
I = 2X,. 


Le point A qui représente de cette maniére une rotation, effectuée 
suivant un angle autour dun axe passant en O, est situé sur Vaxe 
de cette rotation a& une distance du point O égale a 


R = tang s ; 
distance mesurée sur cet axe dans une direction liée par une relation 
constante (droite au gauche) au sens de rotation suivant lequel on a 
mesuré Vangle @. 

Si l'on considére les diverses rotations effectuées autour d’un méme 
axe, issu de 0, on voit que la rotation pour laguelle ®—O sera 
représentée par le point O. L’angle @ croissant de 0 a a le point A 
s‘éloigne de O dans le sens positif et tombe a l’infini pour # = z, 
c’est-a-dire lorsque la rotation dont il s’agit devient un renversement 
(une symétrie) autour de V’axe considéré. Lorsque # varie de x a 2z, 
A revient du cété de l’infini négatif vers le point O. Pour # = 2z, 
le résultat de la rotation redevient nul, et le point A coincide avec O. 

Deux rotations inverses lune de Jl autre, c’est-a-dire effectuées 
autour du méme axe suivant des angles égaux et de signes contraires, 
sont représentées par deux points symétriques par rappot a 0. 

49. Il est & remarquer que si l'on désigne par #,, #,, 4, les 
angles que fait la droite OA avec les trois axes OX,, OX,, OX,, 
les coordonnées cartésiennes du point A seront 
x; 


oa i "yan e oe ° 
(9) X, = 0089, cot >, X, 0088, cot —, X, Cos; cot | 


oe ne ee a 
On voit par la que ces trois quantités X,? X,’ x, 2 sont autre 





chose que les paramétres 4, uw, v qu’ on emploie, depuis Euler (Novi 
commentarii Petropolitani, tom. 20, p. 217), pour défiuir une rotation 
de lespace autour d’un point fixe. 

Notons encore ici que M. Cayley, & l’occasion des recherches de 
M. Klein sur licosaédre, avait fait remarquer*) que l'on pourrait 
attacher 4 chaque rotation de l’espace, effectuée autour d’un point fixe 
et déterminée par les trois paramétres 4, w, v (ou bien par X,, X,, 
X,, X,), une homographie binaire 2a;; x;y; = 0 et cela au moyen 
des relations (7). M. Cayley appuie simplement sa remarque sur 
la maniére dont on peut déduire les formules de la composition des 
rotations de celles de la composition des homographies correspondantes 


*) Cayley: On the correspondence between homographies and rotations, 
(Math. Annalen, tom, XV, p. 238—240, 1879). 
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x 


(voir n° 61), sans faire aucunement allusion & ce fait que l’homo- 
graphie ainsi attachée a une rotation est précisement celle déterminée 
par cette rotation sur le cercle a l’infini. 


IIT. 


Rotations représentées par les points d’une droite ou d’un plan. 
Rotations conjuguées. 


50. Les points A de l’espace qui représentent des homographies 
binaires dans lesquelles 4 deux points x’, 2” correspondent respective- 
ment deux points y’, y”, ont pour lieu, comme nous savons (n° 9), 
une droite d bien déterminée; cette droite constitue l’intersection du 
plan tangent de S? qui contient la génératrice x’ et la directrice y’ 
avec le plan tangent qui contient la génératrice x” et la directrice y”. 
Nous savons de plus, que la droite dont les points représentent des 
homographies dans lesquelles aux points 2’, x” correspondent respective- 
ment les points y”, y', coincide avec la droite polaire réciproque e par 
rapport a S? de la droite d précédente. 

En ayant maintenant égard a ce qui a été dit au n° 38 on déduit 
de la propriété précédente que 

Etant donnés deux plans orientés 6 et t issus du point O, lieu des 
points qui représentent des rotations qui aménent 6 a la place de t 
est une droite d. 

Si lon considére plutot les normales s et t des plans orientés 6 
et t (n° 41) on voit qu’ étant donnés deux rayons s et t issus du point O, 
liew des points qui représentent des rotations qui aménent s a la place 
de t est une droite d. 

Nous savons déja que cette droite d a la propriété de s’appuyer 
sur les génératrices de S? qui rencontrent s et sur les directrices qui 
rencontre ¢ &c. Pourtant il importe d’avoir une construction de cette 
droite au moyen de propriétés métriques. 

On voit tout d’abord que la droite d dont il s’agit contient le point 
qui représente la rotation qui fait tourner sur lui-méme le plan st 


“—N\ “ 2 z 
suivant un angle = st. Cette droite rencontre par conséquent la 
perpendiculaire élevée au point O sur le plan pg a une distance du 


point O égale 4 tang = distance mesurée sur cette droite dans 


un sens convenable (d’aprés le n° 48). Cette droite doit de plus étre 


paralléle a la bissectrice propre de langle st. Le point a l'infini de 
cette droite doit, en effet, représenter le renversement (symétrie) ayant 
lieu autour de cette bissectrice, renversement qui fait échanger 
mutuellement les deux rayons s et ¢. On peut remarquer également 
que la distance d’un point quelconque A de cette droite au point O 
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est égale & la tangente de la moitié de l’angle compris entre les deux 
plans As et At. Cela résulte de ce que dans la rotation représentée 


par le point A au plan As correspond le plan Af. 





Quant a la droite e, dont les points représentent des rotations 
qui aménent en coincidence le rayon s avec le rayon — ¢ (l’opposé de 
t), elle est la polaire réciproqne de la droite d par rapport a la sphére 
S*. Cette droite rencontre par conséquent la perpendiculaire élevée 


au point O sur le plan s¢ & une distance du point O égale a — cot + 


“~ 
(® étant — st). Cette droite est de plus paralléle 4 la bissectrice im- 


propre de l'angle si, c’est-a-dire & la bissectrice propre de l’angle com- 
pris entre le rayon s et le rayon — t. 

On pourrait aussi considérer le lieu des points qui représentent des 
rotations amenant le rayon ¢ & la place de s. Ce lieu serait évidemment 
une droite d’ symétrique de la droite d par rapport au point 0. 

Il est & remarquer qu’en partant de la droite d (ou de la droite 
d), on peut construire les deux rayons s et ¢ d'une maniére unique, 
et cela en suivant une marche inverse a celle qui conduit a la construction 
de la droite d (ou d’) étant donnés s et ¢. 

Cela tient & ce que réciproquement: 

Les rotations représentées par les points dune droite arbitraire de 
espace ont la propriété d’amener un certain rayon s issu de O a coincider 
avec un autre rayon t issu de méme de O. 

51. La figure formée par les deux rayons s, ¢ et les deux droites 
d, d', déterminées, d’aprés ce qui précédé, par ces deux rayons pris 
dans lordre s, ¢ ou bien dans l’ordre ¢, s, joue un role important dans 
la théorie qui nous occupe. Ainsi nous aurons souvent a envisager 
cette figure dans ce qui suit. 

Voici un exemple de son utilité. 

Ktant données deux rotations A et B on peut se demander quels 
sont les rayons s, ¢ issus de O qui soient tels que le rayon ¢ corre- 
sponde a s dans la rotation A, tandisque dans la rotation B au rayon 
t corresponde le rayon s. 

Pour cela il faut évidemment chercher les couples de droites d, d’ 
passant respectivement par les points A et B et qui soient symétriques 
par rapport & O. On voit aisément que les droites ayant cette pro- 
priété doivent étre paralléles 4 la diagonale passant en O du parallélo- 


gramme construit sur les cdtés OA et OB. Les deux rayons s et ¢ 
attachés, d’aprés ce qui précede, aux deux droites d, d’ ainsi déter- 
minées seront les seuls jouissant de la propriété réquise. 

52. Rotations conjuguées.—A la notion de deux homographies 
binaires conjuguées, représentées par deux points conjugués par rapport 
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a la surface S* correspond la notion importante de deux rotations 
sphériques conjuguces. 

Les rotations représentées par les points d’un plan «@ ont la pro- 
priété d’étre toutes conjuguées par rapport & une méme rotation, celle 
représentée par le pole A du plan «@ pris par rapport & S*. 

Lorsque deux points A et B sont conjugués par rapport a la 
sphére S*, le plan polaire « de A passe en B et le plan polaire B de 
B passe en A. En d’autres termes, la polaire de toute droite d 
passant en A et contenue dans le plan # est une droite e passant en 
B et contenue dans le plan «. Or nous savons que deux pareilles 
droites d et e, polaires réciproques par rapport & S*, sont telles que 
si les rotations représentées par les points de la premiére font corre- 
spondre & un rayon s issu de O un rayon ¢ issu également de O, les 
rotations représentées par les points de la seconde feront correspondre 
au rayon s le rayon — ¢. 

On voit par la qwétant données deux rotations conjuguées A et B 
il y a une infinité de rayons s issus du point O dont chacun a la pro- 
priété que les rayons qui lui correspondent dans les deux rotations A 
et B soient opposés entre eux. 

Par contre étant donnés deux points arbitraires A et B, qui ne 
soient pas conjugués par rapport a S*, il n’y aura aucune droite d 
passant en A dont la polaire passe en B. D’ov il suit que 

Etant données deux rotations arbitraires A et B, qui ne soient 
pas conjuguées entre elles, il n’existe aucun rayon issu de O auquel 
correspondent dans ces deux rotations des rayons opposés entre eux. 

53. D’aprés la définition projective des rayons s et ¢ attachés a 
une droite d de l’espace, la droite s doit s’appuyer sur les deux généra- 
trices de S? qui rencontrent d, tandisque la droite ¢ doit s’appuyer sur 
les deux directrices de S* qui rencontrent d. On voit par la que dans 
le cas od l’on a un faisceau de droites passant par un point A et 
situées dans un plan #, les rayons s et ¢ attachés a ces droites doivent 
se trouver respectivement dans deux plans 6 et t passant en O. Cela 
provient de ce que la correspondance déterminée entre les génératrices 
(ou les directrices) de S? qui rencontrent les rayons s (ou ¢) considérés, 
doit étre la méme avec l’involution déterminée d’une maniére’ analogue 
par les droites d. 

Si l’on envisage maintenant de nouveau le point B qui est le pdle 
du plan £, point par lequel passent les polaires e des droites d con- 

sidérées, il est visible que dans la rotation B au plan o (qui contient 
les rayons s) correspondra le plan + (qui contient les rayons ¢) de 
méme que cela arrive dans la rotation A. 

Les deux plans o et t doivent donc étre respectivement perpen- 
diculaires aux deux rayons s et ¢ attachés 4 la droite AB, rayons 
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qui se correspondent dans toutes les rotations représentées par des 
points de cette droite. 

Ainsi ctant données deux rotations A et B conjuguées entre elles et 
dans lesquelles d un rayon s issu de O correspond un méme rayon t 
issu de O, a tout rayon issu de O et perpendiculaire a s correspondront 
dans les deux rotations A-et B deux rayons perpendiculaires a t et 
opposés entre eux. 

De cette proposition il résulte que la rotation B (ou A) peut étre 
obtenue en combinant la rotation A (ou B) par le renversement ayant 
pour axe ¢ (ou s), ou bien en combinant le renversement ayant s 
(ou ¢) pour axe avec la rotation A (ou B). Crest li une propriété 
importante de deux rotations conjuguées 4 laquelle nous arriverons en- 
core par la suite d’une autre maniére (n° 65). 


IV. 
Sur les rotations qui superposent un cube 4 lui-méme. 


54. Comme application de ce qui précéde je vais envisager la 
représentation, par des points, des rotations qui superposent 4 lui-méme 
un cube, ou plus généralement les rotations qui font coincider trois 
droites rectangulaires a,, @,, a; issues du point O avec trois autres 
droites rectangulaires b,, b,, b, issues du méme point. Ces derniéres 
rotations ont, comme on voit, la propriété d’amener un cube ayant 
pour axes les droites a,, a, a, 4 coincider avec un autre cube ayant 
pour axes les droites b,, b,, b,. 

55. Et d’abord considérons les rotations qui ameénent les droites 
@,, @, 4, & coincider respectivement avec les droites b,, b,, b,. Sup- 
posons que dans une de ces rotations & trois rayons p,, p,, p, dirigés 
suivant les droites a,, a,, a,, correspondent respectivement les rayons 
91> I2) Ys Airigés suivant les droites b,, b,, b,. Il y aura encore trois 
autres rotations faisant coincider les droites a,, a,, a, avec les droites 
b,, 6,, b; respectivement. Ce sont les rotations qui aménent les trois 
rayons 

Pi» Pr» Ps 
respectivement a la place de 


V1) — VW, — W3) 
—= Ges Go» — Ws, 
— @, .— Gs q3° 


On voit par ]& que chacune de ces quatre rotations doit étre con- 
juguée aux trois autres (n® 52, 53). Les quatre points qui représentent 
ces rotations constituent par conséquent les sommets d’un tétraédre con- 
jugué par rapport @ la sphére S?. 
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Les points de deux arétes opposées de ce tetraédre représentent 
des rotations qui aménent une des droites a; 4 la place de la droite 
b; correspondante (n° 50). 

56. Passons aux rotations qui font superposer un cube 4 lui- 
méme. Ces rotations peuvent étre classées d’aprés les substitutions 
qu’elles operent entre les axes a,, a@,, a, de ce cube. Nous avons 
ainsi 1° les rotations qui ménent les axes a,, a), d3 4 la place de 

Gy Gz, Ay} Az, Az, M3 Ag, Ay, My 
respectivement; 2° les rotations qui ménent a,, a,, a; respectivement 
i la place de 

Gy» Ag, Ay, Agy Bay Aj Aq, Ay, By 

A chacune de ces six substitutions correspondent quatre rotations 
représentées par les sommets d’un tétraédre conjugué par rapport a la 
sphére S?. 

Et d’abord les rotations qui font correspondre chaque axe 4 lui- 
méme conduisent & un tétraédre J, dont un sommet coincide avec le 
point O, tandisque ses trois autres sommets sont situés 4 linfini sur 
les axes @,, @y, sy. 

Quant aux rotations qui font correspondre aux axes @,, dy, ds 
les axes a, 43, @,, Ou bien les axes a,, a,, @,, respectivement, elles 
sont représentées par les sommets de deux tétraédres réguliers 7',, 7, 
ayant leur centre en O. Ces huits points constituent aussi les sommets 
dun cube (7',, 7) ayant pour axes les droites a,, a,, a3 et circon- 
scrit & une sphére de rayon unité. Les douze arétes des tétraedres 
T,, T, coincident avec les diagonales des six faces carrées du cube. 

Les trois tétraedres 7,, T,, 7, forment un systéme desmique, 
cest-i-dire quils constituent trois surfaces du quatrieme ordre appar- 
tenant & un méme faisceau*). De méme que les faces de ces tétraédres 
se coupent par trois suivant seize droites e formant l’intersection com- 
mune des surfaces du faisceau dont nous venons de parler, de méme 
les sommets de ces tétraedres sont situés par trois sur seize droites d, 
qui sont naturellement les polaires réciproques des droites e précédentes 
par rapport 4 S*. Parmi ces seize droites d quatre passent par le 
point O; les douze autres coincident avec les douze arétes du cube 
(7,, T,). On remarquera que les points de chacune de ces seize 


*) Les propriétés d’un pareil systéme de trois tétraédres ont été étudiées 
simultanement par l’auteur (Bulletin des Sciences Mathém. 2° série, t. LII, 1879) 
et par M. Veronese (Reale Accad. dei Lincet ; Transunti 1880, Memorie1881). Depuis 
s’en sont particuliérement occupés M. Reye (Acta Math., tom. I, 1883) et M. Vietor 
(Berichte tiber die Verh. der naturf. Ges. zu Freiburg i. Br. VII, 2, 1882). 

PS, On trouvera dans une récente Note de M. H. Schroeter, insérée dans 
la Zeitschrift fiir Math. wnd Physik (vol. XXVIII, p. 178—182; 1883) Vindication 
de diverses questions dans lesquelles on retrouve la figure en question. 


23* 
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droites représentent des rotations dans lesquelles 4 un sommet de chacun 
des tétraédres 7',, 7, correspond un sommet du méme tétraédre. 

Il est aisé de voir que les douze rotations représentées par les 
sommets des trois tétratdres 7, 7,, T, superposent a lui-méme 
chacun de ces tétraédres. Du reste il n’y a que douze rotations qui 
superposent a lui-méme un tétraédre régulier. 

Considérons maintenant les rotations qui superposent a lui-méme 
le cube considéré, ou bien le cube (7,, T,), en échangeant entre eux 
les deux tétraédres 7, T,. Ces rotations sont celles qui font corre- 
spondre aux trois axes @,, @,, a, respectivement les axes 

Qs, Az Ay} gy Ay, My; Ay, Ay, Ay. 

Ces rotations sont représentées par les sommets de trois nouveaux 
tétraédres dont chacun est formé par les centres de deux faces opposées 
du cube (7',, 7.) ainsi que par les points & l'infini des diagonales de 
ces mémes faces. De cette maniére les sommets de ces tétraédres qui 
sont a distance finie forment les sommets d’un octaédre régulier in- 
scrit dans le cube (7',, 7,), tandisque leurs six sommets situés sur le 
plan & l’infini forment les intersections avec ce plan des six couples 
d’arétes opposées de cet octaédre. 

Les tétraédres qu'on obtient de cette maniére constituent égale- 
ment un systéme desmique qui est le conjugué du systeme desmique 
formé par les tétraédres T,, T,, T,. 

Les droites suivant lesquelles se coupent par trois les faces de ces 
nouveaux tétraédres coincident avec les seize droites d déja considérées, 
tandisque les seize droites dont chacune contient un sommet de chacun de 
ces tétraédres coincident avec les droites e. Les points de ces droites ¢ 
représentent des rotations dans, lesquelles 4 un sommet du tétraédre 
T, correspondent les divers sommets du tétraédre 77. 

Plus généralement on pourrait considérer les points qui représen- 
tent les rotations qui aménent un cube ayant son centre en O a coin- 
cider avec un autre cube égal ayant aussi son centre en UO. Ces points, 
au nombre de 24, forment les sommets de six tétraédres conjugués 
par rapport a S*, tétraédres qui constituent deux systémes desmiques 
conjugués entre eux. 

Il y a, comme on sait, 576 homographies et 576 corrélations de 
espace qui transforment un systeme desmique de trois tétraédres en 
lui-méme, et autant de transformations linéaires qui échangent un 
systéme desmique avec son conjugué*). L’étude de ces transformations 
linéaires peut étre faite avec une grande facilité au moyen de con- 
sidérations de la théorie qui nous occupe. 


*) Dans son travail cité plus haut, M. Reye a examiné certaines catégories 
intéressantes de transformations comprises dans ce groupe. 
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Il en est de méme de l'étude des 3600 homographies et des 3600 
corrélations qui transforment en lui-méme le systeme des 60 points 
qui représentent les rotations qui superposent & lui-méme un dodé- 
caedre régulier*). 


¥. 


Rotations représentées par des points de surfaces U* coupant S? 
suivant quatre droites. 

57. Les points de espace qui représentent des rotations sphéri- 
ques assujetties & une certaine condition doivent naturellement avoir 
pour lieu une surface. De méme les rotations assujetties & deux cou- 
ditions seront représentées par les points d’une courbe de |’espace. 

Ainsi done on pourra faire la classification des divers systemes 
doublement ou simplement infinis de rotations, ayant lieu autour d’un 
point fixe O, d’aprés les propriétés des surfaces ou des courbes qui 
représentent ces systemes. 

Les plus simples systemes de rotations sont évidemment ceux 
représentés par un plan ou par une droite (§ III). 

Apres les systemes doublement infinis de rotations représentés par 
des plans, les plus intéressants sont ceux représentés par des surfaces 
du second ordre U? coupant la sphére S? suivant quatre droites. 

C’est de ces systémes que nous allons maintenant nous occuper. 
Quant a étude de plusieurs questions relatives &’ des systemes de 
rotations quelconques, nous nous réservons d’y revenir dans un autre 
Mémoire relatif au mouvement d’un corps solide autour d’un point 
de espace, 

58. Soit une surface U*? coupant S? suivant deux génératrices 
g, g et deux directrices h’, h”. 

Considérons les deux rayons s, et ¢, issus de O et attachés (d’aprés 
le n° 50) & une droite d, de U? appuyée sur g’, g”, ainsi que les deux 
rayons s, et ¢, attachés & une droite d, de U? appuyée sur hi’, h’. 

D’aprés ce que nous savons le rayon s, doit s’appuyer sur les 
deux droites g’, g” et de méme le rayon ¢, doit s’appuyer sur les droites 
h’, h”. Ces deux rayons s, et ¢, doivent ainsi étre fixes de quelque maniére 


*) Les soixante points qui représentent les rotations qui superposent a lni- 
méme un dodécaédre régulier constituent un ensemble fort remarquable. Ces 
points sont situés par groupes de cing sur 72 droites et par groupes de quinze 
sur 60 plans, dont chacun contient six des droites précédentes. Par chacun des 
60 points passent cing de ces droites et quinze de ces plans. Les soixante points 
sont de plus situés par groupes de trois sur 200 nouvelles droites, par chacune 
desquelles passent aussi trois des soixante plans précédents. II serait trop long 
daborder ici l’étude de cette configuration. Il est pourtant 4 noter que cette 
configuration est sa propre polaire réciproque par rapport a la surface S*. 
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que lon choisisse d, et d,; il reste done a chercher le lieu des rayons ¢, et s,. 
Pour cela remarquons d’abord que puisque la rotation représentée par 
le point commun aux droites d, et d, fait correspondre aux rayons 
s, et s, les rayons ¢, et ¢, respectivement il faut bien que langle des 
deux rayons s,, s, soit égal A celui des deux rayons ¢,, ¢,. On voit 
par la que lorsque la droite d, varie, le rayon ¢, tourne autour de /, 


AN 
en formant avec ce second rayon un angle constant égal a # = s,s, 
et que lorsque la droite d, varie le rayon s, tourne autour de s, en 


formant avec ce rayon un angle constant # = éi,. 

On voit ainsi que les deux rayons s, et ¢, engendrent deux semi- 
cones de révolution P, et Q,, ayant respectivement pour axes les rayons 
s, et ¢t, et ayant de plus la méme ouverture. 

Ainsi done, les rotations représentées par les points d’une surface 
U?, coupant S? suivant quatre droites, ont la propricté @amener un 
rayon s, issu de O a& coincider avec les diverses génératrices dun semi- 
cone de révolution Q, issu de O, et de faire aussi qu'un semi-céne de 
révolution P, issu de O passe constamment par un rayon fixe t, issu 
de O. Les semi-cénes P, et Q, sont cgaux et admettent respectivement 
pour axes les rayons s, et t,. 

On voit bien que ces mémes rotations font que le plan orienté 
normal au rayon s, vient & toucher constamment le cone orienté formé 
par les plans normaux des rayons du semi-cone Q, Xe. 

Il est aussi aisé de voir que tout semi-cdue orienté (de révolution), 
ayant pour axe le rayon s,, vient & toucher dans ces rotations 
un semi-cOne orienté (de révolution) déterminé, ayant pour axe le 
rayon f,. 

59. Réciproquement les rotations dans lesquelles un rayon s, issu 
de O vient & coincider avec les diverses génératrices d’un semi-cOne 
de révolution Q, issu de O (et dans lesquelles un semi-céne de révo- 
lution P, issu de O et ayant s, pour axe vient A passer par un rayon 
t, dirigé suivant axe de Q,) sont représentées par les points d’une 
surface U? passant par les génératrices de S? appuyées sur s, et par 
les directrices de S* appuyées sur ¢,. 

Lorsqu’on laisse fixes les axes des deux semi-cénes égaux P, et 
Q, et que l’on fait varier |’ouverture de ces cones, on obtient uu faisceau 
de surfaces U? passant par quatre droites fixes de S*. Lorsque les 
cones P, et Q, coincident avec le cone K?, qui projette du point O 
le cercle 4 l’infini, la surface U? correspondante coincide avec la 
sphére S*. D’autre part, lorsque les semi-cdnes P, et Q, viennent a 
se confondre avec leurs plans équatoriaux, on obtient une surface U? 
qui est sa propre polaire réciproque par rapport 4 S?. 

Les deux surfaces correspondant 4 un méme rayon s, et a deux 
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semi-cones (), opposés sont evidemment polaires réciproques par rapport 
a S* Il n’y a que les deux cas précédents dans lesquels ces deux 
surfaces viennent a coincider. 

Parmi les autres cas signalons celui ot les cones P, et Q, viennent 
i se confondre avec leurs axes (c’est-i-dire sont constitués par deux 
plans tangents de S? passant par leurs axes). On a alors deux sur- 
faces U? formées par deux plans tangents de S? passant respective- 
ment par deux droites d et e polaires réciproques par rapport a S?. 
Les points de ces deux droites représentent des rotations dans les- 
quelles & axe de P, correspond l’axe de Q. 

Parmi les surfaces U? qui correspondent a des semi-cones P,, Y, 
ayaut leurs axes fixes, une seule passe par un point arbitraire de 
de l’espace, de méme qu’une seule touche un plan arbitraire de l’espace. 
Celle de ces surfaces qui passe par le point O, et qui contient par 
conséquent les axes des deux semi-cones P, et Q,, correspond au cas 
ot les rayons s, et ¢, constituent respectivement les génératrices des 
deux cones Q, et P,. De. méme celle de ces surfaces qui touche 
le plan a Vinflni, et qui est la polaire réciproque de la surface précé- 
dente par rapport & S*, correspond au cas ot les semi-cones Q, et DP, 
admettent respectivement pour génératrices les rayons — s, et — ¢,. 

60. Considérons maintenant le lieu des points qui représentent 
des rotations dans lesquelles & un cone de révolution P, issu de O 
correspond un cone @Q, touchant un cone de révolution fixe Q, 
issu de O. 

Il est aisé de voir que ce lieu est composé par quatre surfaces U? 
distinctes. Les points de chacune de ces quatre surfaces représente- 
ront des rotations qui aménent un semi-céne orienté déterminé, détaché 
du cone P,, & toucher un des quatre semi-cénes orientés auxquels 
donne lieu le cone Q,. 

Considérons, par exemple, les rotations qui amenent le céne P, a 
toucher le céne Q,, de maniére que le contact ait lieu le long d'une 
génératrice déterminée a, de P, qui vienne a coincider avec une 
directrice déterminée b, de QY,. Comme ces rotations doivent amener 
trois droites rectangulaires a,, a), a, issues de O (a, étant située dans le 
plan qui touche P, le long de a,, eta, étant la normale a ce plan) a coin- 
cider respectivement avec trois droites rectangulaires b,, b,, b, issues 
de O, elles doivent étre au nombre de quatre, tandisque les points 
qui les représentent doivent former les sommets d’un tétraedre conjugué 
par rapport & S? (d’apres le n° 55). Ce sont ces quatre points qui 
engendrent quatre surfaces U* différentes lorsqu’on fait varier a, et b,. 
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VI. 


Formules relatives & la composition des rotations sphériques et 4 la 
multiplication des points qui les représentent. 


61. Lorsqu’on a deux rotations A et B autour du point O et 
que l’on considére la rotation C= AB, qui résulte de leur combi- 
naison, il est évident que l’homographie établie par la rotation C sur 
le cercle 4 Vinfini C. est la résultante des homographies établies sur 
le méme cercle par les deux rotations A et B. 

Soient 

, Agy = yy L,Y, + Ay%2Yq + by, X.Y, + Aq2% Yo = O 
e 

Bay = by, 2, Yy A Oy2% Yo + ba, 224, + by2%24. = O 
les deux homographies du cercle a l'infini qui accompagnent les rota- 
tions A et B; nous aurons pour l’homographie qui accompagne la 
rotation C 

Cay = C442, Yy HF Cy2% Yo HF Cy LoY, + Cyn HY. = 0, 

ov (d’aprés le n° 13) 


Cy = — Ay, b2, + 4254, , 
Crp = — yy dy + AyQdy0, 
Coy = — Ay, by, + yy b,,, 
Coq = — yy doy + Ay by. 


Maintenant comme les points X et Y qui représentent les deux 
rotations A et B sont tels que (n° 48): 


b= —tY,—Y,, by=—tY¥;+Y,, b,=—iY,—Y,, b,=i¥,—Y,, 


on aura pour le point Z, qui représente la rotation C: 


Z a P 1 
4= 35 Cu—), 24=—— FZ (C11 + 22)5 
’ ‘ : 1 
Z,= ¥ C2 + Cy), “= x (12 — ey), 


e’est-a- dire: 


Z,= X, Y, + X,Y; — X,¥,+ X,¥,, 


(1) 4,= — X,¥,+ X,¥,+ X,Y, + X,¥,, 
4, = X,Y, — X,Y,+ X,Y, + X,¥;, 
4,=— xX, Y, oe, X, Y, — X; Y; + X, Y,*). 


*) Ces formules, pour la composition de deux rotations sphériques déter- 
minées par leurs paramétres eulériens 
xX; X; X; 


a SS a 
» u,v xX,’ x,’ X, 


y% % YW; 


et ri‘ ‘ =. 
Y; 4 V, 


sont dues & Olinde Rodrigues (Jowrnal de Liouville, 1*¢ serie, tom. V) et 
a M. Cayley (Cambridge Mathem. Journal, t, lll, 1843). 
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Il est bien & remarquer que dans la théorie des quaternions de 
Hamilton le produit de deux quaternions 


XxX, I, + X, I, + X; I, + X, 
¥,1,+¥,h+%h+ ¥, 


est égal 4 un quaternion 

4, I, + 4,1, + 4,1, + 4; 
ot les Z; ont précisement les valeurs fournies par les relations précé- 
dentes. On se fait ainsi une premiére idée de la relation qui existe 
entre le caleul des quaternions et la composition des homographies 
binaires*). 

62. Le fait que la somme des quatre carrés 

Zit Le+ Ze + 4} 
est égale au produit des deux sommes analogues 
X?4+X24+X24+ X? et Y2+ Y7+4+ Y,?+ Y/ 
se présente ici comme conséquence de ce que le déterminant ¢,, €,.— ¢, 
de la forme bilinéaire C,, —|AB],, est égal au produit des déter- 
minants des deux formes A,, et Bz,. 

La signification géométrique du fait dont il s’'agit, consiste, d’aprés 
une remarque que je dois ’ M. Darboux, en ce que la surface S* 
est transformée en elle-méme par la correspondance homographique 
qui existe entre deux points X et Z, ou Y et Z, liés entre eux par les 
relations (1). Les propriétés de ces correspondances (homologies 
gauches), dont les unes laissent immobiles toutes les génératrices de S?, 
tandisque les autres laissent immobiles toutes les directrices de S*, ont 
été étudiées au n° 22. 

Quant & la transformation homographique la plus générale qui 
transforme en elle-méme la surface S? en laissant invariable chacun 
de ses systemes de droites, elle consiste (Voir n° 22, Note) dans la corre- 
spondance entre un point variable X et le point Y qui est le produit 
des points A’, X, A’, pour A’ et A” fixes. 

63. Dans le cas ot les deux points A’ et A” coincident avec 
deux points A—! et A symétriques par rapport a O, la correspondance 
entre le point X et le point Y= A—'X A est (d’aprés le n° 34) une 


et 


*) La premiére indication, que je sache, sur la relation du calcul des 
quaternions avec le calcul des substitutions linéaires binaires, se trouve dans un 
Mémoire de M, Laguerre Sur le caleul des systémes linéaires (Journal de Ecole 
Polyt., cah, 42, 1867; p. 230, passim). — Quant aux formules du texte, elles se 
trouvent déja dans la Note de M. Cayley mentionnée au n° 49, quoiqne M, Cayley 
n’y prononce pas le mot quaternion. 

P.S. Je dois & M, Walther Dyck le renseignement que M. le professeur 
F, Klein avait consacré, il y a trois ans, une ou deux conférences, sur le méme 
sujet, dans le Séminaire mathématique de l’Ecole Polytechnique de Munich. 
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rotation autour du point O, rotation qui transforme en elles-mémes 
toutes les sphéres 


X,? + X,? + X, — vw? XP=—0, 
quel que soit A, 
Les équations qui lient dans ce cas les coordonnées de deux points 
X et Y correspondants, c’est-a-dire tels que AY = XA, sont: 
A, Y,+A,¥Y;—A,Y,+4,Y¥,= X,A,+ X, A; — X34,+ XA), 
—A, ¥,+ A, ¥,+ A; Y,+ A, ¥,= —X,A,+ X,4,+ X, 4, + X, Ay, 
A, Y,—A,¥,+A;¥,+A,¥j;= X,A,—X,A,+ X;4,+ X,A;, 
—A,Y,— A, Y,— A; Y;+ A, ¥,=— X, A, — X,A,— X3 43+ X,A,, 
(en supprimant le facteur de proportionnalité qui devait figurer devant 
les premiers membres de toutes ces relations). Ces équations, dans le cas 


ot A,?-+ A,?+ A;? 2 0, peuvent étre remplacées par les suivantes: 


A, Y, — A, Y, + 4,Y;= A,X, + A,X, -- A, X;, 

A, ¥,;+ A, ¥,— A, Y¥; = — A,X, + A,X, + A, Xz, 

—A,Y,+4,¥,+ 4,¥;= A,X, — A,X, + A,X;, 
Y, = X,. 


Dans les trois premitres de ces équations on reconnait les for- 
mules de M. Hermite relatives aux transformations linéaires de la 
forme X,*-+ X,?-+ X,? en elle-méme. La résolution de ces trois 
équations par rapport 4 Y,, Y,, Y; conduit aux fameuses formules 
d’Kuler qui donnent les expressions des neuf coefficients d’une sub- 
stitution orthogonale ternaire,.en fonction de trois paramétres corre- 
spondants 

uv 4 ? 2, 4s . 
{ { 4 

Les points A dont les coordonnées annullent les numérateurs des 
neuf expressions dont il s’agit, représentent des rotations qui aménent 
les diverses arétes du triédre des coordonnées rectangulaires a tomber 
sur les trois faces de ce méme triédre. Lieux de ces points sont neuf 
surfaces du second degré U?, dont chacune coupe S? suivant quatre 
droites, et qui sont toutes leurs propres polaires réciproques par 
rapport & la surface S? (d’aprés le n° 59). 

On doit & M. Darboux*) la remarque importante que ces neuf 
surfaces U? forment avec S? (surface qui constitue précisement le lieu 
des points A dont les coordonnées annulent le dénominateur commun 


*) Darboux: Sur la surface @ seize points singuliers et sur les fonctions 
© a& deux variables (Comptes Rendus, 1881, tom. 92, p. 685). 
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A+ A,?-+ A,?-++ A,? des neuf expressions considérées) un systeme 
de dix surfaces fondamentales, pareil & celui qu’on rencontre dans 
‘étude de six complexes fondamentaux de M. Klein*). 

On sait qu’a un tel systeme sont attachés quinze tetraédres 
fondamentaux. Parmi ces tétraédres il y en a six qui sont conjugués 
par rapport & chacune des dix surfaces fondamentales; ces six tétraédres 
forment toujours deux systémes desmiques conjugués l’un a autre. 
Dans le cas actuel, les six tétraedres fondamentaux conjugués a 
la sphere S? ne sont autre chose que les six tétraédres, dont les 
sommets représentent les rotations qui superposent & lui-méme un 
cube ayant pour axes les trois droites OX,,OX,, OX,, tétraedres 
que nous avons déja eu a considérer (n° 56). 


Vil. 


Sur quelques propriétés de la composition des rotations sphériques. 


64, Deux rotations sphériques sont échangeables entre elles, lors- 
que les homographies du cercle 4 l'infini qui les accompagnent le sont 
aussi. Ainsi donc, conformement i ce que nous savons (n° 16), deux 
rotations sphériques seront échangeables entre elles 1° dans le cas ov 
leurs axes coincident; 2° dans le cas oi elles constituent des renverse- 
ments (symétries) autour d’axes rectangulaires entre eux; leur résul- 
tante équivaut alors & un renversement autour d’un axe perpendiculaire 
aux deux premiers. 

Une homographie A, établie sur le cercle C.., peut étre considérée 
d'une infinité de maniéres comme produit de deux homographies in- 
volutives (Voir n° 26). Il en est naturellement de méme pour les homo- 
graphies déterminées, par la rotation sphérique A correspondante, sur 
les divers cercles dont l’axe coincide avec Vaxe de cette rotation. 
A cette propriété correspond le théoreme bien connu qu'une rotation 
effectuée autour dun point O de Vespace peut étre décomposée dune 
infinité de maniéres en deux renversements autour de deux droites a et b 
issues de O et situées dans le plan équatorial de cette rotation. Liangle 
de deux pareilles droites a, b est constant et égal a la moitié de 
Yangle # de la rotation considérée. 

On sait bien qu’en partant de cette décomposition des rotations 
sphériques en renversements on peut obtenir aisément la con- 
struction du produit de deux pareilles rotations, déterminées par leurs 
plans équatoriaux et leurs angles. 

65. D’aprés une propriété démontrée au n° 24 a propos des 


*) F. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten 
Grades (Math. Annalen, t. Il), 
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homographies binaires conjuguées, le lieu des points qui représentent les 
produits d’une méme rotation A par les divers renversements effectués 
autour de O est le plan polaire de A par rapport a la sphére S?. Le 
méme plan est aussi le lieu des points qui représentent les produits 
des divers renversements effectués autour de O par la rotation A. Il 
suit de li que: 

Lorsqu’on a deux rotations A, et A,, conjugucées entre elles, on peut 
déterminer deux renversements R, et R, tels que Von ait 
R,A,= A, et A, = A,R,, 
ou bien 

A,=R,A, et A,R, = A,. 


Ainsi done deux rotations A,, A, conjuguées entre elles sont carac- 
térisées par les relations 


A, A, = A,A," et A,-'A,=A,"'A,, 


dont chacune est une conséquence de lautre. 
Les deux renversements 


R, = A, A,-' = A,A,-! et R, = AA, = AA, 


doivent avoir respectivement pour axes les deux rayons s et ¢, qui se 
correspondent aussi bien dans la rotation A que dans la rotation B 
(voir n® 53), 

66. Soient deux rotations A, et A, autour du point O et con- 
sidérons les deux positions 2, et 2, que prend un corps solide 2, 
lorsqu’on lui applique ces deux rotations. Il est visible que pour 
passer de la position 2, i la position X,, il faudra amener d’abord 2, 
i la position 2 au moyen de la rotation A,—' et puis passer de la a 
la position 2, au moyen de la rotation A,. Ainsi done la rotation 
autour du point O qui méne de la position 2, a la position 2, est 
représentée par le produit A,—'A,. Quant a la rotation inverse de la 
précédente, c’est-a-dire celle qui méne de la position 2, a la position 
2, elle sera de méme A,~'A,. Si au rayon s correspond dans les 
deux rotations A, et A, un méme rayon ¢, on voit que la rotation 
A,—'!A,, ainsi que la rotation A,—'A,, aura pour axe la droite ¢. 

Dans le cas ot les deux rotations A, et A, sont conjuguées entre 
elles, on a, comme nous venons de voir, A,-!A, = A,—'A,. Dans ce 
cas la rotation qui méne de la position 2, & la position 2, équivaut 
% un renversement, c’est-i-dire que les deux corps 2, et 2, sont 
symétriques par rapport 4 un certain axe ¢ issu de O. 

Considérons maintenant trois rotations quelconques A,, A,, As, 
effectuées autour du point O. Ces trois rotations sont, en général, 
conjuguées par rapport 4 une seule rotation A,, représentée par le 
pole du plan qui contient les points A,, A,, As. 

















Sur une représentation des rotations sphériques. 359 





Soient 2, 2, 23, 2 les positions que prend un corps 2 par 
suite des rotations A,, A,, A,, Ay. On voit que l’on pourra passer 
de la position 2, aux trois positions 2,, 2, 2, par trois ren- 
versements : 


R,=4,;*4,, R,=A,'A,, R, = AA, 


effectués autour de trois droites a,, a., a, issues du point O. Puisque 
maintenant les trois rotations A,, A,, A, sont arbitraires, on voit que 
’on a cette proposition: 

Trois corps égaux 2, X,, 2, ayant en commun un point O de 
Vespace, sont les symétriques d'un méme corps 2, par rapport a trois 
AXLES Ay, Ay, a, issus du point O*). 

Il est visible que la rotation qui méne de la position 2, a la 
position X, sera égale au produit des deux renversements R,, R,. Le 
plan de cette rotation sera par conséquent celui qui contient les axes 
a, et a,; de plus langle de cette rotation sera égale au double de 
langle compris entre les deux droites a, et a, (n° 64). 

La proposition précédente, qui résume toutes les propriétés de 
trois corps égaux ayant un point en commun, aurait pu étre établie 
directement dune maniére assez simple. Elle pourrait ainsi con- 
duire & la construction bien connue de la résultante de deux rotations 
sphériques, lorsqu’on suppose donnés les plans équatoriaux et les angles 
de ces rotations, 

67. Il est aussi aisé de démontrer directement cette autre 
proposition : 

Trois corps égauz 2, 2, 2X, ayant en commun un point O de 
Vespace sont les symeétriques dun méme corps X, par rapport a trois 
plans a,, @, a, passant par le point O**). La rotation qui méne 
de la position 2, & la position 2, a pour axe l’intersection des deux 
plans a, et a, et son angle est égal au double de l’angle comprise 
entre les deux plans a, et ay. 

En remarquant maintenant que les rotations A,, A,, A;, qui 
ménent de 2, 4 2, de D, a 2, et de &, a Z,, constituent trois 


*) Cette proposition, a été étendue pour l’espace par M. Halphen dans 
une note Sur la théorie du déplacement (Nouvelles Annales de Math., 3*™¢ série, 
tom. I, 1882). La proposition de M. Halphen consiste en ce que trois corps 
égaux, situés d’une maniére quelconque dans l’espace, sont les symétriques d’un 
méme corps par rapport & trois droites déterminées de l’espace. 

**) A cette proposition correspond dans le plan cette autre, contenue aussi 
comme cas particulier dans le théoréme mentionné de M. Halphen, que trois 
figures égales situées dans un méme plan sont les symétriques d’une méme figure 
par rapport a4 trois droites de ce plan. Voir ma note Sur quelques proprictés de 
trois figures égales situées dans un méme plan (Bulletin de la Soc, Philomath. 
de Paris, 7*me série, tom, VI, p. 12; 1881). 
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rotations quelconques telles que A, A,A, =O, on déduit de la propo- 
sition précédente que: 

Si Von a trois rotations A,, A,, A, telles que Von ait A, A, A,= 0, 
Pangle d'une quelconque A; de ces rotations sera égal au double de langle 
compris entre le plan A;O A; et le plan A;O A, (i,j,k cant une per- 
mutation circulaire de 1, 2, 3). 

De la on déduit aussi la construction bien connue de la résul- 
tante de deux rotations sphériques lorsqu’on donne les axes et les 
angles de ces rotations. 


Vill. 


Construction du produit de deux points. 


68. Etant donnés deux points arbitraires A et B et que l'on con- 
sidére les deux rayons s et ¢ issus de O, qui soient tels que dans la 
rotation A au rayon s corresponde le rayon ¢ tandisque dans la rotation 
B au rayon ¢ corresponde le rayon s, on voit que les deux rotations 
AB et BA ont respectivement pour axes les rayons ¢ et s. Comme 
maintenant (d’aprés le n° 51) les rayons s et ¢ sont précisement ceux 
attachés 4 la droite d qui joint le point A au point B-', on 
voit que: 

La droite OC, sur laquelle se trouve le produit C= AB de deux 
points A et B de Vespace, coincide avee le rayon t attaché (dapres le 
n° 50) a la droite d qui joint le point A au point B-'. (De méme, la 
droite qui joint le point O au point BA doit coincider avec le rayon s 
attaché a la droite d considérée). 

Maintenant, comme la projection orthogonale de la droite OC 
sur le plan AOB est paralléle & d, c’est &-dire passe par le milieu 
‘du segment A B, on voit bien que: 

Etant donnés trois points A,, A,, A, tels que A, A, A, = O, les 
plans menés par les droites O A,, OA,, OA, perpendiculairement aux 
plans A,OA,, A,OA,, A,OA, passent respectivement par les milieux 


des segments A,A,, A,A,, A, Ay. 

69. Pour achever la construction du point C = AB lorsqu’on 
connait la droite OC, on peut chercher la projection orthogonale C, 
de ce point C sur le plan AOB, projection qui doit nécessairement 
se trouver sur la médiane passant en O du triangle AO DB. 

La construction de ce point C,, qui n’est autre chose que la trace 
sur le plan AO B de la droite joignant C au pole du plan AOB par 
rapport a la surface S?, peut étre effectuée, d’aprés le n° 29, sans 
sortir du plan AOB, de la maniére suivante: 















i= 






Sur une représentation des rotations sphériques. 


361 











































Sur les droites OA et OB on détermine deux points A’ et B’ 
tels que Yon ait entre les distances OA et OA’, OB et OB les 
relations 

0A-OA =—1, OB-OB=-1. 

On éléve ensuite en ces points A’ et B’ des perpendiculaires sur 
les droites 0A et OB respectivement (lesquelles perpendiculaires con- 
stituent les polaires des points A et B par rapport au cercle suivant 
lequel la sphére S? est coupée par le plan AOB). Soient B, et A, 
les points od ces perpendiculaires vont rencontrer les droites OB et 
OA. Le point d’intersection des droites AB, et BA, sera le point 
cherché QC). 

Comme cette construction emploie les deux points A et B d’une 
maniére symétrique, il est visible que le point C, est aussi bien la 


u projection du point AB que celle du point BA. Les deux points AB 
1 et BA sont done symétriques par rapport au plan AOB (Voir n° 30), 
’ Lorsque le point A ou le point B est 4 linfini, le point C, coin- 
¥ cide avec le point B, ou avec le point A,; si les deux points A et B 
. sont & Vinfini, C, coincide avec 0. 
. Dans le cas od les deux points 4 et B représentent des rotations 
conjuguées, le point C, coincide avec le milieu du segment A, B,. 
- 70. Lorsqu’on considére les divers produits C de deux points A 
le et B, appartenant respectivement 4 deux droites a et b issues de O, 
. on voit que le lieu de ces points C est un hyperboloide 7%,, com- 
. pletement déterminé par les propriétés (métriques) du systéme des deux 
C droites a, b (prises dans cet ordre) et de la sphére S?. 
at Cet hyperboloide 7%, contient les droites a, b ainsi que les généra- 
trices de S? appuyées sur a et les directrices de S* appuyées sur b. 
Toute génératrice de cet hyperboloide rencontrant la droite a en un 
les point A est le lieu des produits du point A par les divers points de b. 
Ux Le plan qui touche 7; een ce point A fait avec le plan ab un angle 
ue égal a la moitié de l’angle de la rotation représentée par le point A 
(n° 67). — De méme, toute directrice de 7%, rencontrant } en un point 
on B est le lieu des produits des divers points de @ par le point B. Le 
C, plan tangent de 77, en B forme également avec le plan ab un angle 
ent qui, changé de signe, est égal 4 la moitié de l’angle de la rotation 
représentée par B. 
ace Le produit de deux points A et B, appartenant respectivement 
par aux droites a et b, sera donsé par lintersection de la génératrice de 
ans Ti» issue de A et de sa directrice issue de B. 
Les deux droites de cette surface qui sont respectivement pa- 
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relléles & @ et & Db se rencontrent en un point P qui représente le 
produit des deux renversements effectués autour des droites a et b. 
Ce point est situé sur la perpendiculaire élevée en O sur le plan ab 


et sa distance au point O est égale 4 la tangente de l’angle ab. 
Il est visible que cette surface aura pour centre le milieu du 
segment OP, et que les directions de ces axes seront celles de la 


droite OP et des bissectrices de l’angle ab. 

D’aprés le n° 32 cet hyperboloide doit couper le plan a J’infini 
suivant une conique dans laquelle se trouvent inscrits une infinité de 
quadrilatéres circonscrits au cercle C.. On voit par la que cet hyper- 
boloide ne différe point de celui considéré d’abord par Steiner et 
Chasles et que M. H. Schroeter désigne sous le nom d’hyperboloide 
orthogonal*). 

Dans le cas ot les deux droites a et b sont orthogonales entre 
elles ’hyperboloide dont il s'agit devient un paraboloide coupant le 
plan a l’infini suivant des droites situées dans des plans perpendiculaires 
& a et a D. 

L’hyperboloide Tre est naturellement le symétrique de 7%, par 
rapport au plan ab. 


IX. 
Nouvelles propriétés des surfaces U* coupant S* suivant quatre droites. 


71. A cdté des surfaces 7’? que nous venons de considérer, comme 
lieux des produits de deux points appartenant respectivement 4 deux 
droites issues de O, il convient d’envisager plus généralement les sur- 
faces du second ordre U? qui sont lieux des produits de deux points 
A et B appartenant respectivement & deux droites a et b quelconques 
de espace. Une pareille surface U?, correspondant ainsi a deux 
droites a, b, passe par les génératrices g’, g’ de S* appuyées sur a 
ainsi que par les directrices h’, h” de S? appuyées sur b (d’aprés la 
Note du n® 31). 

Les surfaces du second degré ayant cette propriété de couper S? 
suivant quatre droites, sont en nombre cing fois infini. Mais comme 
un couple de droites de espace ne dépend que de huit paramétres, il 
faut bien qu'il y ait une triple infinité de couples de droites a, b con- 
duisant &4 une méme surface U?. Et, en effet, si l’on a une surface 
U?, correspondant a deux droites a et b, on pourra encore l’obtenir 
en remplagant a par la droite Jieu des produits des divers points de a 


*) H. Schroeter: Ueber ein einfaches Hyperboloid besonderer Art (Journal de 
Borchardt t. 85, p. 26—79; 1877). 
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par un point M arbitraire, et en remplacant aussi b par la droite lieu 
des produits du point M- par les divers points de b. 

Nous savons déji que les divers couples de droites a, b auxquelles 
peut correspondre une surface U?, doivent étre telles que a s'appuie 
sur les génératrices de S? situées sur U? et que b s’appuie sur les 
directrices de S? situées sur U?. Reste done encore une condition a 
laquelle doit satisfaire le couple des droites a, b. 


Les conditions dont il s’agit se présentent sous une forme bien 
intéressante lorsqu’on considére les couples de rayons s, et ¢,, s, et t,, 
respectivement attachés aux deux droites a et b. 

Toute rotation représentée par un point A de a@ améne s, & la 
place de ¢,; de méme toute rotation représentée par un point B de b 
améne s, & la place de ¢,. On voit par li que dans les rotations B le 
rayon ¢, vient & coincider successivement avec les génératrices d’un semi- 
cone de revolution @, ayant pour axe le rayon ¢,, semi-cdne dont l’ouver- 
ture doit étre égale au double de l’angle compris entre les deux rayons 
t, et s,. Cela revient & dire que dans les rotations AB, représentées 
par des points de la surface Ui», le rayon s, attaché a la droite a vient 
a coincider avec les diverses génératrices dun semi-cone de révolution 
Q, déterminé. 

Ainsi done si l'on considére les rayons s,, t, et S,, t, attachés re- 
spectivement a deux droites a et b de Vespace, on remarque que 
pour tous les couples de droites a, b, qui conduisent ad une méme sur- 
face U*, les deux rayons s, et t, doivent étre fixes, tandisque les deux 
rayons t, et s, doivent former entre eux un angle constant. Dans le 
cas ot la surface U? est formée par deux plans tangents de S?, les 
deux rayons s, et ¢, doivent se trouver dans un plan tangent de S®. 

Si les rayons attachés & une droite d sont s et ¢, les rayons 
attachés & la polaire reciproque de d pour rapport a S? seront s et 
—# (n° 50). On voit par la aisement que la surface U? qui corre- 
spond a& deux droites a, b est la méme avec celle qui correspond aux 
droites a’ et b’, polaires réciproques de a et de b par rapport a S*. 

Tl est également aisé de voir que 

Si lon a deux droites a, b dont les polaires réciproques par rap- 
port a@ S? soient a’, b’, la surface U® qui correspond aux droites a, V', 
ou bien aux droites a’, b, est la polaire réciproque par rapport a S? 
de la surface U* qui correspond aux droites a, b, on bien aux 
droites a’, U. 

En se reportant 4 ce qui a été dit au n° 59 & propos des sur- 
faces U* que nous considérons ici, on reconnait aisément quelle est 
la condition 4 laquelle doivent satisfaire les rayons s,, ¢, et s,, t,, 
attachés aux deux droites a et b, pour que la surface U? correspon- 
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dante passe par le point O ou touche le plan a linfini. Ainsi l'on 
voit que pour que le premier cas ait lieu il faut que l'on ait ¢,s, = s,t,, 


A A 
tandisque pour que le second ait lieu il faut que l’on ait ¢,s, = s,¢, + a. 

Du reste, il est aisé de voir directement que, lorsque la surface 
U2, passe par le point O, les points des droites a, b qui sont situés 
en ligne droite avec le point O sont symétriques par rapport a ce 
point, tandisque cette surface touche le plan @ l’infini dans le cas od la 
droite polaire de a rencontre la symétrique de b par rapport & Q (dans 
ce dernier cas la polaire de 6 rencontre aussi la symétrique de a par 
rapport a 0). 

La surface U* qui correspond a deux droites a, b qui se confon- 
dent passe par le point O. Cette méme surface correspond a deux 
droites qui coincident avec la polaire a’ de a. Une pareille surface 
peut aussi étre considerée comme surface 7’? (n° 70), c’est-ai-dire comme 
correspondant a deux droites issues de O et appuyées respectivement 
sur les génératrices et les directrices de S* qui rencontrent aussi bien 
la droite a que sa polaire a. On déduit de la que: Si Von con- 
sidére une droite d et les deux rayons s et t issus de O qui lw sont 
attachés, le produit de deux points quelconques A et B de cette droite 
coincide avec le produit de deux points A’ et B’ convenablement choisis 
sur les rayons s et t*). 

La surface U? qui correspond 4 deux droites a, b symétriques 
par rapport au point O est composée par les deux plans tangents de 
S? qui passent par le rayon ¢ attaché 4 la droite a. Ii est pourtant 
& remarquer que tant que le produit des deux points A, B, apparte- 
nant respectivement aux droites a, b, est déterminé, ce produit coin- 
cide avec un point de la droite ¢ (n° 68). 

La surface U* qui correspond a deux droites a, b, polaires réci- 
proques par rapport & S*, touche le plan a l'infini au point qui est le 
produit des points 4 linfini A, et B, des droites a et b. Les deux 
droites de cette surface U? situées dans le plan 4 linfini sont 1° le 
lieu des produits des points de a par le point B,, 2° le lieu des 
produits du point A, par les points de } (n° 24). La surface U? 
se compose de deux plans dans le cas ot une des droites a, b ren- 
contre le cercle C. et od l'autre touche le cdne K? qui projette du 
point O ce méme cercle. 


*) Si R, est le point a linfini de la droite d= AB, on aura A’ = AR,, 
B = R,B. Les points A’ et B’ seront ainsi respectivement conjugués aux points 
A et B par rapport a S? (n° 65, 66). 
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X. 
Représentation des anastrophies sphériques par des plans de |’espace. 








































A cdté des rotations effectuées autour du point O nous savons 
quil y a encore une autre catégorie d’homographies de l’espace qui 
transforment en elles-mémes toutes les spheres ayant leur centre en O 
et qui établissent aussi des homographies sur le cercle 4 l’infini. Ces 
transformations jouissent pourtant de cette propriété distinctive de changer 
le sens des figures solides, et d’échanger par conséquent entre eux les 
deux systemes de droites de toute sphere ayant son centre en O (voir 
le n° 39). 

On pourrait désigner ces transformations sous le nom d’anastrophies 
sphériques, le nom d@’anastrophie*) pouvant servir en général & désigner 
les homographies du plan ou de l’espace qui laissent invariables les 
dimensions des figures mais qui changent leur sens en l’opposé. 
Parmi les anastrophies sphériques ayant lieu autour du point O 


se distingue la symétrie ayant pour centre le point O. Cette corre- 

. spondance a pour effet de faire correspondre 4 chaque rayon issu de 

l O son opposé, tandisqu’elle transforme en lui-méme tout plan orienté 
passant en O. 

8 Toute autre anastrophie relative au méme centre peut étre con- 


sidérée comme le produit d’une rotation A, effectuée autour de O, 
par la symétrie O. Dans une pareille anastrophie l’axe de la rotation 
A correspond a lui-méme mais changé de direction. Par contre le 
t plan équatorial de A correspond encore & lui-méme, tout en conservant 
- son orientation. J’appellerai ce plan base de |’anastrophie considérée. 
- On voit aisement que si une anastrophie est le produit d’une 
rotation A par la symétrie O, elle est aussi le produit de la symétrie 
- O par la rotation A. Une anastrophie attachée de cette maniére a 


e une rotation A pourrait donc étre représentée par le point representatif 
x de cette rotation. Il vaut pourtant bien mieux de la représenter par 
e le plan polaire de ce point par rapport a la surface S*. La symétrie 
8 ayant pour centre le point O sera représentée de cette maniére par 
in le plan a Vinfini. 

\- Parmi les anastrophies sphériques effectuées autour du point O 
lu on a aussi & remarquer celles qui consistent en une symétrie ayant 


pour base un plan @ passant par O. Une pareille anastrophie est 
représentée par sa base. 

' De méme que les rotations représentées par des points d’une 
ts droite d font correspondre & un rayon s issu de O un autre rayon ¢ 
*) "Avacteog?}, de dvacteépa, signifie une opération de rétournement ou 
: bien de changement d’ordre. 
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issu de O, de méme les anastrophies représentées par des plans passant 
par cette méme droite d font correspondre au rayon s le rayon t. 

Une rotation A et une anastrophie 6 seront dites conjuguées si 
le point A se trouve dans le plan 6. On voit ainsi que la symétrie 
ayant pour centre le point O est une anastrophie conjuguée 4 tous 
les renversements (symétries) ayant lieu autour d’axes passant en O. 
De méme la rotation nulle O est conjuguée a toutes les anastrophies 
symétriques ayant pour bases des plans passant en O. 

Etant données une rotation A et une anastrophie £, il n’y a en 
général aucun rayon s (qui ne rencontre point C,) issu de O auquel 
correspondent, dans la rotation A et dans l’anastrophie 6, deux rayons 
qui coincident entre eux, Cependant, dans le cas ot la rotation A 
est conjuguée 4 l’anastrophie #, il y a une infinité de rayons s issus 
de O auxquels correspondent dans les deux transformations deux rayons 
t identiques (voir le n® 52). Il est aussi 4 remarquer que pour qu'une 
rotation A soit conjuguée a une anastrophie # il suffit qu’é un rayon 
s issu de O corresponde dans les deux transformations un méme 
rayon t. 

De méme qu'on peut obtenir toutes les rotations conjuguées a 
une rotation donnée A en multipliant cette rotation A par les diverses 
rotations symétriques , ou bien en multipliant les diverses rotations 
symétriques R par la rotation A, de méme on peut obtenir les diverses 
anastrophies sphériques conjuguées & une rotation donnée A en com- 
binant cette rotation dans |’un ou dans l'autre ordre avec les diverses 
anastrophies symétriques ayant pour bases les plans passant en 0. 

Etant données trois anastrophies sphériques arbitraires @,, a, a, 
on peut trouver une rotation A, telle que les produits de cette rotation 
par trois anastrophies symétriqdes (par rapport a trois plans issus 
de QO) coincident précisement avec les anastrophies a,, @,, a. Cette 
rotation Ay, devant étre conjuguée aux trois anastrophies a,, @,, as, 
devra étre représentée par le point d’intersection des trois plans 
@,, @, a. De la on déduit la proposition du n° 67 relative a trois 
corps égaux ayant le point O en commun. 

La plupart de ces propriétés des anastrophies sphériques n’ap- 
paraissent que comme des corollaires immédiats des propriétés des rotations 
sphériques que nous avons étudiées dans ce qui précéde. Nous avons 
tenu pourtant 4 ne point les passer sous silence puisque ce sont pré- 
cisement certaines propriétés analogues aux précédentes qui permettent 
@arriver 8 une représentation bien convenable des déplacements plans 
par des points de l’espace. Dans un occasion prochaine nous espérons 
pouvoir publier les résultats de nos recherches sur ce dernier sujet. 
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Ueber die Ableitung der singuliren Lésungen eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen aus den Differential- 
gleichungen selbst. 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


In der 15'" Vorlesung der Legons sur le caleul des fonctions 
(Ausgabe von 1806) beschiiftigt sich Lagrange eingehend mit der 
Frage, in welcher Weise sich die singulire Integralgleichung einer 
Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln aus der Differentialglei- 
chung selbst ableiten lasse. Seitdem ist diese Frage hauptsiichlich 
wohl nur in Betreff der Differentialgleichung 1. O. von Neuem unter- 
sucht worden und fiir diese hat namentlich Herr Darboux in dem 
Aufsatze ,Sur les solutions singulitres des équations aux dérivées 
ordinaires du premier ordre“*) das Lagrange’ sche Kriterium weiter 
verfolgt und zugleich die verschiedenen Fille, die bei den Anwendungen 
des Satzes eintreten kénnen, einer interessanten geometrischen Dis- 
cussion unterzogen. Dagegen ist mir nicht bekannt, dass man bei 
der Differentialgleichung ». Ordrrung wesentlich iiber die Lagrange’- 
schen Resultate hinausgegangen wire. Nach dem Bericht im 9'" 
Bande des Jahrbuchs iiber die Fortschritte der Mathematik hat aller- 
dings Herr Zajagzkowski die Frage allgemein fiir ein System ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen aufgenommen und den Darboux’- 
schen Satz hierauf ausgedehnt. Aber seine Abhandlung ist polnisch 
geschrieben und, soweit ich weiss, bisher noch nicht iibersetzt worden, 
zur Zeit also fiir die Mehrzahl der Mathematiker so gut wie verloren. 
Ueberdies kann man die Aufgabe, die singuliren Lésungen aus den 
Differentialgleichungen selbst zu finden, von sehr verschiedenen Seiten 
aus in Angriff nehmen und es wiire daher ein eigener Zufall, wenn 
meine Ableitung mit der von Herrn Zaja¢zkowski angewandten genau 
zusammenfiele. Diese Erwigungen lassen mich hoffen, dass der folgende 
Versuch, das Problem allgemein zu lésen, nicht ganz itiberfliissig 


*) Bulletin des sciences mathématiques. t. IV, p. 158. 
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erscheinen werde, und insbesondere sollte es mich freuen, wenn er 
Herrn Zajagzkowski bestimmte, seine Untersuchungen in Ueber- 
setzung zu verdffentlichen., 

Was nun die Eintheilung meiner Arbeit betrifft, so behandelt der 
erste Paragraph die Aufgabe fiir den allgemeinen Fall eines Systems 
von  Differentialgleichungen 1. O. zwischen m+ 1 Variabeln, im 
zweiten werden die gewonnenen Siitze an einigen einfachen Beispielen 
erliutert, der dritte Paragraph endlich bringt eine neve Ableitung fiir 
den speciellen Fall der Differentialgleichung ». O. Ich vermeide dabei 
absichtlich den sich zuniichst darbietenden Lagrange’schen Weg, 
welcher von der Art ausgeht, wie die singuliire Integralgleichung aus 
einem Integrale entsteht. Einmal nimlich kann unter Umstiinden ein 
System von » Differentialgleichungen 1. O. nur solche singulire 
Lésungen zulasseu, die weniger als » — 1 willkiirliche Constanten ent- 
halten, und dann existirt gar keine singulire Integralgleichung dieser 
Art. Weiter aber gilt auch der Satz von Lagrange, wonach jedem 
lutegrale dieselbe singuliire Integralgleichung zugehéren soll, fiir ein 
System gewodhnlicher Differentialgleichungen jedenfalls nicht mehr 
ausnahmslos, wie sofort erhellt, wenn man an den Grenzfall denkt, 
in welchem das System aus » einzelnen Differentialgleichungen zwischen 
je zwei Variabeln besteht, die nur die unabhingige Variable gemein 
haben. Aus diesen Griinden benutze ich immer nur die Grunddefinition 
der singuliren Lésungen, dass dieselben, solange man den Integrations- 
constanten constante Werthe lisst, nicht in den vollstindigen Lésungen 
enthalten sein diirfen. Die Resultate aber sind dieselben, die man 
auch auf dem erstgenannten Wege erhiilt, und in vollstiindiger Ueberein- 
stimmung mit Lagrange®*) erscheint fiir ein System von m Differen- 
tialgleichungen 1. O. zuniichst das wenigstens theilweise Unbestimmt- 
werden der Werthe der zweiten Differentialquotienten, wie sie sich 
direct aus den ersten Ableitungen der vorgelegten Differentialglei- 
chungen ergeben, als nothwendiges Kriterium der singuliren Lésungen, 
ein Kriterium, das dann aber erst noch weiter entwickelt werden 
muss, wenn man einen brauchbaren Satz erhalten wiil. — 


§ 1. 
Das System von » gewohnlichen Differentialgleichungen 1. 0. 
Es seien: 
(1) PS, Bq5 . + 09 Bay By y+ > yp Se) OO 
{a 1,2,...,% 
n gegebene Differentialgleichungen 1. O., welche die m Differential- 
quotienten : 


*) Lecons p. 2265. 
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,_ 4x, 

“= ~da 
als Functionen von x, 2,,..+,%, definiren und eine solche Form be- 
sitzen, dass sie fiir die Unbekannten x,’ , . . ., Xn keine vielfachen Wurzeln 
zulassen und dass iiberdies bei unbestimmtem x die ersten partiellen 
Differentialquotienten der Functionen F', bestimmt und endlich bleiben 
fiir alle bestimmten endlichen Werthe von %,,...; ny Uy. +) La. 

Unter Umstiinden wird es méglich sein, die Gleichungen (1) etwa 

dadurch zu erfiillen, dass man bei unbestimmtem z,’,..., x, fiir 
Bay + <5 Baap Zmtiy +++) , passende Functionen von 2, X41, ..-, Ln 
setzt. Von Lésungen der Gleichungen (1), die solchen Zufilligkeiten 
ihre Entstehung verdanken, sehe ich ab und beschriinke, indem ich 
zugleich von vornherein x als die unabhiingige Variable vorgeschrieben 
annehme, den Begriff der Lésungen fiir das Folgende dahin, dass unter 
einem System Lésungen der Gleichungen (1) immer nur » Gleichungen 
von der Form 


Ly = Pi (X), Ly = Pp (X), «--, Ln = Pn (x) 
verstanden werden sollen, die nicht nur den Gleichungen (1) selbst, 
sondern zugleich auch irgend einem System Auflésungen dieser Glei- 


chungen nach den Differentialquotienten x,',..., x, identisch gentigen. 
Dies vorausgeschickt sei nun: 

J RA [ e Yr 4 : 

(2) “= X;i(z, Ly + 2 0 Xn) 


irgend ein Werthsystem der Differentialquotienten, welches die Glei- 
chungen (1) identisch erfillt, und: 

(3) Hy = Pil ¥, Cy, Cy, +. +) Cn) 

das zugehérige System vollstiindiger Lésungen dieser Gleichungen. 
Ergiebt dann die Auflésung der » Gleichungen (3) nach den » Inte- 
grationsconstanten ¢,, ¢,, .. +, Cn: 


: f : C = fi(@, Hy)... +) Sn), 
so ist identisch: 
(4) Xj = Mi l@, fy, fo, - - +) fa) 

und durch Substitution dieser Werthe der Constanten in die aus (3) 
folgenden Gleichungen: 


(5) Ly = Pex = Yi (a, C1, Cy). - «5 Cn) 
entstehen die » Gleichungen: 
(6) UH = Wil@, fi, for---fa)s 


die mit den Gleichungen (2) zusammenfallen miissen. 

Nach der cbigen Festsetzung geniigt daher jedes System Loésungen 
der Gleichungen (1) nothwendig einem System von der Form (6), 
das irgend einem System vollstindiger Lisungen der Gleichungen (1) 
in der angegebenen Weise zugehort. 














) 
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Mit Riicksicht auf die in (5) enthaltene Definition der Functionen 
y giebt aber die vollstindige Differentiation der Identitiiten (4): 


k=n d 
(7) 5 = Wi(@, fis fer ++» fr) + Divi oe 
=1 


also kann man die Gleichungen (6) so schreiben: 


XN d 


Jedes System Lésungen der Gleichungen (6) fiir welches nicht 


(9) DO fi Or fe +++ Pala =0 


wird, ertheilt hiernach den Functionen /,, f,,..., f, coustante Werthe 
und ist daher in den vollstiindigen Lésungen (3) enthalten. 

Besitzen also die Gleichungen (6) singuldre Lésungen, so miissen 
diese nothwendig der Bedingung (9) geniigen und folglich die Eigen- 
schaft besitzen, dass nach Substitution der ihnen zugehirigen Werthe 
VON Ly, +++ Uny Ly y++ +) Xn die nm aus (8) hervorgehenden Gleichungen: 


fe. f, 4 f, 
(10) ss i =F ia te Oh x)= 9 


die sweiten Differentialquotienten x,",..., %, nicht mehr vollstindig 
bestimmen. 

Nun sind die Werthe (6) Auflésungen des Systems (1). Bezeichnet 
man also ihre Substitution durch ( ), so hat man fiir alle beliebigen 
Functionen «,,...,%, von x identisch: 


(Fy) = F(a, yy. +) Buy Wyy- - +) Va) =O 
und damit auch: 


A=n A=n 
‘ ‘ 1, ay, 
29 = (Fiz) +>) Fianas +>) Pia) 4 =0. 
asi A=1 


Andrerseits ist nach (7) und (8) 
Un (@, fi» fos oe «> fn) =x, —~ M, 
und folglich: 
dy, _,, ~= aM, 
da ~*~ “az 3 
daher gelten identisch die » Relationen: 


hA=n A=n A=n 
1 


a (EF; x4) ee = (Px) + > (F'%p) +e LiF %) 


A 













372 A, Maver. 


sieetearirs are dM are : : 
Hierin sind die Coefficienten der iz und der 2, einander identisch 


gleich, Wenn daher fiir irgend ein System Functionen 2,,..., 2 
von x die » linearen Gleichungen: 
A=n h=n 


(11) (Fiz) + >) ei(Fins) +>! af (Fini) = 0 


die » Unbekannten z,”,..., 2, bestimmen, so gilt fiir dasselbe Func- 
tionensystem das Gleiche immer auch von den m Gleichungen (10). 
Jedes System singuliirer Lésungen der Gleichungen (6) muss also 
nothwendig die EKigenschaft haben, dass nach Substitution desselben 
die » linearen Gleichungen (11) nicht mehr die » Unbekannten 
X,",- «+, @, bestimmen. 

Nach unsrer zweiten Annahme iiber die Form der gegebenen 
Gleichungen (1) bleiben nun bei unbestimmtem «2 die Coefficienten 
der Gleichungen (11) bestimmt und endlich fiir alle bestimmten end- 
lichen Werthe von z,,..., %n, %,',..-, %, und nach der ersten Voraus- 
setzung ist die Determinante: 


(S'+ Fy a) . Fy 2)... Fixe) 

nicht an sich Null, Fiir jedes System Functionen 2,,...,%, von 2%, 
welches diese Determinante von Null verschieden lisst, bestimmen 
somit die Gleichungen (11) stets alle » Unbekannten 2,”,..., n. 

Nach dem Vorhergehenden hat man also den Satz: 

1. Jedes System singulirer Liswngen der Gleichungen (1), d. h. 
jedes Lésungssystem, welches nicht dadurch aus irgend einem System 
vollstindiger Lésungen dieser Gleichungen erhalten werden kann, dass 


man den » Integrationsconstaiten constante Werthe beilegt, muss 
nothwendig die Bedingung 


(12) a= ar Bx) + By ay... Patn = 0 


erfiillen, oder also muss ein System gemeinsamer Lisungen der n + 1 
Gleichungen (1) und (12) sein.*) 

*) Auf die Gleichung (42) fiihrt unmittelbar auch die Methode der Integration 
durch Differentiation. 

Sind naimlich: 
(a) = P; (©, X,-. +s Lys By), o0y By) 


die Auflésungen der n linearen Gleichungen 
YY 
dF, 


—_- == Q 
x 


nach den zweiten Differentialquotienten a,", . . 


., 2, so hat man identisch: 
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Ks muss gleichzeitig auch die Bedingungen: 


i=n ah=n 
€ oA v ke ’ ” aia 
(13) 2 OF, ah Fi“2+ a a, F; 1, | = 0 


erfiillen. Denn was urspriinglich aus unserer Betrachtung folgt, ist das: 
Fiir ein System singulirer Lisungen der Gleichungen (1) diirfen 
die n linearen Gleichungen 


h=n 

dF. we 

(6) i=»? (@q — P,) Fx: 
dex A=l1 





Jedes System Lésungen «,,..., x, der gegebenen Gleichungen (1) geniigt daher 
nothwendig entweder den n Differentialgleichungen 2. O. (a) oder aber der 
Gleichung (12). 
Von den » Differentialgleichungen 2. O. (@), oder von den 2» Differential- 
gleichungen 1. O. 
—— = x, —— == P. 


daz — dx é 
sind nun die Gleichungen F’, = const. » unabhiingige Integrale. Sind 


®; = const. = ¢; 
die » iibrigen Integrale, so erhiilt man die vollstindigen Lisungen der Glei- 
chungen (1) durch Anflésung der 2” Gleichungen 


F,=0, 0, =¢; 
MON By -. 05 Migs By.» + Les 


Diese vollstiindigen Lésungen und mit ihnen auch alle particuliren Lésungen 
der Gleichungen (1) geniigen daher den Gleichungen (a), Giebt es also (vergl. 
§ 2 Beispiel 4) ein System Lésungen der Gleichungen (1), welches die Gleichungen 
(«) nicht erfiillt, so ist dasselbe sicher singulir und muss nothwendig der Be- 
dingung (12) geniigen. 

Diese Betrachtung zeigt aber nicht, worauf es hier doch gerade ankommt, 
dass umgekehrt auch jedes System singuliirer Lésungen der Gleichungen (1) noth- 
wendig die Bedingung (12) erfiillen muss. 

Dagegen kann man bemerken, dass, so oft es Lésungen a,..., @, der 
Gleichungen (1) giebt, die nicht zugleich einem System Auflisungen dieser Glei- 
chungen nach den Differentialquotienten gentigen, auch solche zufiillige Lésungen 
stets die Bedingung (12) erfiillen. Denn kann bei unbestimmtem 2,..., a, den 


n 
passende Functionen von 2, «,, 4ir+++, setat, so macht die Substitution dieser 


Werthe mit den F’; selbst zugleich auch die Fa, ...., F',a,,, identisch Null 


und bringt also die Determinante A ebenfalls zum Verschwinden, so dass alle 
Sorten von singuliren Lésungen, welche die Gleichungen (1) bet wnabhiingigem a 
aufweisen kinnen, stets der Bedingung (12) unterliegen. 


¥ 4 » oe ‘a , « os , 
Gleichungen (1) dadurch geniigt werden, dass man fiir a%,..., 2, Lmipys+. 
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2 A=n h=n 
(14) ot = Fist D> tiki + DS) ah Bix, — 0 
nicht mehr alle n Unbekannten x," ,..., x, bestimmen, 
und hierfiir liefern eben bei unsern Voraussetzungen die Gleichungen 
(12) und (13) den analytischen Ausdruck. Aber die Bedingungen (13) 
stecken implicite schon im Satze I, Denn jedes System Lésungen der 
Gleichungen (1) geniigt zugleich den » Gleichungen (14) und befriedigt 
daher, so oft es die Bedingung (12) erfiillt, von selbst die Glei- 
chungen (13). 
Trotzdem sind die Bedingungen (13) bei unserer Aufgabe wohl 
im Auge zu behalten, da sie im Sinne der Algebra natiirlich von den 
Gleichungen (1) und (12) nicht abhiingig zu sein brauchen. In dieser 
Hinsicht hat man zu beachten, dass von den n Gleichungen, die fiir 
k=1,2,...,m an sich in der Gleichung (13) enthalten sind, unter 
Umstiinden einige oder alle Identitiiten, resp. blosse algebraische 
Folgen der Gleichung (12), oder der Gleichungen (1) oder endlich der 
Gleichungen (1) und (12) sein kénnen. Jedenfalls aber reduciren sie 
sich siimmtlich auf héchstens eine einzige, von (12) unabhingige 
Gleichung , sodass das System Gleichungen (1), (12), (13) nie aus mehr 
als n» + 2 von einander unabhiingigen Gleichungen besteht. — 
Da bei der eingefiihrten Bezeichnung identisch ist 
¥i(@,f,,-- fs) =X 
und 
’ M; = % — Vil@, fy, - ++» fr), 
so hatte man direct aus den Kigenschaften der singuliren Losungen 
der Gleichungen (6) in Bezug auf die Gleichungen (10) schliessen 
kénnen, dass allgemein fiir jedes System singulérer Lisungen der n 
gegebenen Differentialgleichungen: 
Bj am Xi (x, 2, .- -> Sn) 
die Ausdriicke: 
aX, aX, ‘Sax, 


t , 


—__ = = —=— &, 

dz 6c ad Om, . 
wenigstens theilweise unbestimmt werden miissen. Dies allgemeine 
Kriterium gestattet aber keine Weiterentwicklung, so lange man tiber 
die Art des Unbestimmtwerdens gar nichts weiss, und eben um letzteres 
sozusagen in eine bestimmte Bahn zu zwingen, muss man eine speciellere 
Form der gegebenen Differentialgleichungen zu Grunde legen. Bei 
unsern Gleichungen (1) kann dies Unbestimmtwerden der zweiten 
Differentialquotienten nur dadurch eintreten, dass von den » linearen 
Gleichungen (14) mit den » Unbekannten 2,”,..., % wenigstens 
eine an sich identisch oder eine blosse algebraische Folge der tibrigen 
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wird, und in dieser Form ist unser Kriterium fiir die Anwendungen 
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in der Regel bequemer als der entwickelte Satz I. Auch der Umstand, 
dass in Folge der Bedingung (12) fiir jedes System singuliirer Lésungen 
der Gleichungen (1) zwei Systeme von Wurzeln 2,',..., %, dieser 
Gleichungen zusammenfallen, kann von Nutzen sein, um niimlich un- 
mittelbar das Fehlen von singuliren Lésungen fiir ein gegebenes 
System gewohnlicher Differentialgleichungen zu constatiren. 

Satz I. behauptet selbstverstiindlich nicht umgekehrt, das jedes 
System Lésungen der Gleichungen (1), welches zugleich der Gleichung 
(12) geniigt, deshalb allein schon singulir sei. Die Aufgabe, ohne 
vorhergehende vollstiindige Integration der Differentialgleichungen ein 
solehes Kriterium der singuliren Lésungen anzugeben, welches eben- 
sowohl nothwendig als hinreichend sei, ist ja selbst fiir die Differential- 
gleichung 1. O. zwischen zwei Variabeln noch nicht endgiiltig gelést 
und ich habe umsoweniger die Absicht, mich gar fiir ein System von 
Differentialgleichungen an diese schwierigste Frage zu wagen.*) 

Fiir die Ziele dieses Aufsatzes geniigt es vielmehr vollstindig, dass 
unter den Lésungen der Gleichungen (1), welche die Bedingung (12) 
und damit auch die Bedingungen (13) erfiillen, alle etwaigen singuliren 


*) Es will mir iiberhaupt scheinen, als ob es viel richtiger wiire, statt nach 
einem, den singuliiren Lisungen ganz allein eigenthiimlichen Kriterium zu suchen, 
die Frage anders zu stellen und zwar, wenn ich mich des einfacheren geome- 
trischen Ausdrucks wegen auf die Differentialgleichung 1. O. zwischen 2 und y 
beschriinke, so; 

Wie lisst sich ohne Kenntniss der vollstdndigen Lésung entscheiden, ob eine 
gegebene Lésung y aus der volistindigen dadurch erhalten werden kann, dass man 
der Integrationsconstanten einen von x abhiingigen Werth giebt? 

Denn was uns an den singuliiren Lisungen interessirt, ist doch im Grunde 
nur ihre geometrische Eigenschaft, Enveloppen derjenigen Curvenschaar darzu- 
stellen, deren Gleichung die vollstiindige Lisung ist. Diese Kigenschaft ist aber 
den singuliren Lisungen nicht ausschliesslich eigen, sie kann vielmehr auch 
particuliiren Lisupgen zukommen. So hat z. B, die Parabelschaar: 

y =c(x — c)* 
die beiden Enveloppen 


3 
y= se und y=0, 





von denen die letzte eine Curve der gegebenen Schaar selbst ist. Man sieht aber 
leicht, dass solche ausgezeichnete particulire Liésungen immer auch durch Sub- 
stitution eines von « abhiingigen Werthes der Integrationsconstanten aus der 
volistiindigen Lisung entstehen miissen. 

Hieraus erhellt zugleich, dass eine particuliire Lésung der Gleichung 


F (x,y, y) =0 


von diesem Enveloppencharakter ebenfalls der Bedingung F’y’ =0 unterliegt 
und daher gleichzeitig mit den singuliiren Lisungen unter den gemeinsamen 
Lixungen dieser beiden Gleichungen enthalten sein muss. 
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Lésungen dieser Gleichungen enthalten sein und also nothwendig 
durch Aufsuchung der gemeinsamen Lésungen der Gleichungen (1) 
und (12) gefunden werden miissen. 

Existiren keine solchen gemeinsamen Lésungen, so existiren auch 
keine singuliiren Lésungen der Gleichungen (1). Liasst sich daher aus 
den Gleichungen (1), (12), (13) eine von %,.-.,%n, U,.-+5%n 
freie Relation ableiten, so besitzen (bei unabhiingigem x) die Glei- 
chungen (1) keine singuliren Lésungen. Vielmehr, wenn solche existiren 
sollen, so miissen die » Gleichungen (1) und die Gleichung (12), die 
nach unserer ersten Voraussetzung keine blosse Folge der erstereu ist, 


“,,..+,%, und irgend eine der Variabeln z,, ..., 2, selbst — ich 
will diese Variable im Folgenden x, nennen — als Functionen von 2 


und von den iibrigen Variablen bestimmen und durch Substitution 
dieser Werthe miissen die Gleichungen (13) (da sie sich auf héchstens 
eine von (12) unabhiingige Gleichung reduciren) entweder identisch 
werden, oder aber selbst wieder eine weitere Variable, x,_;, bestimmen. 

Diese Bedingung ist aber natiirlich wiederum nur nothwendig, 
nicht zugleich auch hinreichend: die Existenz gemeinsamer Lésungen 
der » + 1 Gleichungen (1), (12) erheischt noch weitere Bedingungen. 

Betrachten wir zuniichst den letzten Fall, wo die Gleichungen 


(1), (12), (13) a’, ..., @n, 21, % bestimmen und nehmen an, dass 
man aus ihnen fiir diese Unbekannten die Werthe gewonnen habe: 
(15) w, == Y,,...,%e-2= Yu, 

(16) t= Yy1, In = Yn, 

(17) Tn—1 = Zar, in = 4n; 

wo die Y und Z also nur noch @, %,, ..., %—2 enthalten. 


Giebt es dann iiberhaupt .Functionen z,, ..., %, von 2, welche 
den vyorstehenden n+ 2 Gleichungen geniigen, so miissen dieselben 
zugleich auch die Gleichungen erfiillen: 


hA=n—2 


OZ, 4 ay OZy 4 
Ox +2 Y, 0x, _- Bante 
(18) wis 
éZ,, ~N 0Z,, r 
on + “a Y, ~+_ Yn, 


die man durch vollstiindige Differentiation der Gleichungen (17) und 
Substitution der Werthe (15) und (16) erhilt, und diese beiden Glei- 
chungen miissen also entweder Identitiiten oder aber zusammengehorige 
Integralgleichungen der » — 2 Differentialgleichungen 1. O. (15) sein, 
worunter ich auch den Fall mit einbegreife, dass eine der Gleichungen 
(18) identisch stattfindet und die andere eine Integralgleichung isi. 
Bestehen sie identisch, so liefert die vollstindige Integration dieser 
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Differentialgleichungen und die Substitution ihrer Lésungen in die 
Gleichungen (17) ein System gemeinsamer Lisungen z,, ..., 2 der 
Gleichungen (1), (12) mit »—2 willkiirlichen Constanten. Sind da- 
gegen, was sich durch fortgesetzte Elimination, Differentiation und Sub- 
stitution der Differentialgleichungen nach einer bekannten J acobi’schen 
Regel*) auf rein algebraischem Wege entscheiden lisst, die Glei- 
chungen (18) nur zusammengehirige Integralgleichungen der Differen- 
tialgleichungen (15), so reducirt sich die Auffindung solcher gemein- 
samer Lésungen auf die Integration eines Systems von weniger als 
n — 2 Differentialgleichungen 1. O., unter Umstiinden sogar auf bloss 
algebraische Operationen. 
Nehmen wir zweitens an, dass die Werthe 


(19) w, = Y,(@, 2, ..., Sai), .. +) Sena = Vas (a, 2, .. +, Sei); 
(20) a, = Y,(2, %,...) %e—1) = = =Z,(6, 2, ..-) Sea), 
welche man aus (1) und (12) erhalten hat, die Gleichungen (13) 


identisch erfiillen. Soll es dann Functionen 2,,..., %, von x geben, 
die ihnen geniigen, so muss die Gleichung 


t=n—1 


0Z OZ, 
2 Res. 3 ee 
(21) ge + 2 Ye Ga = Ys 


entweder identisch stattfinden, oder eine Integralgleichung der n — 1 
Differentialgleichungen 1. O. (19) sein. ‘Tritt ersteres ein, so erhiilt 
man dureh Integration dieser » — 1 Differentialgleichungen ein System 
gemeinsamer Liésungen der Gleichungen (1), (12) mit » — 1 willkiir- 
lichen Constanten. Im letzteren Falle dagegen verfihrt man wieder 
nach der Jacobi’schen Regel und gelangt dann immer zu weniger 
als n — 1 Differentialgleichungen 1. O., erhilt also auch nur gemein- 
same Liésungen der Gleichungen (1), (12) mit weniger als n — 1 
willkiirlichen Constanten. Ist endlich die Gleichung (21) weder eine 
Identitét, noch eine Integralgleichung des Systems (19), so giebt es 
ebenso, wie wenn im vorhergehenden Falle die Gleichungen (18) weder 
Identitiiten, noch zusammengehérige Integralgleichungen des Systems 
(15) sind, iiberhaupt keine singuliiren Lésungen der Gleichungen (1), 
wobei jedoch zu beachten ist, dass es verschiedene Auflésungen der 
Gleichungen (1), (12), resp. der Gleichungen (1), (12) und (13) geben 
kann und dass man in einem solchen Falle die Nichtexistenz von 
singuliren Lésungen nur dann mit Sicherheit behaupten darf, wenn 
das eben Gesagte fiir jedes dieser Systeme von Auflésungen eintritt. 
Sollen daher singulire Lésungen der Gleichungen (1) mit n — 1 
willkiirlichen Constanten existiren, so muss (21) eine Identitit sein. 


*) Dilucidationes § 15, Crelle J. 23, p. 60. 
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Nun ist es, wie die Entstehungsart der singuliren Lésungen aus 
den vollstiindigen lehrt, nur ein Ausnahmefall, wenn ein System von 
nm gewohnlichen Differentialgleichungen 1. O., das tiberhaupt singulire 
Lésungen zuliisst, keine singuliiren Lésungen mit » — 1 willkiirlichen 
Constanten besitzt. Daher ist der zuletzt betrachtete Fall entschieden 
der wichtigste und verdient wohl den Versuch, sein Kriterium auf 
eine fiir die Anwendungen bequemere Form zu bringen. 

Zu diesem Ende bemerke ich, dass sich die Forderung der Iden- 
titiit (21) auch so aussprechen liisst: So oft: 
dz 


dx 


n—1 


(22) LPR 


’ 
Fa Min = 2 29 = Ln—-1 


genommen wird, miissen die Gleichungen (19) und (20) von selbst 
nach sich ziehen die Gleichung 
dz, 


dz ~ Zn - 


Nun geniigen die Werthe (19), (20), indem sie nach Voraussetzung 
die Gleichungen (1), (12), (13) identisch erfiillen, fiir alle beliebigen 
Functionen 2,,..., %—1 von x mit den Gleichungen (1) zugleich den 
Gleichungen : 


aA=n A=n 


. - dx,  ¢ Oh, 
Fix +>) Fim - +> Fin “ =" 
Axl 


A=1 
und folglich nach (12) auch den Gleichungen: 
i=n h=n 
oA 7 ld dex, sow 
vite: |[Be+ Fa Ge |—o. 
s=1 A=1 


Wegen (13) erfiillen sie also auch die Gleichungen: 
i= A=n 
oA SY ay dx, Ss 
> OF; x; _ Fi a ( <= wi) =, 


1 


welche man erhilt, wenn man die Gleichungen (13) von den vor- 
stehenden abzieht. 


Macht man aber hierin die Substitutionen (22), so reduciren sich 
diese Gleichungen auf: 


(> , ~~) F: cA aie 0 
da ~ ™ ye (OF a = 
und ergeben daher sicher: 


’ 
= Xn, 


so oft fiir die Werthe (19) und (20) nicht jede der Summen 








ve 
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i=n aA 
PA F; Xn OF; 2, 


verschwindet (die allerdings unter Umstiinden auch an sich Null sein 
kénnen). 

Man hat demnach den Satz: 

II. Sollen bei unabhingigem «x die n gegebenen Differentiat- 
gleichungen (1) ein System singulirer Lisungen mit n — 1 willkiirlichen 
Constanten besitzen, so miissen sich aus den n+ 1 Gleichungen (1) 
und (12) 2,', %',+ ++, %n° und eine der Variabeln x,, x,, +++, Ln selbst, 
etwa Xx», bestimmen lassen und fiir irgend ein System (19), (20) solcher 
Auf lisungen muss von den n linearen Gleichungen (14), in denen 
wy", +++, als Unbekannte anzusehen sind, wenigstens eine an sich 
identisch oder eine blosse algebraisc'e Folge der tibrigen werden. Wird 
tiberdies durch Substitution der Werthe (19), (20) nicht jede der n De- 
terminanten Null, die aus der Determinante A entstehen, wenn man 
irgend eine Elementenreihe 

Fax, Fi ax,>++, Fe a 
durch die Reihe 
F' ta, Fy tuy** + Fa eu 


ersetzt, oder, was dasselbe ist, liisst sich nach Substitution dieser Werthe 
den n linearen Gleichungen: 


h=n 
(23) Fj x» + Fj x 


=1 





0a, 
6 


=, 
x, 


welche die partiellen Differentialquotienten nach x, der durch (1) defi- 
nirten Functionen x,',-++ +, Xp bestimmen, nicht mehr geniigen durch 
endliche Werthe aller n Unbekannten =, so liefert die vollstindige 
Integration der n — 1 Differentialgleichungen 1. O. (19) in Verbindung 
mit der zweiten Gleichung (20) ein im Allgemeinen singulires System 
Lisungen der gegebenen Gleichungen (1) mit n — 1 willkiirlichen Con- 
stanten. 

Werden dagegen in einem gegebenen Falle jene » Determinanten 
simmtlich Null und will man ohne Integration entscheiden, ob die 
Gleichungen (1) und (12) Lésungen mit » — 1 willkiirlichen Con- 
stanten gemein haben oder nicht, so muss man sich auf andere Art 
zu tiberzeugen suchen, ob die Bedingung (21) identisch erfiillt ist 
oder nicht. Dies lisst sich direct probiren, wenn man bereits die 
Auflésungen (19), (20) der Gleichungen (1), (12) gefunden hat. Aber 
man braucht diese Auflésungen gar nicht erst zu berechnen, sondern 
kann weit bequemer auf folgende Weise verfahren. 


Mathematische Annalen. XXII. 25 
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Man lést die gegebenen Gleichungen (1) nach z,',-- -, x,’ auf, 


; wobei man gleich die Bedingung (12) zur Vereinfachung der Auflésung : 
benutzen wird (und als Bedingung fiir das Zusammenfallen zweier n 
Wurzelsysteme der Gleichungen (1) zieht die Gleichung (12) immer e 
solche Vereinfachungen nach sich). Es sei: 

(24) a = X;j(%,%,,-+° , Ln) 

irgend ein auf diese Art erhaltenes System Auflésungen der Glei- e 
chungen (1). Durch Substitution derselben geht (12) iiber in eine 

Gleichung zwischen 2, 7,,---, Z allein, die bei den Voraussetzungen ( 
unseres Satzes jedenfalls x, enthilt und immer auf eine solche Form: : 
(25) (x, 1, +++) Xm) = 0 ' 


gebracht werden kann, in der sie keine vielfachen Wurzeln besitzt. 
Ist dies geschehen, so hat man nur durch Differentiation der Gleichung 
(25) und Substitution der Differentialgleichungen (24) die Gleichung 
zu bilden: 


_ 9, Be ve 
= fet 2 Xe On, rie 


und zuzusehen, ob dieselbe eine algebraische Folge der Gleichung (25) 
(resp. eine Identitiit) ist oder nicht. Im ersten Falle giebt es ein 
System Lisungen x,,+-+, &_ der Gleichung (24) mit n — 1 willkiir- 
lichen Constanten, welches zugleich die Gleichung (25) und somit auch ( 
die Gleichungen (1) und (12) identisch erfiilli; im zweiten Falle ‘da- | 
gegen existiren keine solehen Lésungen der Gleichungen (24) (daher 
denn der erste Fall immer nur dann eintreten kann, wenn durch die 
Gleichungen (24) und (25) wenigstens eine der Gleichungen (14) an | 
sich identisch oder eine blosse Folge der iibrigen wird). 

In der That bezeichnet man durch [ ] die Substitution irgend 
eines Werthes von z,, der der Gleichung (25) identisch geniigt, so 
folgt aus der Identitét [6] =O fiir a,— a2, a, -+ +, Uni: 


a>)_ _—f ao 7 [@,] 
Lae, =—[e, | “oa 
also hat man: 


[V) = [2 - | {(%l — A -> [Xa] “Tr | 


und hierin ist der erste Factor nicht Null, woraus durch dieselben 
Schliisse wie bei (18) die Richtigkeit der obigen Behauptung hervor- 
geht. Man sieht unmittelbar, dass dasselbe auch dann noch gilt, 
wenn die Gleichung (25) iiberhaupt nur irgend eine einfache Wurzel 
Z, =([x,| zulasst. 

In derselben Art lasst sich auch das allgemeine Jacobi’sche 
Kriterium der Integralgleichung auf eine fiir die Anwendungen be- 


~ -—™~~ & & @, 
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quemere Form bringen, und da nach dem Friiheren dies Kriterium 
in dem Falle eine Rolle spielen kann, wo nur singulire Lésungen 
mit weniger als » — 1 willkiirlichen Constanten existiren, so diirfte 
es am Platze sein, diesen Satz hier einzuschalten: 

III. Soll die gegebene Gleichung 


ty (@, @y, ++ + Ln) =O 
eine Integralgleichung der n gegebenen Differentialgleichungen 1, O. sein: 


dx; 
(a) a Xi(@, %y,°+ +, Ln)» 





so miissen sich aus thr durch fortgesetzte Anwendung der Operation: 
— of : of 


im Ganzen m< mn solche in Bezug auf m von den n Variabeln 
By, Byy-**%y Xn, im Bezug etwa auf Xp, Ln-1,°* +) Ln—m4i, VON einander 
unabhiingige Gleichungen: 

(B) Hy = 0, Mp = Alu) = 9, ++) bm SA (Um) = 
ergeben, welche die Gleichung 


Umi = A(Um) = 0 


zur Folge haben. Lassen iiberdies diese m Gleichungen ein System 
einfacher Wurzeln 

(y) Lh = Bas a1 = ) i XLn—m+1 = L£n—m+1 

zu, so gehiren diese Wurzeln und damit auch die urspriinglichen Glei- 
chungen (B) selbst sicher einem System Integralgleichungen der gegebenen 
Gleichungen (a) an und zwar erhilt man das allgemeinste System 
Lisungen der Gleichungen (a), welches den Gleichungen (y) geniigt, 
durch vollstiindige Integration der n — m Differentialgleichungen 1. O. 

: dx, 


daz d = 
i —4%, Ge as a = Z,—m 


die aus den n — m ersten Gleichungen (a) durch die Substitutionen (y) 
entstehen und deren Lisungen schliesslich in die Gleichungen (y) ein- 
zusetzen sind. — 

Im Vorhergehenden ist immer angenommen worden, dass die 
Variable xz, wie in den dynamischen Differentialgleichungen die Zeit, 
von vornherein als unabhingige Variable vorgeschrieben sei. Lisst 
man diese Fixirung der unabhiingigen Variabeln fallen, so kann man 
sich noch fragen, ob die Gleichung « = const. einem System singu- 
lirer Lésungen der gegebenen Differentialgleichungen angehdren 
kénne. Um dies zu beurtheilen, hat man nur, nachdem man durch 
Einfiihrung einer der Gréssen «,, -- +, %, an Stelle von « die gegebenen 
Gleichungen (1) auf die neue unabhingige Variable transformirt hat, 
25* 
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die friihere Untersuchung fiir die transformirten Gleichungen wieder 
aufzunehmen, wobei man sich aber natiirlich nur auf die specielle An- 
nahme x = const. zu beschriinken braucht. 


§ 2. 
Beispiele. 

Zur Erliiuterung der verschiedenen Fille, welche sich bei den 
Anwendungen des Satzes II. darbieten kénnen, migen hier einige Bei- 
spiele folgen. 

1. Beispiel. 
(A) ip he, Guballa 

F,=(«#+y)¢—2=0. 


Die Gleichungen: 


dF. 3 , ve ” 
Ge = (@ + 2y)y' +2" =, 


aF, sow 9 ” 
Te =ty te@t+y)e" =0 
bestimmen nur dann nicht mehr die Unbekannten y’, 2”, wenn: 
(B) (¢+2y)(@+y)=% 
wird. (Die Gleichungen (13) sind hier an sich identisch). Die Glei- 
chung (B) verbunden mit der ersten Gleichung (A) giebt: 
(C) (@+y)@+3y)=y 
und hieraus, aus (B) und aus der zweiten Gleichung (A) bestimmen 
sich y’, 2 und ¢ als Functionen von x und y. Ueberdies ist 
Fi2,-F,¢ 
Fs, Fd 
und kann also niemals =0 werden. Jede Lisung y der Gleichung 
(C) hefert daher Lisungen der Gleichungen (A). Die Differentiation 


von (C) giebt nun: ; s 
(Qa + 3y) (1+ 2y")=0, 


also entweder y” = — + oder yf = — 22. 
Aus der ersten Annahme folgt mit Riicksicht auf (B), (C) und 


(A) successive: 


=1 








(—— 4H, roe tet 
und: 

__ (#—4) (@+ 3a) deg 
(D) an 2 lela ae 


wahrend der Werth y = — = auf die Gleichungen fiihrt: 








(J 
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a as 
(E) fe >, te~ Be, 


welche die Enveloppe der Curven (D) darstellen. 

Keins der beiden Werthsysteme (D) und (E) geniigt den Glei- 
chungen y” = 0, 2” =0, welche sich fiir die vollstindigen Liésungen 
der Gleichungen (A) ergeben; beide sind also singuliire Lésungen der 
Gleichungen (A). 

2. Beispiel. 


al ‘3 2 , 
Pe i Tes OF RN 
F,=y + & + f= 0, 


Die Gleichungen: 
ed ee 


(F) 


y’? , 
=(_y*+y¥2—y)y-y— ¥-—#=0, 
1% =(l+y)y’ +e =0 


lassen nur dann y” und 2” unbestimmt, wenn gleichzeitig 
y?+y¥e—y=—0 md y+ 2 +e=0 


wird. Die letzte Gleichung fallt zusammen mit der zweiten Gleichung 
(F) (die Gleichungen (13) werden blosse Folgen der gegebenen Ditte- 
rentialgleichungen) und die etwaigen singulaéren Lésungen miissen den 
Gleichungen geniigen: 
y? + ya —y=0, 
2 


(H) Fim gagn 
=¥+1ly—-L—-¥, 

die y’, #, 2 bestimmen als Functionen von «, y; wieder kann 

Fiz, Fie 

Fz, Fa | 

nie = 0 werden. Jede Lisung y der ersten Gleichung (H) fiihrt also 


zu einem Systeme Lésungen der gegebenen Gleichungen (F). Aus der 
ersten Gleichung (H) folgt nun 
(2y +2) y"=0, 
& . 
2 











also y" =(Q oder y —— 
Der erste Werth giebt: 


OPO Me s— f+ —(a+1) 2+’), 
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der zweite 
a a a 
(K) =—_l 7s &s== 4 — 7 . 

Wieder ist die letzte Curve die Enveloppe der ersteren Curven. 
Aber nur die Lésungen (K) erfiillen nicht zugleich die beiden Glei- 
chungen y” =0, ¢’ =O, die sich durch Differentiation und Substi- 
tution der Gleichungen (F) ergeben. In der That sind: 

3 2 
y¥=C,2+¢, em t+ 2—(c, + 1) (e,2 + ¢,) 
die vollstindigen Lésungen von (F) und daher nur die Lésungen (K) 
singulair, die Lésungen (1) aber bloss particular. 
3. Beispiel. 
Die Differentialgleichungen der Rotation eines schweren starren 


Koérpers um einen festen Punkt sind von Herrn Hess*) auf die Form 
gebracht worden: 


_ (ay 
F,=(St) —4P?H=0, 


d 
F, =; — k=0, 


‘,= [ws — 9) os — (do — we) RY 
— H[o(2 Pp + h)— e(ap + Ba + 77)? =9, 








worin: 

(/R=a(B—C)qr+ B(C—A)rp+y(A— B) pg, 
Ap? + B@+ Crt —h 

y= P 

(0) ) v= A*p? + Beg? + Cr’, 

oe = Aap + Bbq + Cyr, 

H = v6 — 9? + 2ipe — Vo — vw’ 


und P,h, A, B,C, a, B, y, 6,4 Constanten sind. 
Die Bedingung 





’ 











Fyp, Fi, Fr 
A=|Fy yr, Fyq, Fr |=0 
Fyy, Fyq, Fyr 
wird nun erfiillt durch a =. Hierdurch reduciren sich die Glei- 
chungen (a) auf: 
(¢) H=0, 
o 0, Sos, gues 


*) Diese Annalen Bd. XX, p. 464. 
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und diese Gleichungen bestimmen die Differentialquotienten p’, q’, 7’, 
sowie etwa r selbst als Functionen von p und g. (Die Gleichungen 
(13) werden Folgen der gegebenen Differentialgleichungen und der 
Gleichung A = 0), Durch die Gleichungen (d) wird aber jedes Element 
der ersten und der letzten Horizontalreihe in der Determinante A = 0. 
Diese Determinante verschwindet daher in Folge der Gleichungen (d) 
auch dann noch, wenn man in ihr die partiellen Differentialquotienten 
von F,, F,, F, nach p’, g oder r durch die Differentialquotienten 
nach r ersetzt, und wir haben hier also einen solchen Fall vor uns, 
in welchem die Frage, ob die gegebenen Differentialgleichungen und 
die Gleichung AO Lésungen mit » — 1 willkiirlichen Constanten ge- 
mein haben, nicht unmittelbar durch unsern Satz IJ., sondern erst 
durch die ihm zugefiigten Bemerkungen entschieden werden kann. 
Nach denselben haben wir zuzusehen, ob die durch Substitution der 
dH 


Differentialgleichungen (@) aus = = 0 entstehende Gleichung eine 
blosse Folge der Gleichung H = 0 ist, oder nicht. 
Nun ist 
dH _ dH dv 0H dg oH du 
at — ov a+54 pa ma i 
Durch die Substitutionen (d@) wird also: 
aH o- 2eR 
za 2R[ du — e+ foe (Ae — vu) | =- pea a 





und die Gleichung dH _ 6 somit in der That eine blosse Folge der 


dt 

Gleichung H =O. Die letztere zieht tiberdies nicht die Gleichung 
oF =0 nach sich und besitzt also einfache Wurzeln. Demnach 
wird durch die Gleichung (c) das System (d) auf zwei Differential- 
gleichungen 1. O. reducirt, deren vollstindige Integration ein System 
Lésungen p, gq, r der Gleichungen (a) mit zwei willkiirlichen Con- 
stanten liefert, welches die fiir die singuliiren Lésungen nothwendige 
Bedingung A = 0 erfiillt. Es ist daher wohl méglich, dass diese von 
Herrn Hess entdeckten Lésungen nicht particuliire, sondern die all- 
gemeinen singuliren Lésungen der Differentialgleichungen der Rota- 
tion sind. 

4. Beispiel. 

Ks seien: 


(«) f=, fo = Cg, + 4 fatm = Crm 
gegebene unabhiingige Integrale von » Differentialgleichungen 2. O. 
(B) xi" ies P(x, X;, te ty Las » ere Ln) 


und » von diesen Integralen unabhingig vou einander in Bezug auf 
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Z,°**,%,', Sodass die Auflésungen (6) von n der n+ m linearen 
Gleichungen : 

4 SS ae i=n Ea: 

fict+> xi fr wi + >) 2; fi uj =0 

t=1 i=1 

zugleich auch den m iibrigen Gleichungen geniigen. Mit den Argu- 
menten f bildet man willkiirlich » in Betreff der zx von einander un- 
abhingige Differentialgleichungen 1. O. 


(y) F; = i (f,; fos * + +> fatm) = 9, 
wobei jetzt natiirlich die friiher in Betreff der partiellen Differential- 
quotienten der F'; gemachte Voraussetzung in Wegfall kommt*). 
Man hat dann auch: 
h=n 
aF; 7 ” , , 
te => (a, — Pi) Fj x, 


A=!1 





und folglich: 


" ” a cA aF; 
(9) A(% Te P,) — OF, “ dz’ 
=1 8 


die P, bleiben aber endlich, auch wenn man: 
(é€) A= Za + Fa, Fz, ---F,. 2, =90 


setzt (weshalb hier die Gleichungen (13) blosse Folgen der Gleichung 
(12) werden). Nach den Identitiiten (0) wird also fiir die vollstiin- 
digen Lésungen der » Differentialgleichungen 1. O. 

FP, =0,---, Fei=0, A=O0 
zugleich F, = const. Die » + 1 Gleichungen (y) und («) haben daher 
Lésungen mit » — 1 willkiirlichen Constanten gemein, welche, ausser 
in ganz besonderen Ausnahmefillen, den Gleichungen (8) nicht ge- 
niigen und folglich singulire Lésungen der gegebenen Gleichungen 
(vy) smd. Man erhilt dieselben durch vollstiindige Integration der 
n — 1 Differentialgleichungen 1. O. zwischen x, a, +++, %—1, die 
durch Elimination von z,' und x, aus den » + 1 Gleichungen (y) 
und (¢) resultiren, wiihrend die vollstiindigen Liésungen 


Li = H;(2, Cyy ++ *y Cnty Cntmpiy * * ‘> Can) 
der Gleichungen (6), die sich mit Hiilfe der » + m bekannten Inte- 
grale («) durch vollstindige Integration von » — m Differentialglei- 
chungen 1. O. gewinnen lassen, zugleich auch die vollstindigen Lisungen 


*) Die Differentialgleichungen des ersten Beispiels gehéren in diese Classe. 
Denn 


y=, 2=, cy —y=c, re —2=—G% 
sind die 4 Integrale der beiden Gleichungen 2, 0. y” =0, 2” =0. 








di 


7 
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der vorgelegten Differentialgleichungen (y) darstellen, sobald man nur 
die Constanten ¢,, -- +, Cn4m den » Bedingungen unterwirft 

9;(¢, 9&2, *% % Cu+-m) = 0). 

Auf die Aufgabe, die singuliren Lisungen gegebener Differential- 
gleichungen von der Form (y) zu finden, fiihren eine Menge von 
interessanten geometrischen Problemen. Die 16. Vorlesung der Legons 
und das 4, Capitel im zweiten Theile der Théorie des fonctions, sowie 
auch ganz besonders die interessante Abhandlung von Herrn J. A.Serret, 
,Sur une classe d’équations différentielles simultanées qui se rattachent 
a la théorie des courbes 4 double courbure“*), behandeln solche 
Probleme. Dabei ist zu bemerken, dass man die Differentialgleichungen 
der gesuchten singuliiren Lésungen fast immer in einer weit einfacheren 
und bequemeren Form erhilt, wenn man sie nicht in der obigen Art 
direct aus den gegebenen Differentialgleichungen selbst, sondern in- 
direct durch die Methode der Variation der Constanten ableitet. Diese 
letztere lisst sich, falls m < m ist, in doppelter Weise anwenden, 
nimlich entweder nach vollstindiger Integration der Gleichungen (6), 
oder ohne dieselbe. Das aber gehért nicht eigentlich hierher. 


§ 3. 
Die Differentialgleichung ». 0. zwischen zwei Variabeln. 
Um die Resultate von § 1 anzuwenden auf die Differentialgleichung 
n. O. zwischen x und y: 
F(a, y,y,--5 9") =9, 
braucht man uur diese Gleichung zu ersetzen durch das System von 
n Differentialgleichungen 1. O. 
I F,=2/—2,=0, F,=a,— 1=0, +++, Fy-1=Hy-1— n= 0, 
( ) F,.= F(a, Bis ty In, tq) = 0, 
in welchem 2, statt y geschrieben worden ist. 
Die Gleichungen (14) werden hier: 
14’ a,” — yf = 0, +++) Ga1— ty = 0, 
( ) F'’« + a, F's, + Bh she + Ln F' in + Ln F’ Ln’ ide O 
und fiir die durch die Gleichungen (1’) definirten Functionen 2,’,2,',-+-,Xp 
der Variabeln 2, 2,,-+++,%, erhilt man: 








Oa,’ as eh 
= O,-++, = a 1, 
(23°) ' 
F’ i F' , Ox, pon (8) 
Xn + Ln ba, =v, 


*) Liouiville J. t. XVIII, 1853. 
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Die Gleichungen (14°) bestimmen nun nur dann nicht mehr 

alle » Unbekannten 2,”, - --, 2,", wenn gleichzeitig: 

F’2, =0 und F’e+a4,F/a,+---+ a Fx, =—0 
wird, und den Gleichungen (23’) lisst sich bei der Annahme F" x,’ = 0 
nur dann nicht geniigen durch endliche Werthe der hn N wenn F’ x, 
nicht = 0 wird. ¢ 

Fiihrt man daher wieder y ein und bedenkt, dass, wenn die 
beiden Gleichungen 

F=0, F’y=0 
nach Elimination von y" eine von y"—' freie Gleichung ergeben, sie 
jedenfalls keine Lésung mit » — 1 willkiirlichen Constanten gemein 
haben kénnen, so erhilt man aus I. und II. sofort den Satz: 

IV. Eine Differentialgleichung n. O. zwischen x und y, die in 
einer solchen Form: 

(26) F(t, y,¥,--5y") =0 

vorgelegt ist, in der sie keine vielfache Wurzel y" besitet und fiir welche 
bet unbestimmtem x die ersten partiellen Differentialquotienten der 
Function F bestimmt und endlich bleiben fiir alle bestimmten endlichen 
Werthe von y, y',- ++, y", kann keine singuldre Lisung y zulassen, die 
nicht zugleich auch eine gemeinsame Lisung der beiden Gleichwngen 
ware: 

(27) F=0, F’y*=0. 

Soll sie im Besondern eine singulire Lisung mit n — 1 willkiir- 
lichen Constanten besitzen, so miissen diese beiden Gleichungen y" und 
y"— bestimmen und die erhaltenen Werthe miissen der Bedingung: 
(28) Pae+yF'yt::-+yFy'=0 
identisch geniigen. Wird iiberdies fiir ein Werthepaar: 


yr) = Xna(%, 9, 95° - 5 ¥"*), 

yw =X, (2,9, 9,--4 9"), 
welches die drei Gleichungen (27), (28) identisch erfiillt, 

F’y"-' nicht identisch Null, 
so liefert die vollstindige Integration der Differentialgleichung (n— 1). O. 
tie —_ Xn—1 

eine, im Allgemeinen singuléire Lisung der gegebenen Gleichung (26) 
mit n — 1 willkiirlichen Constanten. 

Wird dagegen F’y"-'=0, so bleibt es fraglich, ob die voll- 
stiindige Liésung y der Gleichung y*-' = X,_, zugleich auch eine 
Lésung der gegebenen Gleichung (26) ist, und man wird dann, um 
dies zu entscheiden, entweder direct probiren, ob die beiden Glei- 
chungen 








~~ tS = 2 a, ® sd ww 


-_— me td er oe ee. 
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ys = Xu, y= Xr 
die Gleichung 
é%i 
_— oo 
nach sich ziehen, oder aber analog wie frither so verfahren, dass man 
unter Benutzung der Bedingung F’ y" = 0 eine Auflésung 


(A) y" = Y(z,9,¥,--+9"") 
der gegebenen Gleichung (26) sucht und zugleich durch Elimination 
von y" aus den beiden Gleichungen (27) eine solche Gleichung 


(B) O(z, Y; y; == 4 = 0 
ableitet, die keine vielfachen Wurzeln zulisst. Jenachdem dann die 
Gleichung 

d® 

qe 9 


eine blosse Folge der beiden letzten Gleichungen ist oder nicht, ist 
auch die vollstindige Lisung der Differentialgleichung (B) zugleich 
eine Lésung der Gleichung (A) und damit eine gemeinsame Lésung 
der beiden Gleichungen (27), oder keine Lésung dieser Gleichungen. — 

Fir den allgemeinen Satz II. weiss ich keine andere Ableitung 
als die oben gegebene, wenn man nicht auf die Entstehungsart der 
singuliren Integralgleichung aus einem Integrale zuriickgreifen will. 
Zu dem specielleren Satze 1V. aber kann man auch auf einem anderen 
Wege gelangen, und da es nicht uninteressant sein diirfte, einen 
directen Beweis fiir den letzten Satz zu haben, so mdge hier auch 
noch diese neue Ableitung folgen. Sie entspricht der Art, in der 
Herr Weber (Crelle J. 69) die singuliire Lésung einer partiellen 
Differentialgleichung 1. O. aus der Differentialgleichung selbst ge- 
winnt, und liisst sich nur auf solche Systeme von gewéhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. ausdehnen, die nach den abhiingigen Variabeln 
selbst auflésbar sind. 

Enthalt die gegebene Differentialgleichung ». O. zwischen x und 
y die Variable y nur in ihren Differentialquotienten, so reducirt sie 
sich auf eine Differentialgleichung (n — 1). O. zwischen w und y’. 

Man braucht daher nur solche Differentialgleichungen n. O. zwischen 
xz und y zu betrachten, welche y selbst enthalten, und kann also, 
indem man sich die Gleichung bereits nach y aufgelést denkt, von 
vornherein die Differentialgleichung in der Form 


(29) — v(x, y;, y", soy y") 
gegeben annehmen. 
Ist nun 


(30) Y = P(L, %, Co, ay Cn) 
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die vollistiindige Losung der Gleichung (29), sodass man identisch hat: 


(31) p= v(t, yz, yx, > gy" x), 





so bestimmen die » Gleichungen 
(32) Y=or, YHPU, Y= Gre 
stets die n Integrationsconstanten ¢,,¢,, ---, ¢, als Functionen von 
x, y,y',-++,y". Denn liessen sie sich aus ihnen eliminiren, so wiirde 
die Function (30) noch einer zweiten, nicht nur von willkiirlichen 
Constanten, sondern auch von y selbst freien Differentialgleichung 
n' oder niederer Ordnung zwischen y und x geniigen und wiire daher 
gegen die Voraussetzung keine vollstiindige Lisung der gegebenen 
Gleichung (29). 

Die Gleichung y = q'x ist daher die vollstiindige Lésung der 
Differentialgleichung ». O. zwischen x und y’: 
(33) y=vety yt: +ytyy, 
die aus der gegebenen durch vollstiindige Differentiation nach « ent- 
steht, und die Auflésungen 
(34) Ce = felt, Vs 9", ++ 1 ¥") 
der Gleichungen (32) nach ¢,,¢,,++-+,¢, sind die m Integrale der 
Differentialgleichung (33), sodass identisch ist fiir jede Function y’ 
von x: 


(35) (katy fy +---+yhy) vy 
+ iy —vae—yvy—----yvy hy =0. 
Ist nun yz eine beliebige gegebene Lisung der Gleichung 


(29), so erhailt man, wenn man in dieser Identitit y—z setzt und 
beachtet, dass hierdurch die Gleichung (33) identisch erfiillt wird: 


d x, 2, Puen P 
(36) y 2" 7 She (@ be ta = 0. 


Dieser Gleichung muss also jede Lésung y = 2 der Gleichung (29) 
identisch geniigen. 

Die Gleichungen (34) sind aber nach Voraussetzung die Auf- 
lésungen der Gleichungen (32). Durch die » Substitutionen: 
(37) Ce = fie(@, 2, 2", - + +, 2") 
wird also identisch: 

Pr=e, PL s",+++, poe 
und folglich nach (31) 
> y(z, Z, Z’, ++, 2%), 

also p = 2, sobald y =z eine Lisung der Gleichung (29) ist. 
Die Gleichungen (37) liefern also diejenigen Werthe der n Gréssen 
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cx, deren Substitution die vollstiindige Lésung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung iiberfiihrt in die gegebene Lésung y = z. 

Fiir eine singuliire Lésung ¢ dtrfen nun diese Werthe nicht 
simmtlich constant, darf also nicht jedes: 


af, (x, i ae 
dz 
werden; nach (36) muss daher fiir jede solche* Lésung yz" identisch 
verschwinden. 

Besitzt also die gegebene Gleichung (29) eine singuliire Liésung y, 
so muss diese nothwendig die Bedingung 
(38) yy" =0 
identisch erfiillen, oder m. a. W. die singuliiren Lésungen y der ge- 
gebenen Gleichung miissen enthalten sein unter den gemeinsamen 
Lésungen der beiden Differentialgleichungen (29) und (38). 

Haben also diese beiden Gleichungen keine Lésung gemein, so 
besitzt auch die gegebene Gleichung keine singuliire Lésung y, wihrend 
jedoch umgekehrt eine gemeinsame Liésung von (29) und (38) deshalb 
allein noch nicht nothwendig eine singuliire Lésung der Gleichung 
(29) zu sein braucht. 

Jede gemeinsame Lésung y der Gleichungen (29) und (38) genitigt 
aber zugleich auch der Gleichung: 

(39) yor eres +---+eer~ 

Wenn daher im Besonderen die Gleichung (29) eine singulire 
Lisung mit » — 1 willkiirlichen Constanten* besitzen soll, so muss 
es nothwendig einen Werth von y" geben, welcher die beiden 
(von y selbst freien) Gleichungen (38) und (39) gleichzeitig erfiillt 
(was eo ipso einschliesst, dass die Gleichung (29) weder linear in y", 
noch frei von y"—! sein darf). Denn sonst wiirde sich aus den drei 
Gleichungen (29), (38), (39) durch Elimination von y" und y"— stets 
nur eine Differentialgleichung von héchstens (m — 2). O. fiir die etwaige 
gemeinsame Lésung der beiden Gleichungen (29) und (38) ergeben. 

Ist umgekehrt: 

y= X@,y,9,°°4 9") 
eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen (38) und (39) und wird 
durch ihre Substitution yy"! nicht identisch Null, so geniigt die 
volistiindige Lésung der Differentialgleichung (n — 1). O. 
(40) 7 = v(x, y;, y", NE y"", X) 
immer auch gleichzeitig der gegebenen Gleichung (29). Denn sie er- 
fiillt mit (40) zugleich die Gleichung: 


“ 2") ae 





dx 


¥=VatyVy+ ty tvy tty vy tt x 


dx 
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und diese reducirt sich in Folge der Identitiaten 
y=SVety vy+ ty tVvy +xyvy" und yX=0 
auf: 
(y" — X) vy =0. 
Hiermit ist direct der folgende Satz gewonnen, von dem aus man 
sofort wieder zu dem friiheren Satze IV. gelangen kann: 
V. Jede singuliire Lisung y der gegebenen Differentialgleichung n. O. 
7 v(x, y, y’; soy gy}, y*) 
ist gugleich eine gemeinsame Lisung der beiden Differentialgleichungen 
y¥=vV, yy" = (), 
Im Besonderen besitzt die gegebene Gleichung keine singuldre Lisung 
mit n — 1 willkiirlichen Constanten, so oft die beiden Gleichungen: 
vy =9, y=vetyvy+-tyyvy 
keine Wurzel y" gemein haben. 
Giebt es dagegen einen Werth 
f= X (x, y;, y"; -oy gy), 
welcher die beiden letzten Gleichungen gleichzeitig erfiillt, und wird 
iiberdies durch Substitution desselben w'y"—' nicht identisch Null, so ist 
die vollstiindige Lisung der Differentialgleichung (n — 1). O. 
y= ve, y;, y’, - yer, X) 
stets eine Lisung und in der Regel die allgemeine singuliire Lisung 
der gegebenen Differentialgleichung n. O. — 
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Zur Theorie der Combinanten. 
Von 


E. Srrou in Mtinchen. 


Im 5" Bande dieser Annalen pag. 95—122 hat Herr Gordan den 
wichtigen Satz bewiesen, dass alle Combinanten eines Systems von 
Formen aus einer unter ihnen abgeleitet werden kénnen und damit 
das Studium dieser Bildungen auf das Studium dieser einen Form 
zuriickgefiihrt. Aber es ist interessant, dass noch eine zweite Form 
existirt, welche ganz dieselbe Eigenschaft besitzt. Dieselbe enthilt 
die contragredienten Reihen von Verinderlichen und bildet iiberhaupt 
zu der von Herrn Gordan aufgestellten Form den dualistischen Gegen- 
satz. Kine Reihe von eleganten geometrischen Sitzen iiber Curven- 
und Flichensysteme findet in dieser Dualitiit ihren Grund. In der 
That hat sich in speciellen Fallen die gleichzeitige Betrachtung beider 
Formen von selbst aufgedringt. 

Zuniichst werde ich nach einem kurzen Beweise des Gordan’ schen 
Theorems die Gleichberechtigung der neu aufgestellten Form mit der 
von Herrn Gordan gegebenen nachweisen. Es geschieht dies unter 
Zugrundelegung einer Form, welche zwei Reihen homogener Ver- 
finderlicher von verschiedener Anzahl enthilt und durch deren Kin- 
fiihrung es mdglich wird, die Definition der Combinanteneigenschaft 
derjenigen der gewohnlichen Invarianteneigenschaft unterzuordnen. 


I, 
his fer fs - - fp 


p Formen n'* Ordnung mit r homogenen Veridnderlichen 


Seien 


V1» Zo, Xs, *-e *) Uy, 
dann ist jede simultane Invariante (Covariante etc.) derselben zugleich 
Combinante, die, fiir beliebige lineare Combinationen der Formen 


Cif; + Crile ++++ + Gil 
t= 1,2,3,..-,p 
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von der Determinante 


b= > + ers +++ Gp 
gebildet, sich nur um eine Potenz von A iindert. Fiir die gegebene : 
Formen /; fiihre ich nun folgende symbolische Bezeichnung ein 
hi =a,a", ho — Oa, ee | fp = Oy ar, 
wo 
Oz = A, + A, %, + +++ + Ary, 
indem ich festsetze, dass » Symbole a, a,...a, erst zusammen mit 
einem Symbole « als Product vereinigt reale Bedeutung erhalten sollen. 
Diese Festsetzung ist vollstiindig ausreichend, um die Coefficienten der 
verschiedenen Formen von einander unterscheiden zu kénnen und im 
Falle, wo Producte der Coefficienten auftreten, fiihrt man in bekannter 
Weise verschiedene Symbolenpaare 
a, a; b, B; ¢, y; ete. 

ein. Je zwei zusammengehoérige Symbole wie a und a, b und £, ete. 
werden kurz als ein Symbolenpaar bezeichnet. In jedem Ausdruck, 
welcher mehrere Symbolenpaare enthiilt, ist es dann gestattet, dieselben 
beliebig zu vertauschen, ohne dass der wirkliche Werth des Ausdrucks 
dadurch geiindert wird. 

Aus den Formen f;, lisst sich nun die neue Form 


Feiifiitih+-:--+ Sf 
bilden, deren symbolischer Ausdruck 
F= aa = (a, §, + @,& -+--*+ &y Ep) an 

wird, Wenn wir diese Form zu Grunde legen, dann kann eine Com- 
binante der Formen /; einfach folgendermassen definirt werden: 

Combinante der Formen f; ist jede Form, welche in Bezug 

auf EF’ Invarianteneigenschaft besitet fiir beide Variablen- 

reihen — und x und ausserdem die — nicht enthiilt. 
Dies ist sogleich ersichtlich, wenn man beriicksichtigt , dass eine lineare 
Transformation der § genau dasselbe bewirkt, wie eine Combination 
der f;. Natiirlich miissen die Transformationsformeln der Variabeln 
x und &€ vollstiindig unabhiingig von einander sein, da schon die ver- 
schiedene Anzahl der Variabeln eine Gleichheit derselben ausschliesst. 
Es tritt sonach hier die Frage nach denjenigen Invarianten (Covarian- 
ten etc.) von /' auf, welche bei unabhingigen Transformationen der 
Variablenreihen nur um Potenzen der Substitutionsdeterminanten sich 
iindern*). Aber nur ein Theil aller existirenden kommt hier in Be- 


*) Derartige Formen fiir eine Grundform mit zwei Reihen bindrer Variabeln 
wurden zuerst von Gordan, Mathematische Annalen Bd, XIII, pag. 375 in dem 
Aufsatz: ,, Ueber die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade“ beniitzt und 
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tracht, nimlich diejenigen, welche in Bezug auf die Variabeln § wirk- 
liche Invarianten sind. Deren symbolische Form ist aber leicht fest- 
zustellen. Da jedes Symbol a, 6, y, ... nur in der ersten Potenz 
auftreten kann, so wird ein Factor des symbolischen Ausdrucks gleich 


(aBy...é) 


in beliebiger Wiederholung sein. Die aus den Symbolen a,b,c, ... 
gebildeten Factoren sind die folgenden: 


(abc...h), (abc...w, (abc... vw), ete., ae 


und so wird jede Combinante als ein Aggregat von Formen darstellbar 
sein, deren symbolische Darstellung folgende ist: 


C=Ti(aBy...«)T(abe...h), (ab...u), (ab... vw),... ae. 


Dieses Product kann nun aber aus einem einfacheren Ausdruck durch 
Processe entstanden gedacht werden, welche die Invarianteneigen- 
schaft ungeiindert lassen und die in folgender Weise definirt sind 


2. gee 


0a, 0% da, 

oS Sve 2 

Oo” OY OY, 
(1) Qu», o... ¢ ° : . 

Wy, We +--+ Wr 

v; — 

Uy Hy cee Me 








Ks midge das in C an zweiter Stelle auftretende Product die Symbole 
a,b,e,...,g enthalten, dann kann C aus 


C’ = T1(a, B,..., 8). abner... gp 


durch Operationen Q erhalten werden. Oder anders ausgedriickt: C 
gehirt zu den Covarianten ersten Grades von C’, wie auch unmittel- 
bar klar ist. 

Die Form C’ zerfallt nun in ein Product selbstindiger Formen; 
nimlich in das Product der mit verschiedenen Variabeln geschriebenen 
Gordan’schen Determinante 


fi(@) fo(@).. - fo(#) 


(2) P = (aB...2)anb™...c8 = — again nis 


AQ A®---fO 


fiir die niedrigsten Ordnungen niiher untersucht, Neuerdings wurden zahlreiche 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand von Capelli, Peano in Battaglini’s 
Giornale Vol. 17 u. 20 und Piazza in den Atti di Torino Vol. 17 veréffentlicht. 


Mathematische Annalen. XXII. 26 
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und es ist damit der Beweis geliefert, dass jede Combinante der f 
Covariante (Invariante etc.) der Form P ist. 

Um nun eine zweite form, welche ebenfalls bei Aufstellung eines 
Combinantensystems zum Ausgangspunkt dienen kann, einfach definiren 
za kénnen, nehme ich an, dass die Coefficienten der Formen /,/,...f, 
unter Weglassung der betreffenden Polynomialcoefficienten das folgende 
unvollstindige System bilden 


he a, b,...ay\ 
" . by dee N et; 
| Se e- 7 Fs 


| 
Gy Cy Oy es Om 








| ay a, as ee . ayn | 
| b, b, SD ixive ay 

= 

ey ey Ges cons ew | 


(4) Q=| | 
| 06,* 67-2, 06,8, ... 8," 
| 
v,° 9o,7"*o, 9,* 9... 9," 


| 
| 
; a 
}e* hte, g°*¢,... £7 | 
Dieselbe enthilt N — p Reihen Verinderlicher u,v,...,7, welche zu 
den Variabeln, in denen die f; geschrieben sind, contragredient sind. 
Ks muss nun bewiesen werden: erstens, dass @ Combinante ist und 
zweitens, dass P und damit alle Combinanten Covarianten von Q sind. 
Was den ersten Punkt angeht, so ist nur erforderlich, Q in den 
Symbolen von /F' auszudriicken. Durch eine leichte Umformung er- 
giebt sich 
|a,* a,*'a, a,*-a, ... a," 


b" Bb, —dy"-1D,... By” 








1 a° af". 69° «eI 
bar v= = (aBy...€) -" vi are al? 
a ii a i i 
—1 —) | 
V," U,"" Uy Oy Uy 220 Vy” | 


2° «f*s, ¢°-“4,...g* | 





Die hier auftretende Determinante kann bekanntlich, da sie simultane 
Invariante von Potenzen der linearen Formen 


at Se ee ee ee 
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ist, in Function der r-reihigen Determinanten, die man aus diesen 
linearen Formen bilden kann, dargestellt werden. Dann nimmt @Q die 
Form an 


(6) Q =F (@By...8) >) CxTT(ab...h), (ab...u), (ab...uv), ete. 


Also ist Q Covariante von F' und damit auch Combinante der Formen f;. 

Um den andern Nachweis zu fiihren, bemerke ich zuniichst, dass 
P und @Q die Partialdeterminanten der Matrix (3) als Coefficienten 
enthalten, da P aus diesen mit den entsprechenden der folgenden 
Matrix multiplicirt linear zusammengesetzt werden kann: 


| 
n n 
2° (7) «,*-'2, (7) Btw, . . Be 


n ” n—1 ” n—1 n 
(7) Wh) We M2) Wa Ya + Ue 


n n ° 
4n(7) t,"— t, (7) yt by | 


Man unterwerfe nun @ der linearen Transformation 


(8) Us = Girly’ + Giatly +++ + Girt 
jan 1,2,...,97 











mit der Determinante A= >'+ 911422 «++ Gr; dann bebaupte ich, 
dass das Resultat derselben auch dadurch erhalten werden kann, dass 
die Symbole a,b,...,e vermittelst der aufgelésten Gleichungen (8) 
in der Darstellung (5) von Q transformirt werden, wenn gleichzeitig mit 
nN 
A” wultiplicirt wird. Die Form @ reproducirt sich nimlich bis auf 
nN 
den Factor A” , wenn die Symbole und die Variabeln den Substitu- 
tionen (8) unterworfen werden. Dies kann durch 


S, .S,= 1 


ausgedriickt werden. Durch Anwendung der Substitution S,—' beider- 


seits folgt 
Su —_ 8-', 


eben die Behauptung. 
Fiir die transformirte Form Q ist nun die Form P zu bilden, die 
durch P’ bezeichnet werden soll. Offenbar gelangt man zu demselben 


Resultate, wenn man die Symbole a, b, ..., e in P vermittelst der 
nN 


linearen Substitution S,—! transformirt und mit A’ multiplicirt. Dem- 
nach ergiebt sich P’ aus 


26* 
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nN 
A’ (aBy...&) arbr... et, 
durch die Transformation 


GH; = Gir Ay + Gia, + Gisds + +++ + GirGe 
auf alle Symbole a,b, ..., e angewendet. Aber diese Transformation 
zugleich mit der fir die Variablen giiltigen 


Hy = Gi ®y + G2iX, + Gis + +++ + Grier 
lisst jeden Factor a,, by, etc. in a,, b,, etc. tibergehen und somit ist 
om 
P’ =A" .P; 
was zu beweisen war. 
Betrachten wir beispielsweise die Formen P und Q fiir drei terniire 
quadratische Formen a,”, b,?, c,?. Bei ihnen ist: 
a,* 6° oc,7 
P=|a;? 6? ¢?|=— : (wyz)\(abe) > az bye, — > > (abu)(acv)(ber), 
3 3 
@ b2 6 ays “vw 

| Gy? Gd, May... a | 

| b,? 6,6, 0b, b, ... b,?| 
Qan| % 1% 1% -- | == (abe) a,b,c, — (uvw) (abu) (bew) (ucw) 
' 2 2 en , 

Uy? UU, Uy Uy... Uy 
| 7 0, Ug Vy ... Vs* 
W,? W, Wy Wy Wy ... We? 
wo sich die Summenzeichen auf alle Permutationen von xyz bez. wow 
beziehen. 

Die Form Q ist in ihrer symbolischen Gestalt eine sehr bekannte 
Determinante*), die im Allgemeinen leichter in ihre Elementarco- 
varianten aufgelést werden kann als P. Der einfache Zusammenhang 
der beiden Formen der sich fiir biniire Formen herstellen lisst, wie so- 
gleich gezeigt werden wird, ist jedoch fiir mehr als zwei Variabele 
nicht mehr vorhanden. 

Aus der bewiesenen Gleichberechtigung der beiden Formen lisst 
sich ee wichtige Foilgerung ziehen. 

Betrachtet man niimlich zwei verschiedene Reihen von Formen und 
zwar eine Reihe K hie -<t 


von der n'*® Ordnung und eine zweite, aus N — p Formen bestehend, 


Pir Por Par-++> PN—p 
von der n'" Classe. Die Combinanten der ersten Reihe kénnen dann 
aus der zu ihr gehdrigen Form Q, abgeleitet werden, wihrend die 
Jombinanten der zweiten Reihe aus der zugehérigen Form P, erhalten 


*) Reiss, Math. Annalen Bd. II, pag. 385. 
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werden kénnen. Die Formen Q, und P, haben nun aber dieselbe Zahl 
von Variabeln und gehen in einander tiber, wenn man die Partial- 
determinanten des Coefficientensystems einer Formenreihe f; mit den 
adjungirten des andern Coefficientensystems, letztere mit den betreffen- 
den Polynomialcoefficienten genommen, vertauscht. Daher gilt folgen- 
der Satz: 


Aus den Combinanten von p Formen n* Ordnung f, f, --.- fp 
mit dem Coefficientensystem 
GQ, Gy Gy. Gy |i 


tn... 


| @& € @, «++ Cy | 


(ohne die betreff. Polynomialcoefficienten) ergeben sich die Combinanten 

von N—p Formen n” Classe 9,9.-+-Pn—p mit dem Coefficientensystem 
| G@, CyM, CyGy ... Gy || 

| B, Co By ¢;B, ... By 


| . 
+ 


: : 
|| Qy €2Q@2 Cz3Q@g +++ On | 


(mit Polynomialcoefficienten c,), indem man in allen Formen an Stelle 
der Determinanten des ersten Systems die adjungirten des zweiten setat 
oder umgekehrt. 

Will man zwei Systeme von Formen n'* Ordnung bez. Classe mit 
denselben Variabeln x bez. u in dieser Weise in Zusammenhang bringen, 
dann ist ausserdem erforderlich, siimmtliche Variabelnreihen mit deren 
contragredienten zu vertauschen. 

Die Formen f; und g; wurden bis jetzt als vollstiindig unabhiingig 
von einander angenommen. Nimmt man eine gegenseitige Abhingig- 
keit derselben in der Weise an, dass alle linearen Combinationen der 
Elemente des ersten Coefficientensystems mit den entsprechenden des 
zweiten verschwinden, also die Gleichungen bestehen 


Gy Oy + Cy Ay Gy + C3430, + > +++ ayay =), 
a, B, + ¢,a,B, + ¢,a;B, +--+ + avBy =0 
etc. etc. 


so werden die Determinanten des ersten Systems zu den adjungirten 
des zweiten proportional und damit simmtliche Combinanten beider 
Systeme ebenfalls proportional. Da es bei diesen Formen iiberhaupt 
auf einen Factor nicht ankommt, so kann man sagen, sie werden 
gleich.*) Formengruppen, welche in dieser Abhingigkeit stehen, sind 
von Rosanes, Crelle’s Journal Bd. 76, pag. 312, conjugivt, von Reye 


*) Brill, Math. Annalen Bd, XX. 
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ebenda Bd, 72 apolar genannt worden. Manche Eigenschaften der durch 
solche Formen dargestellten geometrischen Gebilde folgen direct aus 
der Gleichheit ihrer Combinanten. 


Il. 


Fiir biniire Veriinderliche existirt bekanntlich kein wesentlicher 
Unterschied zwischen den urspriinglichen Variabeln und deren contra- 
gredienten. Setzt man statt w,, u,, bez. y,, —y,, so ergeben sich 
Veriinderliche derselben Art. Die Form @ nimmt dadurch aber eine 
viel einfachere Form an. Seien die gegebenen p biniiren Formen durch 

f = a’ ho — bn, hy = ee »hp=a& 


dargestellt, so wird 


n+1—p 
Q =|] b) i] a i) bw Cis € Ai) e [ [ a), 
s=1 ik 


da die Determinante in dieses Differenzenproduct zerfallt. Der Factor 


[]@ x) 


ist unwesentlich und kann weggelassen werden, so dass nur 


n+1—p 
Q =|] II a) byw Ci) ete Co) 
s=3 


in Betracht zu ziehen ist. 

Der Zusammenhang, der zwischen den Formen P und Q statt- 
findet, kann nun dahin ausgesprochen werden, dass Q eine Polare 
von P ist. Die Form : 

“ &..-¢ 

P—|% by soo 

| &...¢] 
ergiebt folgende Polarenbildung : 


P41) 2)... 2lm+1—p) 
—1 —1 —I1 » 
ar a) eee A (nti —p) bp ba) coe D inti—p) eee ep a € (1) ++ +E (nti—p) 


1 1 =! : 
als ay G(1)+++ G(n+1—p) bp ba) ° +O inti—p) eee e *e4) ++ 0€ (nti—p) 
. PS nt ’ 


1 1 ) 
ap~ G,(1)++ + Oot+i—p) be! bay. + +d jnts—p) box ep + +e €(n+i—p) 


indem man nimlich fiir jede Variabelnreihe x, y,...,¢ in Bezug auf 
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h jede der Variabeln 2, x, ..., z@+-*) die erste Polare bildet. Diese 
1s Determinante giebt aber den Ausdruck 


. n+1—p 
Pa) |, almbt-p) =[[c b)- I] (y) TI (i) Dyfi» + + Cg)» 
i=1 


wo die beiden ersten Producte sich auf alle Symbole a,b,..., ¢ bez. 


ar auf alle Variabelen x, y,...,¢ beziehen. Da der Factor TI(xy) nicht 
= in Betracht kommt, so entsteht also in der That Q aus P durch den 
h Polarenprocess. 

1e Es ist dann selbstverstiindlich, dass @ Covariante von P ist. 
‘h Allein es ist damit noch nicht gesagt, dass die Covariantensysteme beider 


Formen auch tibereinstimmen und es ist ein Ausnahmefall, dass dies 
hier eintritt. Im Allgemeinen wird das System einer derartigen Polaren 
von P nur emen Theil des Systems von P selbst umfassen und es ist 
dies schon bei terniiren Variabelu der Fall. Bilden wir beispielsweise 
fiir das P von drei terniiren quadratischen Formen: 


° az b3 c 
a P=/\aj b5 G 

a bF 
die entsprechende Polare, so ergiebt sich 


Py = ("y2) (abe) ay by Cu); 
also nur eine der Formen, welche oben als mit P fiquivalent gefunden 
wurden. Der Beweis, dass P eine Covariante von Q ist, diirfte daher 
auch fiir biniire Variabeln trotz der nahen Beziehungen beider Formen 
t- nicht tberfliissig sein. 
re Wenn es sich nun aber darum handelt, das Combinantensystem 
der biniren Formen f; wirklich aufzustellen, dann tritt zuniichst die 
Frage nach den Elementarcovariauten (Combinanten ersten Grades) 
der Formen P oder Q auf. Ich werde zwei Methoden angeben, um 
dieselben zu finden. 
Die zunichst sich darbietende ist in folgendem Satze ausgesprochen : 
Die Form m* Ordnung 


K= Chydy..sdy 
2s 


a (A (Ay) »(4,) 
ie ~ Ce 

(An) (4) (a,) (Aa) 
foo fd 2. | 


rap) fay) flay) Ay) 
i? ff? GQ. oF,” 
wo 

a #f 


k 
k oat 


und die Summe sich iiber alle Werthe 4, 4,... Ap erstreckt, fiir welche 
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Ay $ dy Ay bes dp = PPE™, 


ist dann eine Combinante ersten Grades, wenn die Differentialgleichung 
i=n 


> iw-i+0| 


ok 
af 





(i—1) OK pi» oK i-») | we! 
f + 550 2 tit ora fp Ste 
in Bezug auf die identisch erfiillt ist. 

Es ist hiebei angenommen, dass die Formen in nicht-homogenen 
xy 


Variabeln = « geschrieben seien. Der Beweis des Satzes ergiebt 


sich daraus, dass jede simultane Covariante der Formen /, f, ...f, aus 
deren letztem Gliede dadurch erhalten werden kann, dass beziehungs- 
weise die Coefficienten 


Boy yy Bq, +. +) Gunz Do, B,, bg, .. +, On; ete. 
durch 


A, o-, 21 f,%-, ...,n!f; AM, f°, 2! f°, ..., 0! f5; ete. 
ersetzt werden. Die Differentialgleichung, welcher der letzte Coefficient 
von K geniigen muss, geht dadurch in die angegebene iiber. Be- 


zeichnet man abkiirzend die Determinante der Differentialquotienten 
durch 


{Ay, aay Ags. +5 App, 
so werden die drei einfachsten Combinanten von den Ordnungen 
p(w—p+1), pm—p+1)—4, p(n—p+ 1)—6, 
die folgenden: 


K, = {0,1,2,....p—2,p—1}, 
K,=(p—1)(n—p+2) {0, 1,2, -..,p—3,p—2,p+1} 
—(p+1)(n—p) {0,1,2,....p—3, p—1, p}, 
K,=(p— 1)(p—2) (n—p+3) (n-- p+ 2) {0,1,2,...,p—3, p—2,p+2} 
—(p?—4)(n—p+3)(n—p — 1) {0,1,2,...,p—3,p—1,p+1} 
+(p+2)(p-+1) (n—p)(n—p—1) {0,1,2,...,p—-4,p—-2,p—1,p} . 


Die Ordnungen dieser Formen sind scheinbar héher, als angegeben 
ist. Ks hat dies darin seinen Grund, dass bei der Entwicklung nach 
Potenzen von « die héchsten Terme identisch verschwinden, Auch 
lasst sich durch Kinfiihrung homogener Verinderlicher die scheinbare 
Ordnung auf die angegebene herabdriicken, jedoch kann man die 
Bemerkung machen, dass die umgeformten Ausdriicke bedeutend com- 
plicirter sind, als diejenigen in nicht-homogenen Verinderlichen. 
Eine weitere Methode, um die Combinanten ersten Grades zu 
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finden, beruht darauf, dass man die Elementarcovarianten der Form 
Q bildet. Es ergiebt sich dabei eine merkwiirdige Beziehung zwischen 
diesen Formen und den linear unabhiingigen Covarianten (n+ 1—p)'" 
Grades, welche zu einer biniren Form p' Ordnung gehéren. In dem 
Ausdruck fiir Q@ kommt der symbolische Factor 


1(2) = ayy byw Cy - + + Ow 


in (w + 1 — p)-facher Wiederholung vor. Es steht nichts im Wege, 
diesen Factor als selbstiindige Form p'** Ordnung mit den Linear- 
factoren a,, be,..., @~ aufzufassen und demnach an Stelle von Q 


[ [ (2) (0M) . 4 (a) 2. (alt) 


zu setzen. Die Elementarcovarianten dieses Products sind aber nichts 

Anderes, als die mit TI(ab) multiplicirten Covarianten (n+ 1—~p)' 

Grades, welche zur biniiren Form x gehdren*), Daher folgt der Satz: 
Bildet man fiir die biniire Form p'” Ordnung 


q(x) == dz be Cy... Ce 


alle linear unabhiingigen Covarianten vom Grade n4+-1—p und multi- 
plicirt dieselben mit TI(ab), so kinnen diese Ausdriicke als die symbo- 
lischen Formen aller Combinanten ersten Grades betrachtet werden, welche 
zu p bindren Formen az, bz, ..., & gehdren. 

Beriicksichtigt man, dass nach dem Hermite’ schen Reciprocitits- 
gesetz die linear unabhiingigen Covarianten der Form xy vom Grade 
n-+ 1—p in Riicksicht auf ihre Ordnungen mit denen einer Form 
(n + 1 — p)** Ordnung vom Grade p iibereinstimmen, so kann auch 
folgender Satz ausgesprochen werden: 

Die Ordnungen der Combinanten ersten Grades, welche zu p 
Formen ni Ordnung gehiren, sind den Ordnungen der linear unab- 
hingigen Covarianten gleich, welche aus einer Form p*” (bez. (% + 1— p)'*') 
Ordnung entspringen und vom (n + 1 — p)" (bes. p*") Grade in den 
Coefficienten sind. 

Fiir die niedrigsten Fille von zwei, drei und vier biniren Formen 
sind die Ordnungszahlen in folgender Tabelle zusammengestellt. Die 
Untersuchung der rationalen ebenen und riiumlichen Curven hinsicht- 
lich ihrer projectivischen Eigenschaften beruht wesentlich auf der 
Untersuchung der Formen, deren Ordnungszahlen in Columne 2 und 3 
enthalten sind. 


*) Vgl. Gordan, Formensystem binirer Formen pag. 9. 























12, 8, 4, 0. 


8|14, 10, 6, 2. 


~] 





12, 8, 6, 4, 0. 





15, 11, 9, 7, 5, 3. 
18, 14, 12, 10, 8, 
(6),, 2. 


12, 8, 6, 4, 0. 








K. Sraou. 
z 2 Formen 3 Formen 4 Formen 
1} 0. — . E e ve 
2} 2. 0. — 
3140. {3 0. 
416, 2 16, 2. i _s 
518,40 19,53 — “aia 
6 





16, 12, 10, (8)», (4). 0. 





20, 16, 14, (12),, 10, (8)., 
6, (4)., 0. 





9] 16, 12, 8, 4, 0. 


21, 17, 15, 13, 11, 
(9)., 7, 5, 3. 


24, 20, 18, (16),, 14, (12),, 
10, (8), 6, (Ao, (Os. 





10] 18, 14, 10,6, 2. 


24, 20, 18, 16, 14, 
(12)., 10, (8)9,6, 4,0. 


28, 24, 22, (20),, 18, (16),, 
(14),, (12);, (10),, (8)3, 


6, (4)3, 0. 











Diese Zahlen sind einer gewissen Bedingung unterworfen. Nach einem 
Satze von Clebsch (binire Formen pag. 39) enthilt das System der 
Elementarcovarianten einer biniren Form mit mehreren Keihen Ver- 
iinderlicher genau ebensoviel linear unabhiingige Constanten wie die 
Form selbst. An einer andern Stelle werde ich nun zeigen, dass eine 
lineare Relation zwischen den Coefficienten der obigen Formen stets 
eine solche zwischen diesen Formen selbst nach sich zieht und daher, 
wenn letztere Méglichkeit ausgeschlossen wird, im vorliegenden Falle 
nicht statthaben kann. Die Zahl der linear unabhiingigen Constanten, 


welche in den Formen P oder Q enthalten sind, betrigt nun (" z ") : 


daher muss 
Darn=C$) 


sein, wo A,, A,, 4,,... die Ordnungen der zu p Formen gehdrigen 


Combinanten ersten Grades sind. Andererseits ergiebt dies folgenden 
Satz, der mit einem von Sylvester (Crelle’s Journal Bd. 85, p. 108) 
aufgestellten Theoreme identisch ist: 
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Bildet man im vollstiindigen Formensystem einer biniren Form 
p’ Ordnung alle linear unabhiingigen Covarianten 0" Grades, die 
beziehungsweise von den Ordnungen 4,, 4,, 43, ...+, 4, sind, so ist stets 


> atn= (Ps). 

i=1 
Die Ausdehnung dieses Satzes auf Formen mit beliebig vielen Ver- 
iinderlichen werde ich bei einer andern Gelegenheit geben. 


Berlin, 7. Marz 1883. 


[Binire Formen mit mehreren Reihen unabhiingig transformirbarer Ver- 
anderlicher sind auch schon von Clebsch bei der Betrachtung der conjugirten 
Connexe verwandt worden; siehe Cle bsch’s Vorlesungen tiber Geometrie, heraus- 
gegeben von Lindemann, | 





Ueber eine gewisse Erweiterung des Cantor’schen Satzes 
(Crelle’s Journal, Bd. 72, 8. 135).*) 


Von 
C. Neumann in Leipzig. 

Es sei f(x) eine beliebig gegebene periodische und stetige Function, 
und L die Lange ihrer Periode. Fiir «= A sei B der Werth der 
Function: 

(1) f(A) = B. 
Auch sei das A in solcher Weise ausgewahlt, dass B von 0 verschieden 
ist. Alsdann ist: 


f(A) =f(A+ L)=f(A+2L)=-.-=B, 
oder, falls man A = SL setzt: 
(2a) (SL) —=f(S+ 1) L)=f(S +2) L) =--- =B, 
und ebenso auch: 
(2b) (SL) = f(S -1) L) =f ((S — 2) L) =- - - = B; 


wobei sogleich bemerkt sein mag, dass von den hier auftretenden 
Constanten : : 
(3) +--+ (S—2), S—1)), 8, (S+1), (S+2),---: 
weiterhin Gebrauch zu machen ist. Wir wollen nun die Function 
f(z), und ebenso auch die Constanten L, A, B, S als gegeben be- 
trachten, und uns folgende Aufgabe vorlegen: 

Aufgabe. — Es seien B,, By, By,-- +) Bn, - ++ in inf. beliebig ge- 
gebene Constanten. Und insbesondere sei bekannt, dass fiir jedweden 
Werth der Variablen x die Formel stattfindet: 


(4) lim,=« Bn { (mz) = (), 


*) Jener Satz lautet: Wenn fiir jeden Werth von x zwischen gegebenen 
Grenzen (a << x <b) die Formel stattfindet: lim(a, sinnx + b, cosnx) = 0, 80 
folgt hieraus, dass lim a, = 0, wnd ebenso auch lim b, = 0 ist. 

Gleichzeitig sei bemerkt, dass der gegenwiirtige Aufsatz einen Theil des- 
jenigen bildet, der von mir bereits publicirt worden ist in den Berichten der 
Kgl. Siichs. Ges, d. Wiss. vom 5. Mirz 1883. 
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Auf Grund dieser Formel sollen die Eigenschaften jener Constanten 
B,, B., Bs, --- Bu, +--+ néiher untersucht werden. 

Da die Formel (4) stattfinden soll ftir jedwedes x, so wird sie 
z. B. auch stattfinden fiir z=—0. Man erhilt also: 


(6) lim,— Baf(0) = 0, 
oder, falls man durch die Constante f(0) dividirt: 
(t) lim,—« Bn = 0. 


Doch ist der Uebergang von (6) zu (rt) offenbar nur dann erlaubt, 
wenn das f(0) von 0 verschieden ist. Es scheint somit fraglich, ob 
die Formel (r) auch dann noch giiltig bleibt, wenn /(0) = 0 ist. 

Die Methode, welche man, falls f(x) die Function sin (x) vor- 
stellt, zur Beantwortung dieser Frage einzuschlagen hat, verdankt man 
Herrn Cantor. So complicirt diese Methode in Anbetracht der ein- 
fachen Dinge, um welche es sich handelt, auch erscheinen mag, so 
sind doch alle Versuche, diese Methode durch eine bequemere und- 
schnellere zu ersetzen, bisher vergeblich geblieben. Ich werde nun 
im Folgenden zeigen, dass diese Cantor’sche Methode nicht nur auf 
sin (x), sondern mittelst einiger sich leicht ergebenden Modificationen 
auch auf die hier betrachtete Function f(#) anwendbar ist. 

Dabei werde ich Gebrauch machen von zwei ganz willkiirlich eu 
fiairenden Constanten h, und j,, von denen indessen die erstere positiv 
und > 0 sein soll. Zur Absolvirung der augenblicklich vorliegenden 
Aufgabe (4), wiirde es bequem sein, diese Constanten h, und j, etwa 
beide = 1 zu machen, Trotzdem werde ich dies nicht thun, sondern 
die Fixirung der Constanten h, und j, absichtlich im suspenso lassen, 
um in solcher Weise meinen Betrachtungen eine Form zu verleihen, 
in welcher sie nicht nur fiir die augenblickliche Aufgabe, sondern gleich- 
zeitig auch fiir die spdter folgenden Untersuchungen geeignet sind. 

Um unseren Vorstellungen und Betrachtungen eine gewisse Festig- 
keit zu verleihen, kénnen wir uns, bei Behandlung der augenblicklichen 
Aufgabe, fiir h, und j, etwa folgende Werthe gewahlt denken: 


ho = + 3454, 
jo = + 987%, oder — — 87334. 
Wiihrend nimlich h,, wie schon gesagt, positiv und > 0 sein soll, 
ist die Fixirung von j, einer derartigen Beschriankung nicht unter- 
worfen. 

Es sei ¢ ein ad libitum gewihlter Kleinheitsgrad. Mit Bezug auf 
dieses ¢ wollen wir simmtliche Constanten 


(6) B,, Bo, Bs, B,, ne im inf. 


in zwei Kategorien versetzen, in die der héheren und die der tieferen 
B's, indem wir jedwedes 6 zur ersten oder zweiten Kategorie zihlen, 


(5) 
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je nachdem sein absoluter Betrag > £, oder aber < « ist. Dabei sind 
verschiedene Méglichkeiten vorhanden. Denn es wird der die Reihe 
(6) von Links nach Rechts Durchwandernde entweder auf gar kein 
hoheres B, sondern stets nur auf tiefere f’s stossen, wie weit er auch 
nach Rechts fortschreiten mag. Oder, er wird nur eine Zeit lang auf 
hihere B's stossen, z. B. nur bis zu seiner Ankunft in B,,; sodann 
aber bei Durchlaufung der folgenden Glieder B,,, Byg, Bao, By, - °° 
bloss noch tieferen f’s begegnen. Oder endlich, er wird auf eine un 
erschipfliche Menge von hdheren f’s stossen, der Art, dass die Be- 
gegnung mit héheren #’s niemals aufhért, wie weit er auch nach 
Rechts hin fortgehen mag. Diese drei Fille lassen sich so charakterisiren: 


Erster Fall: Es existiren gar keine hiheren B's; 30 dass 
also die ganze Reihe 


By, Bo, Bs, By, + - +, im inf. 
lediglich aus tieferen B’s besteht. 
( Zweiter Fall: Die héheren f’s bilden in der Anordnung, 
wie sie in der Reihe (6) von Links nach Rechts aufeinander- 
folgen, eine endliche Reihe: 
By, By,» By,» peas Ba, 
(7b) J wo 9, <g. <9; <---<G ist, und G eine bestimmte end- 


liche Zahl vorstellt. Alsdann wird also die auf 6; folgende 
Reihe: 


(7a) 


Bos, Bo+2, ++ ™ inf. 
[lediglich aus tieferen B's bestehen. 


Dritter Fall: Die héheren f’s bilden, wie sie in der 
Reihe (6) von Links nach Rechts aufeinander folgen, eine sich 
ins Unendliche erstreckende Reihe: 


(Te) | By.» Bar Bu» +++ im imfinitum , 


wo alsdann g, < 9, <9, << --- positive ganze Zahlen vor- 
|stellen, die ins Unendlich: wachsen. 


Dies sind offenbar die einzig méglichen Fille. Ist man also z. B. 
nachzuweisen im Stande, dass der dritte Fall nicht eintreten kann, so 
muss nothwendiger Weise der erste oder zweite Fall vorhanden sein. 
Einen solechen Nachweis werden wir nun in der That fiihren, und 
zwar mittelst eines apagogischen Verfahrens, indem wir zeigen, dass 
die Annahme des dritten Falles zu absurden Resultaten hinleitet, dass 
mithin dieser dritte Fall unméglich ist. Dieser Disposition entsprechend 
ist unser Verfahren folgendes: 

Wir nehmen an, der dritte Fall sei vorhanden, d. h. die Reihe 
der hiheren p's: 

(8) By, By» By» -** erstrecke sich in infinitum. 
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Die 9,, 92,93, °° Teprisentiren alsdann eine Reihe ganzer Zahlen, 
von denen jede kleiner ist als die niichstfolgende, und zwar eine Reihe, 
die sich ebenfalls in infinitum erstreckt. Unter diesen ganzen Zahlen 
9i> Go 93> °** Sei nun, beim Fortgange von Links nach Rechts, h, die 
erste, welche > 8h, int, sodann sei bei weiterem Fortgang h, die erste, 
welche => 8h, ist, sodann sei weiter h, die erste, welche > 8*h, ist. 
U. s. w. Dabei soll h, die in (5) besprochene Constante vention. 
Wir haben alsdann die Formeln: 


(9) hi >8h., he >8*h,, hg > 8*h., ete. ete. 


Hieraus folgt sofort: 





Die, hem, Sua 
er See See ae 
( 
(10) h, bo tee... Se 
— = sr, Sr = —, ete. etc., 
Iyas grt hy, +2 grt 
wo simmtliche @ positive dichte Briiche vorstellen. Denn nach (5) ist 
h, positiv; und Gleiches gilt daher auch von h,, h,, hj,--- + Aus 
den Formeln (10) folgt nun weiter durch Multiplication: 
ho _ No — 3,9, to _ Dy F2F, 
xy” SS? hy 8.82? Ty = 8.88.92? Cte. ete., 
(11) hy Patt h,, Ont Fite hy, P44 P42 P45 


hep ort? Bagg gttigntt’? hg getlgnta gets ? CHC: ete. 

Ferner folgt aus (11): 
a, - 1 1 1 (9 , 1%, | 928, Ss 

(2) -t+Qtgt -—_EGt+seteeet) 

Nachdem in solcher Weise, in Anlehnung an das gewihlte ¢, die 
9i> Jo» 9g, +++ und h,, hy, hg, --+ und ebenso auch die @’s in vollig 
bestimmter Weise definirt sind, wollen wir nun an die h,, h,, hy, - 
eine neue Constantenreihe j,, j., j;, -- + sich anlehnen lassen. Wiih- 
rend aber g,, Jo, 93, °°: und h,, hy, hg, -+- lauter positive ganze 
Zahlen sind, sollen j,, jo, j,, °-- diesen Charakter nicht mehr be- 
sitzen, vielmehr der Constantenreihe (3): 


(13) ---- (S—2), S—1), 8, S+1), (S+2),--- 


angehéren. Und zwar sei, beim Fortgange von Links nach Rechts, 
j, die erste dieser Constanten (13), welche > jy a ist; sodann sei bei 


he 


hy ist. 


weiterem Fortgange j, die erste dieser Constanten, welche > j, 


Sodann sei weiter j, die erste derselben, welche > j, a ist. U. s. w. 


Dabei soll das j, die friiher besprochene Be’ sutung (5) besitzen. Als- 
dann ergiebt sich z. B., was j, betrifft, die s*ormel: 
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(i, — D < o> * Sis 


Hieraus folgt: 





-h ‘ 
—1< (i j—-i) <9, 
oder, falls man mit (— 1) multiplicirt: 


i> (i, —Jo ho h)>0, 
oder, was dasselbe ist: 
~ hy 
ji — Jo a." 8,, 
wo 9, einen positiven iichten Bruch bezeichnet. Dividirt man die 
letzte Doundl durch h,, so erhilt man die erste Gleichung des folgenden 
Systems: 


Coco 
hy hy h,’ 
ae i G& 
hg hy hy ’ 
(14) ete. ete. 
In - =e 0, 
i 
etc. etc., 


dessen iibrige Gleichungen sich in analoger Weise ergeben. Dabei 
sind siimmtliche © positive dichte Briiche. Aus (14) folgt durch 
Addition : ° 

15 In _ do _— 0, 

(15) aa : +5 Shpall a h,, 

Die Reihe rechts convergirt fiir »— co gegen eine bestimmte [este 
Grenze, wie solches aus (12) ersichtlich ist. Demgemiiss gilt Gleiches 
auch von dem links stehenden Quotienten 


j . 
7 - Bezeichnet man aber 
n 


die feste Grenze, gegen welche dieser Quotient bei wachsendem m con- 
vergirt, mit Q: 


(16) Q = lim,=- i ? 
so ergiebt sich aus (15): 
(1) 2 Pa PEP Het Gt Gt be in i 


Nunmehr folgt aus (15), (17) durch Subtraction, und falls man zu- 
gleich mit h, multiplicirt: 


. h, h, h, wer 
h,Q —jn, = On41 Lar + Ont2 | - On+s hiss a eee inf., 
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oder, mit Riicksicht auf (11): 


e On+1 a, 41 Fie 
hyQ — jn = Ong ge + On+2 gttl gxtt + 





#119199 
+ On+s nl n+? n+3 4+. 


gr tt grt? gat » in inf. 


Und hieraus endlich folgt sofort: 
(18) limy=o (dnQ — jn) = 0. 

Nachdem in solcher Weise in Anlehnung an das gewiihlte « die 
Constanten g, h, 7, 2, wie auch die #, © in ganz bestimmter Weise 
gebildet, und einige Kigenschaften dieser Constanten durch Formeln 
ausgedriickt sind, kehren wir zuriick zu den urspriinglich gegebenen 
Constanten 6. Diese B sind nach (4) von solcher Beschaffenheit, dass 
fiir jedwedes x die Forme! stattfindet: 

(19) lim,=« Bn f(n”) = 0. 
Es wird also z. B. diese Formel auch dann stattfinden, wenn man 
2 ==QL setzt; so dass man also erhilt: 
(20) lim,—« Ba f(nQL) = 0. 
Nun kénnen wir z. B. das » in der Art unendlich werden lassen, dass 
wir dasselbe successive = h,,h,,h,,--- machen; denn die h,, h., hs, -+- 
sind ins Unendliche aufsteigende positive ganze Zahlen, wie solches 
aus ihrer Definition sich ergiebt. Somit erhalten wir: 

lim, —« Ba, f (in QL) = 0, 
oder, was identisch dasselbe ist: 
(21) lim, —« Bi, f(jn LL + [hn Q — jr] L) = 0. 
Bezeichnet man nun fiir den Augenblick jede von n abhiingende Grosse, 
die bei unendlich wachsendem » gegen 0 convergirt, mit & resp. mit 
Vn,» Xn, 8O ist nach (18): 

hy 2 — jn = En, 

und folglich nach (21): 
(22) Bf (Gal + En L) = Un. 
Die j, gehdren simmitlich zur Reihe (3), unterscheiden sich also von 
der gegebenen Constante S nur durch ganze Zahlen. Demgemiiss 
ist z. B.: 
wo J, eine ganze Zahl vorstellt. Substituirt man aber diesen Werth 
von j, LZ in (22), und beachtet, dass die Constante LZ die Perioden- 
linge der Function f(x) bezeichnet, dass mithin fiir jedwedes x die 
Formel stattfindet: f(a + J,L) = f(a), so erhilt man: 


(23) Bi, f(SL + &nL) = dn. 
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Nun ist aber nach (2a) 


wo B eine von 0 verschiedene Constante vorstellt. Auch ist f(2) nach 
unserer Voraussetzung eine stetige Function, mithin: 


(SL + En L) = B+ mn. 
Dies in (23) substituirt, ergiebt sich: 


(24) Bi, (B+ tn) = Hn; 


wo w, und yz, Gréssen vorstellen, die mit unendlich wachsendem n 
gegen 0 convergiren, wiihrend B eine feste und von 0 verschiedene 
Constante bezeichnet. Demgemiiss folgt aus der Formel (24) sofort, 
dass die Grésse B,, bei unendlich wachsendem n ebenfalls gegen 0 


convergirt; sodass man also die Formel erhilt: 
(25) lim,—» Br, = 0. 


Diese Formel (25) sagt aus, dass die f;,,, Bs, Br, --+, bei weiterem 
Fortgange, sich in infinitum der 0 niihern, und dass es also z. B. 
unter diesen 6, auch solehe geben muss, die ihrem absoluten Betrage 
nach kleiner sind als das von uns zu Anfang gewihlte «. Die £, sind 
aber nur Individua aus der Classe der B,.*) Wir kommen demgemiiss 
also zu dem Resultat, dass in dieser Classe der B, gewisse Indi- 
vidua vorhanden sein miissen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als jenes é sind. 

Dies Resultat aber ist absurd. Denn wir sind ausgegangen von 
der Voraussetzung des dritten Falles (7c); und die £, sollten also, zu- 
folge ihrer dortigen Definition, dem absoluten Betrage nach durchweg 
grésser als jenes é sein. 

So sehen wir also, dass die Annahme des dritten Falles (7c) zu 
einem Absurdum hinleitet, dass mithin dieser dritte Fall wnméglich 
ist. Es bleiben also als méglich nur iibrig der erste und gweite Fall. 
Und wir gelangen daher mit Riicksicht auf die in (7a, b) gegebene 
Charakterisirung dieser beiden Fille zu folgendem Resultat: 

Ist « ein ad libitum gewihlter Kleinheitsgrad, und denkt man 
sich mit Riicksicht auf dieses ¢ die gegebenen Constanten 


(26) By, Bo, Bs, By, «++ im inf. 


eingetheilt in die hiheren und tieferen B's, so wird sich stets eine 
endliche positive ganze Zahl N angeben lassen von solcher Beschaffen- 
heit, dass die Gréssen 


*) Die hy, he, hg, ..- sind niimlich nach ihrer Definition bestimmte Indi- 
viduen aus der Reihe g,, go, gs, --- - Und dementsprechend sind also auch die 
By,» Ba,» Ba,» - +. 2u bezeichnen als Individua aus der Reihe By.» By,» By, +++ * 
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Ueber den Cantor’schen Satz, 


(26a) By, Byti, Bye, Buys, >>> im inf. 
durchweg zu den tieferen f’s gehbren*). 

Oder genauer ausgedriickt: Es wird sich, falls ¢ einen beliebig 
gegebenen Kleinheitsgrad vorstellt, stets eine endliche positive ganze 
Zahl N angeben lassen, von solcher Beschaffenheit dass die Constanten 
(26a) threm absoluten Betrage nach durchweg << sind. Demgemiiss 
sehen wir also, dass die urspriinglich gegebenen Constanten (26) der 
Formel entsprechen 


lim,=« Bn = 0, 
und gelangen daher zu folgendem Theorem: 
Theorem. — Versteht man unter f(x) eine beliebig gegebene 


Function, welche stetig und periodisch ist, ferner unter 


B,, B,, Bs, sss mM inf. 
beliebig gegebene Constanten, und ist bekannt, dass fiir jedwedes 
x die Formel stattfindet: 


(27) lim, —« Bn fn(x) Ss 0, 
so folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass 
(28) lim,—.» B, ebenfalls = 0 ist. 


Die in diesem Satz gemachte Voraussetzung, dass die Formel 
(27) stattfinden solle fiir jedwedes x, ist fiir die Giltigkeit des Satzes 
nicht in vollem Umfange erforderlich. In der That lisst sich zeigen, 
dass der soeben ausgesprochene Satz auch dann noch in Kraft bleibt 
wenn die Formel (27) nur erfiillt ist fiir solche x, die (geometrisch 
ausgedriickt) ein kleines Linienstiick stetig erfiillen. In der That gilt 
folgendes 

Allgemeineres Theorem. — Versteht man unter f(x) eine be- 
liebig gegebene Function, welche stetig und periodisch ist, ferner 


unter | - 
By, By, Bs, - +> im inf. 


beliebig gegebene Constanten, endlich unter x, < x, ebenfalls zwei 
beliebig gegebene Constanten, und ist bekannt, dass die Formel 
(29) lim,—» Bnf (nx) = 0 
stattfindet fiir jedwedes der Bedingung x, < «x < x, entsprechende x, so 
folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass 
(30) lim,—« B,» ebenfalls = 0 ist. 

Der Beweis dieses Satzes liisst sich in genau derselben Weise 
fiihren, wie der des vorhergehenden Satzes (27), (28); nur mit dem 
einen Unterschiede, dass in diesem Fall die Constanten h, und j, nicht 


*) Diese Zahl N ist naimlich = 1 im Falle (7a), anderseits —(G-+- 1) im 
Falle (7b), wo G die in (7b) angegebene Bedeutung besitzt. 


27* 
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mehr beliebig, sondern mit Riicksichtnahme auf die gegebenen Con- 
stanten x, und 2, zu fixiren sind. Und zwar sind h, und j, in diesem 
Fall so zu wihlen, dass den Gleichungen entsprochen wird: 


x, am Z ve : 
(31) Bee 
a,= 1 aes , 
woraus sich ergiebt: 
bn tilis| 
0 Le — &y 
(31 a) he 
fe = 8 


Dabei bezeichnet L, ebenso wie friiher, die Periodenliinge der ge- 
gebenen Functionen f(x), also eine gegebene positive Constante. Bei- 
liufig zeigen die Formeln (31a), dass von den so determinirten Con- 
stanten h, und j, die erstere positiv und > 0 ist. Denn L ist positiv, 
und 2, — a, ebenfalls, weil nach der in unserem Satze gemachten 
Voraussetzung 2, < 2, sein soll, 

Wiederholt man nun, nach Festsetzung dieser Constanten h, 
und j,, Schritt fiir Schritt genau dieselben Betrachtungen wie vorhin, 
so erhilt man genau dieselben Formeln wie damals, bis zur Forme! (19). 
Der Uebergang aber von (19) zu (20) ist offenbar im gegenwiirtigen 
Falle nicht mehr erlaubt, oder bedarf wenigstens noch einer beson- 
deren Motivirung. Um niher hierauf einzugehen, wiederholen wir zu- 
niichst die Formel (17): 

? 8 tS) 0 ae 
o—f ~~ ha ++ h, tt tm inf. 


Wir kénnen dieselbe auch so schreiben: 
hQ— jy= 0, +0, & 40, 4... im ing. 
1 2 3 
oder, mit Riicksicht auf (11) auch so: 


. a o,3 2, 3,8 fp Nad 
h,Q — jy = 9, 4 + 6, a + 9, aa +--+ in inf. 


Hieraus aber folgt, weil die #, © lauter positive iichte Briiche sind, 
sofort: 


abs (IQ — jy) <(4 + ge tay +--+: + in inf); 


diese Formel kann man auch so schreiben: abs (h, 2—j)) < - Folglich 


ist a fortiori: 
abs (hk, 2 — jy) < 1. 


Hieraus folgt weiter: 


wi < (y2 — jo) < 1, 















l- 











Ueber den Cantor’schen Satz. 


oder was dasselbe ist: 


jo-1L<hQ<Cjyt+l, 
oder, falls man mit - multiplicirt, und dabei beachtet, dass Z und 
0 


h, beide positiv sind: 


(Jo — 1) L (jo + 1) L 
oUt con < BENE, 
also mit Riicksicht auf (31): 
(32) 2 < QL <a. 


Nun soll aber fiir jedwedes der Bedingung 2, < x < a, entsprechende 
x die Formel (29) stattfinden. Und es wird daher diese Formel, wie 
aus (32) folgt, z. B. auch stattfinden fiir den Specialwerth « = QL. 
Demgemiiss ergiebt sich: 
(33) lim,=« Bn f(nQL) = 0. 

Demgemiss ist also die Richtigkeit jener friiheren Formel (20) 
S. 411 im gegenwiirtigen Falle ebenfalls constatirt. Und wir iiber- 
sehen nun sofort, dass von (20) aus all’ unsere friiheren Betrachtungen 
S. 411— 413 in vdllig ungeinderter Weise von Neuem wiederholt 
werden kénnen, und dass man in solcher Art zu dem Beweise des 
zuletzt aufgestellten allgemeineren Theorems (29), (30) hingelangt. Q.e.d. 


Leipzig, 25. April 1883. 
pzig P 





Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Dritteln 
ganzer Zahlen gebildet sind. 


Von 


A. Krazer in Wiirzburg. 


Die von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Prym*) ein- 
gefiihrte, durch Verallgemeinerung der Riemann’schen p-fach unend- 
lichen Thetareihe gewonnene allgemeinere Reihe: 


Mires Ip 
a eed |---| e) 
MSP Kp a=p 
™m—=+ © My=+ @ a Buy’ (My +9) (my + Ip +2 > (My FI) (Ou Ay ni) 
=1 “=! =) 
> “ p 
M=—2 Mp_p=—— ow 


in welcher die g, h beliebige Constanten bezeichnen, iindert sich, den 
Gleichungen: 
Dies GJy tlw gy ’ a Mess Iy+>+Ip|/, ; 
4 | ee hy le (vy, |--+ |) =F hy ovelly (vy, | +++ | ep), 


caely 

od eee aera (CE ea Loner eed (CE a 
gemiiss, stets nur um einen constanten Factor, wenn man die Gréssen 
g, h um irgend welche ganze Zahlen iindert. Beschriinkt man daher die 
Werthe der Gréssen g,h auf rationale Zahlen mit dem gemeinsamen 
Nenner r, so existiren, wenn man von constanten Factoren, die in 
diesem Falle immer r'* Einheitswurzeln sind, absieht, im Ganzen nur 
v2? verschiedene Functionen; man erhalt dieselben, wenn man fiir 
yous 1,2,...,p: 

P= = > h, — & 
7 

setzt und dann an Stelle des Systems der 2p Buchstaben a, B die 
simmtlichen Variationen der Elemente 0, 1, ..., 7—1 zur 2p" 
Classe mit Wiederholung treten liisst. Man kann sich nun die Aufgabe 
stellen, die Relationen aufzusuchen, welche zwischen diesen r*? auf 


*) Prym, Untersuchungen iiber die Riemann’sche Thetaformel und die Rie- 
mann'sche Charakteristikentheorie. Leipzig 1882, Teubner; pag. 26. 
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dieselben Argumente v bezogenen Thetafunctionen bestehen. Dieses 
Problem ist bei beliebigem p bis jetzt nur fiir den Fall r= 2 be- 
handelt, fir p = 1 dagegen haben die Herren Thomae*), Klein**) 
und Bianchi**) auch die Fille 3, 5, 7,... in den Kreis der Be- 
trachtung gezogen, ohne jedoch speciell das soeben erwiihnte Ziel zu 
verfolgen. In der vorliegenden Arbeit, die ihre Entstehung den im 
persOnlichen Verkehre mit Herrn Prof. Klein gewonnenen Anregungen 
verdankt, habe ich fiir den einfachsten dieser Fille, niimlich fiir 
p=1, r=3, die gestellte Aufgabe behandelt und zu einem gewissen 
Abschlusse gebracht. Auf die bei dieser Untersuchung erzielten, ver- 
hiltnissmissig einfachen Resultate méchte ich aber weniger Gewicht 
legen, als auf die dabei befolgte, durch die Anwendung einer einzigen 
Hauptformel charakterisirte Methode, die auch im allgemeinen Falle 
geeignet sein diirfte, die Lésung des gestellten Problems zu ermdg- 
lichen. 


Die unendliche Reihe: 


m=—-+- @ aN? a a’ 
y af m+ 5) +2 (m+ 5) (e+ - ni) 
[¢] (0) = SX ‘ Pd 
m—=— @ 


bei der a, @ ganze Zahlen bedeuten, a eine beliebige complexe Con- 
stante mit wesentlich negativem reellem Theile ist, stellt eine ein- 
werthige und fiir endliche Werthe von v auch stetige Function der 
complexen Veriinderlichen v dar, welche den Gleichungen: 


2 


(1) a[slw+an—e  o[s]@), 
(2) a[flw+ta = e* @ [2] (v) e- 22-4, 


(3) 4 2 le] - ae a (v) 
oa ov 


geniigt. LErfillt umgekehrt eine einwerthige und fiir endliche Werthe 


*) Thomae, Darstellung des Quotienten zweier ‘Thetafunctionen, deren 
Argumente sich um Drittel der Periodicitiitsmodulen unterscheiden, durch alge- 
braische Functionen. Math. Annalen Bd. VI, pag. 603. 

**) Klein, Ueber die unendlich vielen Normalformen des elliptischen Inte- 
grals erster Gattung. Math, Annalen Bd. XVII, pag. 133, und: Ueber gewisse 
Theilwerthe der O-Function. Math. Annalen Bd. XVII, pag. 565. 

***) Bianchi, Ueber die Normalformen dritter und fiinfter Stufe des ellip- 
tischen Integrals erster Gattung. Math. Annalen Bd. XVII, pag. 234, 
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von v auch stetige Function der complexen Verinderlichen v die Glei- 
chungen (1), (2), so kann sie sich von der Function @|%|(v) nur um 
einen von wv freien Factor unterscheiden; erfiillt sie ausserdem noch 
die Gleichung (3), so ist dieser Factor auch von a unabhingig. 

Aus der die Function #|%-|(v) darstellenden Reihe lassen sich ohne 
Miihe folgende Gleichungen ableiten: 


(4) 2 [2] (ve) = # [2] @, 
(5) olefslo—e *” ols], 
(6) o [2] (— v) = o[=2] @). 


Der Zahlencomplex [%]| soll die zur Function #|%| (v) gehérige Charakte- 
ristik genannt werden. Die Gleichungen (4), (5) zeigen dann, dass 
jede Function #|%-|(v) unter Ausscheidung eines Factors, der immer 
eine dritte Einheitswurzel ist, auf eine der folgenden neun: 


Fol), Fol), Hl), #h1@), Fh), #U@), +(e), 
> [Al(e), &[] (x) 


reducirt werden kann, bei denen die Charakteristiken nur aus den 
Zahlen 0, 1, — 1 als Elementen gebildet werden. Die neun bei 
diesen Functionen auftretenden Charakteristiken sollen Normalcharakte- 
ristiken genannt werden. Die Gleichung (6) zeigt dann weiter, dass 
von diesen neun Functionen eine, nimlich @[5|(v), eine gerade Func- 
tion ist, die anderen acht aber paarweise in einander tibergehen, wenn 
man das Argument v in — v verwandelt. 


, 
. . % x . 
Ferner ergiebt sich noch, wenn man das System v +- 3 ats xi, 


bei dem x, x’ ganze Zahlen bedeuten sollen, symbolisch mit v + || 
bezeichnet, die im Spiiteren wiederholt zur Anwendung kommende 
Relation: 

3 Fete ope ate at 
@ el +le—ott@e  eCtEt en) 
Setzt man in dieser Formel, indem man unter 4,4’ ganze Zahlen 
versteht, x = 3A, x = 34’ und wendet die Glcichungen (4), (5) an, 
so erhilt man die Relation: 


—Ra—2d0+ ; (aa'—Aa')xi 


(8) &[%] (vo + [3 )) =2 [2] (vy 


Die Gleichung (7) zeigt, dass man aus jeder @-Function durch 
Aenderung des Argumentes um Drittel der Perioden und Hinzufiigung 
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einer Exponentialgrésse jede andere erzeugen kann. Setzt man in der 
Gleichung (7) « = a =O und bezeichnet die keiner Bedingung unter- 
worfenen ganzen Zahlen x, x in neuer Bezeichnung mit a, a’, so ent- 
steht die Formel: 


o (Jo) —alg}o+ leper teCre™), 


vermittelst deren man eine beliebige Function #|%| (v) aus der speciellen 
Function @[$] (v) erzeugen kann. 


2. 


Der weiteren Untersuchung sollen einige Bemerkungen tiber die 
Charakteristiken der Thetafunctionen vorausgeschickt werden. Als 
allgemeine Zeichen fiir Charakteristiken mégen die Symbole: 


(el, (1, [7-, ° 
oder, wenn kein Missverstiindniss zu befiirchten, entsprechend die 
einfacheren [a], [8], [y],... dienen; auch soll eine Charakteristik 
von der Form |=%| abgekiirzt durch [— a], die Charakteristik 9] 
durch [0] bezeichnet werden. Zwei Charakteristiken [a] = |%] und 
; [B] = 5] sollen congruent genannt werden, [a] = [6], wenn « =6 


; (mod. 3), « = p' (mod. 3) ist. Die Charakteristik [« + 6B] = [¢34] 
soll die Summe, die Charakteristik [a — 6] = [2-4 die Differenz der 
1 Charakteristiken [«] = |%] und [6] = ra genannt werden, sodass die 


Gleichungen [e«] + [6] =[« + B], [«] — [6] = [a — B] bestehen. 
Die neun, schon in Art. 1 definirten Normalcharakteristiken kénnen, 
wenn man die Charakteristik [0] noch hinzunimmt, aus den Charakte- 


ristiken [a] = |] und [6] = [{] auf Grund des Schemas: 
9}, fe], [—e], (6), (+e), (6—«], [—8], [-8 +], [—-B—@]) 
erzeugt werden. Die Reihenfolge: 

| 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
r b), bl, Cel, fh th il, tl bl, i, 
in welcher sie bei dieser Erzeugung auftreten, soll die natirliche 
genannt werden. Bezeichnet man dann eine jede Normalcharakte- 


ristik mit der ihr bei dieser Anordnung zukommenden Stellenzahl, so 
kann man aus der folgenden Tabelle: 
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1/2/3]4/5|6 8 | 9 
2/3l1|5\/6\4]/8\9|7. 
‘s3i1ilelel4aisl9l7i\s 
Ts 516/718 \9l1l2l3 
5|6|4|8|/9|712/3 a 
6/4/5)/9/7/8]3\1)2 
7 slolil2is 4/5\6 
siol7{2\3/il5l6]4 
gl7isi3aiilelelais 

















zu je zwei Charakteristiken die ihrer Summe congruente Normal- 
charakteristik finden. Die Tabelle ist nimlich dadurch entstanden, 
dass allgemein in das der w'" Horizontalreihe und v' Verticalreihe 
gemeinsam angehdrende Quadrat die Stellenzahl derjenigen Charak- 
teristik aufgenommen wurde, welche der Summe der beiden den 
Stellenzahlen w und v entsprechenden Charakteristiken congruent ist. 


— ti 
In der Folge soll zur Abkiirzung e" =t gesetzt werden; dann 


ist P= 1, 1+r+r2?=—0. Setzt man dann weiter, indem man 
unter ¢, & und », 7 die Elemente zweier beliebiger Charakteristiken 
{e} und [y] versteht: 


| vo 


3 aw ni 2 eye ) ai 
3 ' Jel Rai a aia 


e tl"! e — iil 


— indem man sich vorbehilt, bei dem letzten Symbole, sobald kein 
Missverstindniss zu befiirchten ist, die Charakteristikenklammern zu 
unterdriicken, also einfacher t*!” statt rll! zu schreiben — so sind 
ti*! und rll! gleichfalls dritte Einheitswurzeln, und es gelten fiir 
diese Symbole die folgenden Gesetze: 

1° =l, git! as zis, ciel 1 () = 1, rll ite) == 1, clit} os J, 
clei C— A ae lO). lid, lb oe phd gid & lI, 


letol OFF) oe gle itu). qld 1O9) . gli ta). lS 09), 


Dabei ist es nicht unwichtig, zu bemerken, dass der Werth der Aus- 
driicke r'*! und r)!( ungeiindert bleibt, wenn man an Stelle der 
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Charakteristiken, auf die sie sich beziehen, irgend welche denselben 
congruente setzt. 

Versteht man endlich, mit Riicksicht auf das Symbol c!!(, unter 
[y] eine der acht von [0] verschiedenen Normalcharakteristiken und 
liisst dann an Stelle von [e] der Reihe nach die neun Normalcharakte- 
ristiken treten, so haben von den neun auf diese Weise aus rl‘)! (™ 
hervorgehenden Ausdriicken drei den Werth 1, drei den Werth rt, 
drei den Werth +’, und es findet speciell die Beziehung. rt!!! I] = 1 
statt fiir [e] = [0], [m], [— 7]. Daraus folgt, dass die Summe 
1 + cleiit) + glelit-ul fir die drei Charakteristiken [s] = [0], [y], 
[—y]| den Werth 3, fiir die iibrigen sechs Charakteristiken den Werth 
0 besitzt. 


4. 


Das Problem, das im Folgenden gelést werden soll, besteht darin, 
die wesentlichen Relationen, welche zwischen den neun Fundamental- 
functionen: 


F[o](), Fol), FO @), Fh), #h]@, #11] @), ele), 
> [)@), [=] @) 

existiren, herzustellen und hinsichtlich ihrer gegenseitigen Beziehungen 
zu untersuchen. Alle diese verschiedenen Relationen kénnen auf ein- 
fache Weise aus einer einzigen Fundamentalformel abgeleitet werden, 
die jetzt zuniichst aufgestellt werden soll, Diese Formel geht als ganz 
specieller Fall aus einer von Herrn Prym aufgestellten allgemeinen 
Thetaformel*) auf folgende Weise hervor. 

Ks mégen wu), w®),..., w unabhiingige Veriinderliche bezeichnen, 
wu, w®,...,w® lineare Functionen derselben, welche durch das 
Gleichungensystem: 


BWM) = —2u 4+ w+ w+ wv + Wt yO, 


3u0’@) == uw) —2u) 4+ «w+ w+ vw + uO, 
38) = uw) + vw) —2u) 4+ vw) + wu 4+ uO, 
(J) 3u 4) = ud) + wv) + yD —2u) + yO 4 yO, 
30 ©) = w+ w+ 4 + uw —2u9 + yO, 
Bu) = w+ w+ w+ vw) + yO) — 2uO, 


definirt sind. Dieses Gleichungensystem ist ein involutorisches ortho- 
gonales, da aus ihm nicht nur 


Te As 


*) Prym, a, a. O. Formel (9) pag. 44, 
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folgt, sondern in ihm auch unbeschadet der Richtigkeit die Gréssen u 
mit den Gréssen w’ beziehlich vertauscht werden kénnen. Fiihrt man 
dann diese Gréssen u, wu in die Prym’sche Thetaformel ein, nachdem 
man in derselben p=1, n= 6, r =3 gesetzt hat, wihrend die Be- 
stimmung der Zahl s noch vorbehalten bleibt, so geht aus derselben, 
wenn man der in Art, 1 eingefiihrten Bezeichnung entsprechend in 
den Charakteristiken ‘der Thetareihen den Nenner 3 allenthalben unter- 
driickt, die folgende specielle Formel hervor: 





0,1,2 
ia P aialia Y a) 1 |. a | af —— 
3s [5] Su’ )-..O[5] (u') = 2 & | | Bu) --- [$6 |G). 


In dieser Formel ist: 


O—=— 2% 4+ + O4 eM 4+ GH 4 gH, 


oe a) —2e%4 ee + ao 4+ ae 4 gO, 
a) ax oa + a) —2e9+4+ aM + eh 4 gl, 
a) om co + 2) 4 ao —2e 4 2 4+ a, 
a om ac) + aD + oe 4+ al) — Qa) 4+ ql, 
at) as ao) 4+ eo 4+ eG 4 aM + ah) — Qa, 
69 — — 2604 p+ pO + BY + PO+ Bm, 
pe) — po — 289+ BH 4 BH + BO 4 BO, 
po) = pO + £2 — 289 + BH + BH + BO, 
po = so + B+ pO — 2p 4 BO 4 BO, 
po coe py + pe + pb) + pO —2p6H 4 BH, 


pO — pO + B® + BO + BH + BH — 2B, 
und die Summation auf der rechten Seite ist dann in der Weise aus- 
zufitihren, dass jede der sechs Gréssen a, wie jede der sechs Groéssen 
6 unabhiingig von den anderen die Werthe 0,1, 2 durchliiuft; es be- 
zeichnet weiter s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem 
Modul 3 incongruenten Lésungen des Congruenzensystems: 
g g g y 
—229+4+ 2294 294+ 294 2) 4+ 2 — 0 (mod. 3), 
c) — 22% 4 og) 4+ 2M 4 2 4 gO = 0 (mod. 3), 
a 4 gf) 229 4 gt + 2) 4 2) = 0 (mod. 3), 
a+ 2@+4+ 2g) — 22+ 2) + a — 0 (mod. 3), 
+ 2@4+ 29+ 2H — 2264 «6 = 0 (mod. 3), 
a+ 2+ g®@+4+ 2M + 26 — 22 = 0 (mod. 3), 
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deren Elemente man sich immer auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul 3 reducirt denken kann. 

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, beriicksichtige man, 
dass die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen einander 
congruent sind nach dem Modul 3, und dass in Folge dessen die 
Lésungen des Congruenzensystems identisch sind mit den Lésungen 
einer einzigen der darin enthaltenen Congruenzen, oder, was auf das- 
dasselbe hinauskommt, mit den Liésungen der Congruenz: 

ce) + 2® + 2 + 2 + 2 4+ 2 = 0 (mod. 3). 
Nun besitzt aber diese letzte Congruenz 3° nach dem Modul 3 incon- 
gruente Lisungen; man erhiilt dieselben, wenn man an Stelle des 
Systems der fiinf Zahlen 2), 2®,..., «® alle Variationen der Elemente 
0, 1,2 zur fiinften Classe mit Wiederholung treten lisst und jedesmal 
x als O, 1 oder 2 aus der Congruenz: 
2) = — g) — g@) —..-. — x (mod. 3) 


bestimmt; es ist demnach s = 3°, 

Die auf der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei der 
Ausfiihrung der Summation auftretenden 3'? Thetaproducte kénnen mit 
Hiilfe der Relationen (4), (5) des Art. 1 auf eine geringere Anzahl 
reducirt werden. Setzt man niimlich: 

ec 4. ol) + oe + a + of) 4+ o = A, 
BY + B® + a 4+ pO + BO 4+ BO — B, 
so kann man die Gréssen a, B in die Form: 
a”) = A— 3a, a — A— 8a”, ..., a = A— 38a, 
A? —B— 3p", p? —B—38,..., pf —B— 3p", 


bringen; es wird dann unter Anwendung der Relationen (4), (5) des 
Art. 1: 


al") |< Asa) | 1 y one 
a [S| (3 ul”) =f? ret (3a!) =f [fn (Be )) 


2 
—— Ap ni 
=? |#| (du) e 


fiir vy = 1,2,..., 6; entsprechend wird, da: 
pO + B® 4+..-4+ 66 —B 
ist: 
a(t) al®) A A ~ FABxi 
| 0) |(Bu)...0 [So | (Bu) =F [%| (Bul)... #18] (Bu) e , 
und die obige Thetaformel nimmt auf Grund der letzten Gleichung, 


wenn man zugleich noch an Stelle von s den dafiir gefundenen Werth 
3° einfiihrt, zuniichst die Gestalt an: 
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a Qh2 —* ARa 
349 [}](3u')...0[0] Bw) — >'9 [4] (8u)...0 [4] (Bu%)e * 
a,p 


Bei der Ausfiihrung der auf der rechten Seite dieser Formel ange- 
deuteten Summation treten an Stelle von 4, und ebenso, aber unab- 
hangig davon an Stelle von B die 3° ganzen Zahlen, die aus: 


a) a gw?) oh gw) — a4) oe 5) ote a) 


hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der sechs Gréssen 
2, #@),..., 2 der Reihe nach simmtliche Variationen der Elemente 
0, 1,2 zur sechsten Classe mit Wiederholung setzt. Beriicksichtigt 
man nun, dass die Congruenz: 


a) + 2) +.-.-+ 2 =0 (mod. 3), 
wie oben angegeben, 3° nach dem Modul 3 incongruente Lésungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der beiden Congruenzen: 


a) + g@ 4... +4 a = 1 (mod. 3) 


und: 
2”) 4 o@ +.+. + 4 = — 1 (mod. 3) 


ebenfalls 3° nach dem Modul 3 incongruente Liésungen besitzt, welche 
in jedem Falle aus einer beliebigen unter ihnen erhalten werden 
kénnen, indem man zu derselben der Reihe nach die 3° Liésungen der 
Congruenz 2 + 2®@ + .-.--+ a = 0 (mod. 3) addirt und die dabei 
auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem 
Modul 3 reducirt, so erkennt man, dass von den an Stelle von 4, 
beziehlich B auftretenden 3° ganzen Zahlen 3° der Zahl 0, 3° der Zabl 
1, endlich 3° der Zahl —1 nach dem Modul 3 congruent sind, und 
dass daher die Charakteristik [#| bei der Ausfihrung der Summation 
3'°-mal einer jeden der neun Normalcharakteristiken congruent wird. 
Nun iindert aber, wie die Formeln (4), (5) des Art. 1 zeigen, das auf 
der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter dem Summenzeichen 
stehende Thetaproduct seinen Werth nicht, wenn man die Charakte- 


ristik [4] durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die Ex- 
2 

— = ABni 

ponentialgrésse e ’ dadurch keine Aenderung erfihrt, so kann 
man die in Rede stehende Summe von 3'? Gliedern durch das 3'"-fache 
derjenigen Summe ersetzen, die entsteht, wenn man in dem Ausdrucke: 


ani 


2 
& [2] (Bu)... o[$] Bue * 


an Stelle von |§| der Reihe nach die neun Normalcharakteristiken 
treten lisst und die Summe der so entstehenden neun Terme bildet. 














“ 
‘ 
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Dividirt man dann noch linke und rechte Seite der entstehenden Forme] 
durch 3'°, so erhailt man schliesslich die Formel: 


2 ‘ 
(@,) 39 [5] Gu )...0[3]8w%)— S70 [2] Gu%)...0[2] ume 7", 
Bi 


wobei also die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszu- 
fiihren ist, dass an Stelle der Charakteristik [*| die simmtlichen neun 
Normalcharakteristiken treten. 
Liisst man in dieser Formel, indem man unter 7, 9’ die Elemente 
einer beliebigen Charakteristik versteht: 
w® in wo +17!) also 3u@ in Sul + (3% 
iibergehen und beriicksichtigt, dass dadurch: 
Bu, 3u'®), 3uv®, ..., 3u 
beziehlich in: 
sw — 24], 8w@ + [41 3v 4 [4], ..., 80 +f 
iibergehen, so erhilt man unter Anwendung der Formeln (7), (8) und 
(4), (5) des Art. 1 und Fortlassung eines beiden Seiten gemeinsamen 
Factors die weitere Formel: 
ee 
. —~nn ni 
(0,) 3O[P]Bw)...0[F] Bw) e * 
: 2 
 (en'—e'n) ni —— ee ni 
=>’ H[E](3uM)... [LF] (Bu) e * 
fF 
Aus der gewonnenen Formel erhilt man jetzt die im Eingange 
dieses Artikels erwaihnte allgemeine Formel auf folyende Weise. Man 
lasse: 
3u%, 3u®, 3u®, Bu, Bu, 3ul 


beziehlich in: 


Su, 3u%+1F|, 3u9—|6|, Su+[%|, Su [FT9|, 3uO+ 





x—O | 
x'—0' | 
tibergehen. Dadurch gehen: 

3u'), 3u'@), Bu’) 30’), 3u’ ©), Bu 
beziehlich iiber in: 

, x ’ x—o | , |x + 9,’ 6 o ats 
Bu0-4 [2], Bu 42-8), Bu’®)-4 [248 |, Bu, Bu’ —|5 |, Bu’ 4 
und man erhilt, indem man die so geiinderten Argumente in die Formel 


(0,) einfiihrt und dann auf der rechten wie linken Seite die Formel 
(7) des Art. 1 anwendet, auch beide Seiten durch: 








o 
oa» 
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‘ ux' ni 
3 


db . (2Q@?-++-20"-+ 3x")}a—2@ (,9_.@ )—sa(u)_, oie a 4 oc) 4 uf) - « (ee'-+00') ni 
e 
dividirt und unter Anwendung der in Art. 3 eingefiihrten Symbole: 


2 fee Se 2 ree 
— 379 8i— g 41 Ri + 3 ** %i 
; . ae gl"l litte! gely, 


2 2 2 
- gee ai-yeeait+s ux ni 

‘ _— ’ le+-x| zxle 
e =—T -t -t ’ 


setzt, die gewiinschte allgemeine Formel in der Gestalt: 
(0) 30(25%] (BW) o [TTE-9] Bw) & [LTETE] Bw) 
<F[}] (Bw) & [2-3] (Bu) @ [PES] (Bu) cial civtel cela 


= ae nd [E] (Bul) & [248] Bue) o [28] (Bu) 
Le] 


>< 9 [ETE] (Ba) & [EPETS| (Bul) & [FTE—F] (Bu) ciel. chet! cele; 


dieselbe umfasst, da [y], |x], [e], [6] ganz beliebige Charakteristiken 
bezeichnen, die Formeln (©,) und (0,') als specielle Fille. 


o. 


Setzt man in der gewonnenen Fundamentalformel: 
0 [345] Gwe) 0 [145-8] Bw) 0 [FEE] Gu) 
>< [7] Bu) a [F=9-] Bu Oyo [PEG] (BuO) cial cited, ol = ain, 
9 [5] Bum) 9 [349] Bu) o BE] Bum 
>< [S45] Gu) 9 [4242] Bw) [AEE] Bu) wl cinta" — a, 
so nimmt dieselbe die Gestalt: 


(F) 3 Xiq) = 2" 11 Xe 
7 


an. Liisst man in dieser Gleichung an Stelle von [y] der Reihe nach 
die simmtlichen neun Normalcharakteristiken treten und denkt sich 
jedesmal die auf der rechten Seite stehende Summation ausgefiihrt, so 
erhilt man ein System von neun Gleichungen, denen man auf folgende 
Weise eine tibersichtliche Gestalt geben kann. Man bezeichne allgemein 
die auf irgend eine bestimmte Charakteristik [y] bezogene Grésse 
2m mit z,, wenn mw die der Charakteristik [yj] in der natiirlichen 
Reihenfolge zukommende Stellenzahl ist; in gleicher Weise die auf 
irgend eine Charakteristik [«] bezogene Grosse 2.) mit x, wenn v 








di 


(s 


fi 
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die Stellenzahl der Charakteristik [¢] ist. Die erwihnten neun Glei- 
chungen nehmen dann die Gestalt an: 


Ba =X Loaf Ut Mt Br Ut Ut Ut %, 
B2y¢ =H L- BPA +Pa,+ea+t 17 M+ ty, 
BH, = My Lyf MyHe ype at M+ea,+ratra, 
32 KX L+PA + Mt e+ere+ L,4+4 HTM, 
(S) Ba ape ey feta peat a+ ate a+r + ay, 
3X_ =U+t M+VA+T L+H M+ee,+ Wt my, 
3a, =24, Rit t+ YAtPatrae+ 2+ a,47 %, 
3a =a, +?a,ft a4+7?a4ta4,+ attra + «4+, 
3% =X VL+ta,+t Xp UVP a+eP a, +t Xye+ A, 


Das System dieser neun Gleichungen soll nun auf Grund der all- 
gemeinen Gleichung (f’) genauer untersucht werden, indem man 
zunichst ganz davon absieht, welche Bedeutung die 2, 2 urspriinglich 
haben, vielmehr darunter Gréssen versteht, welche zwar den Glei- 
chungen (S) geniigen miissen, im Uebrigen aber keinerlei Beschriinkungen 
unterworfen sind. Der Uebersichtlichkeit wegen mége es dabei ge- 
stattet sein, dieselbe Grésse ay,; auch durch a;%, 29), zu bezeichnen, 
wenn nur die Charakteristiken [€], [@], ... der Normalcharakteristik 
[yn] congruent sind. Diese Bestimmung kann auch aufrecht erhalten 
bleiben, wenn man wieder zu den urspriinglich mit x3, 2 bezeich- 
neten Thetaproducten zuriickkehrt, insofern als dieselben — wie die 
Relationen (4), (5) des Art. 1 zeigen — ihren Werth nicht indern, 
wenn man die Charakteristiken [4] und [e] durch irgend welche ihnen 
congruente ersetzt. Da nun, wie schon friiher erwihnt, auch der 
Werth des Ausdruckes t*!” ungeiindert bleibt, wenn man an Stelle 
der Charakteristik [«] oder [yj] eine ihr congruente setzt, so kénnen 
bei der erwihnten Untersuchung congruente Charakteristiken einander 
vertreten. Mit Riicksicht darauf sollen im Folgenden unter _,,ver- 
schiedenen* Charakteristiken nur solche verstanden werden, welche 
einander nicht congruent sind. 


al 


6. 
Nach den gemachten Voraussetzungen gilt jetzt die Gleichung: 


(Ff) 32m = 2 tT 1Xje 


fiir jede beliebige Charakteristik [7]. Liisst man nun in dieser Glei- 
chung an Stelle von [y] zuerst [y + @], sodann [y — «] treten, indem 
28 
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man unter [a] eine beliebige von [0] verschiedene Charakteristik ver- 
steht, multiplicirt auch die beiden dadurch aus (/’) entstehenden 
Gleichungen beziehlich mit r*!* und r*!¢, wo [€] eine ganz beliebige 
Charakteristik bezeichnet, und addirt sie zu der urspriinglichen Glei- 
chung (F'), so erhilt man unter Beriicksichtigung der Relationen 
cela e- $1 und ro!1¢ == c—$!—* zuniichst: 


3 {2019 + 8! xy pa) to!" ep)—aif -2" in{1f e—flat geti—ahary, 
oD) 


Der auf der rechten Seite in besondere Klammern eingeschlossene Aus- 
druck hat aber nach dem in Art. 4 Bemerkten nur fiir die drei 
Charakteristiken [«]=[€], [€-+ «], [¢— «@] den Werth 3, fir die 
iibrigen sechs den Werth 0, und es nimmt daher, wenn man noch 
links und rechts mit 3 dividirt, diese Gleichung die Form: 


(B) apy Epp peg 8! yay HON {ye | Maya FT"! * ie-ay} 


an, wobei also [7], [€] zwei ganz beliebige Charakteristiken bezeichnen, 
die auch einander gleich sein kénnen, wihrend [a] eine von [0] ver- 
schiedene Charakteristik ist. 

In der Gleichung (F") kann jetzt fiir [y] und unabhiingig davon 
fiir [€] eine jede der neun Normalcharakteristiken gesetzt werden. Es 
entstehen aber auf diese Weise, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, 
im Ganzen nur neun wesentlich verschiedene Gleichungen. Reprii- 
sentirt man nimlich, indem man unter [8] eine beliebige von [0], [a], 
[— a] verschiedene Charakteristik versteht, die neun Normalcharak- 
teristiken durch die ihnen congruenten neun Charakteristiken des 
quadratischen Schemas: 


[9], [«], [— a], 
(B), [B + @]}, [B — a], 
(— 6], [--8&+e], ([-—6—4], 


und beriicksichtigt, dass die Gleichung (#") wieder in sich selbst tiber- 
geht, sowohl, wenn man [y], als auch, wenn man [€] um [a] oder 
[— a] vermehrt, so erkennt man, dass immer die drei in einer Horizontal- 
reihe des obigen Schemas stehenden Charakteristiken, der Reihe nach 
in (F’) an Stelle von [y] oder [§] gesetzt, dieselbe Gleichung hervor- 
bringen, und dass daher die Formel (Ff) bei festgehaltenem [a] im 
Ganzen nur neun verschiedene specielle Gleichungen umfasst, die man 
erhailt, indem man der Reihe nach [y] = [0], [6], [— 8] setzt und 
jedesmal dann an Stelle von [€] die nimlichen drei Charakteristiken 
treten lisst. -Bezeichnet man 2%) einfach mit (¢), 2;.; mit («)’, so 
kénnen diese neun Gleichungen, wie folgt, geschrieben werden: 








a ee a ee aes a a ee, 


Ee ae ae 





er 
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pes aay 
= (6) + @6+2) + @-—«@) , 
=(—A)+ (—-Bb+2) +(—b—2), 








(BY + @6+e) + (B—ay 


8) (By + r8# (BHay + wie Bay 


(BY + chlo (Bay + 2*!? (B—ay 
(—By+ (—B+e) + (—b-ay 


(—B)-+r8\# (—B-+-0)'-+ «#\« (—p—a 
(—B)-+e8\@ (— Ba 218 (—B—a)=(—B)-+ ve (—Ba)+ o#18 (pc). 








(0) + wl8 (a) + wle(—a), 
(8) + t#\6 (B+a) +26l@(B—c), 
=(—B)+2*\8 (—B-+a)-+18|* (—B—a«), 





= (0) + le (a) +4 r1@(—a), 
= (8) + wl#B+a) + cl? G—a), 





Das so entstandene System (S’) kann das urspriingliche System 
(S), aus dem es abgeleitet wurde, in jeder Beziehung ersetzen, inso- 
fern als man von dem Systeme (S’) aus, durch passende Verbindung 
der ihm angehérigen Gleichungen riickwirts wieder das urspriingliche 
System (S) erhalten kann. Die in dem Systeme (S’) vorkommende 
Charakteristik [6] ist nur der Bedingung unterworfen, von [0], [a], 
|— a] verschieden zu sein; setzt man aber an Stelle von [6] irgend 
eine andere der sechs zulissigen Charakteristiken, so geht das System 
(S’), abgesehen von der Aufeinanderfolge der Gleichungen und der 
Anordnung der Glieder in denselben, wieder in sich selbst tiber, und 
man erkennt daher, dass das System (S’) durch Angabe der Charak- 
teristik [a] vollstindig bestimmt ist. Beriicksichtigt man nun weiter, 
dass fiir [@| eine jede der acht von [0] verschiedenen Charakteristiken 
gesetzt werden darf, dass aber das System (S’) ungeindert bleibt, 
wenn man die Charakteristik [— @] an Stelle der Charakteristik [a] 
treten lisst, so erkennt man, dass es im Ganzen iiberhaupt nur vier 
verschiedene specielle Systeme (S’) giebt, welche man erhalten kann, 
wenn man an Stelle der Charakteristik [a] die Charakteristiken: 


Cl, Gl, tf) Fal 
und an Stelle von [8] beziehlich die Charakteristiken: 
C], tol, Ol, Cl 
setzt. 


Um die vier so entstehenden speciellen Systeme (S8’) von je neun 
Gleichungen zu fixiren, beriicksichtige man, dass in (S’) allgemein (e) 
die Grésse a4, (e) die Grésse x;,.; vertritt, ferner, dass nach friiher 
getroffenem Uebereinkommen 2;,; auch durch 2,, 2% durch 2,’ be- 
zeichnet werden kann, wenn vy die Stellenzahl der der Charakteristik 
[e] congruenten Normalcharakteristik ist. Denkt man sich nun die 


28* 
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Gleichungen zuniichst unter Anwendung von 2z,, 7, angeschrieben und 
ersetzt dann x, einfach durch v, 2, durch v’, so entsteht die nach- 
folgende Tabelle, in welcher die Gleichungen in der Weise zusammen- 
gestellt sind, dass die neun ein System (S’) bildenden Gleichungen 





jedesmal in drei Horizontalreihen zusammenstehen. 


14 2 + 3° =1+42+43 
1+ 12’ + 2°3'=445+46 


Ife +13 = 74849 


1+ 4 *- 4 =1+447 
+74 +7277=3+46+49 
124 -+747 = 24548 
+ 5 + 9 =1+549 
1+ 15’ +1279’ =3+44-+8 
1+ 225'+ 19'=—2+4+6+47 


+ 6’ + 8 =1+6+8 
1+ 26’ +128'=3-+45+47 





4’+ 25’ +7°6’= 4+ 15+7°6 
4125’ 416'= 74 18429 
3+ 6 +9 = 14244227 
3°+ 16 +729’ 34 16-+4-129)2 
3° + 276" +19 = 2-+ 15-4228 
s+ 4 +8" =14+154+729 
3+ 24’ 4+7°8’= 3-4 14-4778 
37224’ +18 24764077 
s+ 5 +7 =1+26+72°8 
3+ 25 +227’ 3-+15-+4 1227/2 


+5 +6 =1+412+472°3 


+ s+ 9 =1+7224 73 
7+78' +729’ = 447254 26 
7 +78 19 =T+08 + 19 


48 + 8’ =14e4407 
2’+15'+728’= 342264 19 
2’ +15 18° = 2 5+ 78 


2’ 6’ +7 =1+2%5429 
+164 227' =3 +7244 78 
2176 tT —=2-+ 7°64 27 


+4 a 9 =1+776+4+ 728 
4744-729’ 347254 147 














14-226’ + 18’ 2444-9/3' +225 +17 = 2 47441229 2'+4+724'4 719’ = 247244 79 

Wie ein Blick auf die Gleichung (F"’) zeigt, welche die sechsund- 
dreissig soeben aufgestellten Gleichungen als specielle Fille enthiilt, 
stehen sowohl auf der rechten wie auf der linken Seite einer jeden 
dieser Gleichungen drei Gréssen, deren zugehdrige, den auftretenden 
Stellenzahlen entsprechende Normalcharakteristiken immer eine der 
Charakteristik [0] congruente Summe besitzen. Von drei verschiedenen 
Charakteristiken, deren Summe der Charakteristik [0] congruent ist, 
soll gesagt werden, dass sie ein Dreiersystem bilden. Man erkennt 
dann, dass die drei Charakteristiken eines Dreiersystems allgemein 
durch drei Charakteristiken von der Form [y], [4 + «], [y — @] re- 
prisentirt werden, und dass es, da congruente Charakteristiken hierbei 
als nicht verschieden anzusehen sind, im Ganzen zwolf verschiedene 
Dreiersysteme gibt, niimlich die folgenden: 

[), Col, Gols U2), Ctl, hs GL al, Fads 

lol, ‘ie ? [1]; Lol, Lil, |i]; [“, x il, [=i]; 

(ol, Cad, ls Ga, Ged, Gods Lad, (ol, 01); 

(ol, Ca), als Ca), Lal, Pols EQ), Cod, 2). 

Die zwolf hierzugehérigen Systeme von je drei Stellenzahlen 
stimmen mit den zwolf verschiedenen auf den rechten und linken 
Seiten der obigen sechsunddreissig Gleichungen vorkommenden Systemen 
von je drei Zahlen iiberein. 

7. 
Die siimmtlichen in den beiden vorigen Artikeln aufgestellten 


Gleichungen bleiben nach friiher Bemerktem richtig, wenn man darin 
allgemein, d. h. fiir jede Charakteristik [4], beziehlich [e]: 








_ 
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fq) = O(n +] (Bu) O[y +-%— 9] (Bw) H[n-+-%+ 9] (Bu) 
>< H[q] (Bu) O[n — 6] (Bu )F [n+ 6] (3u') cial cl mel . gel a, 
ey = Os] (Bu) )F[e+ 9] Bu) [e— 9] (Bu) 


>< [e+ x] (Bul) F[e+-x+-6] (3u) F[e+x—o] (Bul) ciel. clet!.c* le 
setzt. 


Aus der Fiille specieller Formeln, welche durch passende Ver- 
fiigung tiber die willktirlichen Variablen w und die ebenfalls willkiir- - 
lichen Charakteristiken [x], [@], [¢] erhalten werden kénnen, sollen 
hier nur diejenigen abgeleitet werden, welche zur Lésung des im Ein- 
gange des Art, 4 gestellten Problems erforderlich sind. 

Man setze, indem man unter wu und v zwei beliebige Gréssen versteht: 

3uM = 3uUM—3ZuM@=— 4, Bul — Fu) — Zul = vy; 
dann wird den Gleichungen (J) gemiiss: 

3WO = 3WAP=3ZwWO =v, BwO —3vW9 = BVO = y, 
und die soeben mit 2%), Xe) bezeichneten Thetaproducte gehen durch 
Kinfiihrung dieser speciellen Werthe iiber in: 

XI = TH] (u)O [n+] (@)O[y—o] (u) ec!" 

>< O[x+7](v)F [x+y + 9] (ve) F[x-+-y—e](v)t!'"!, 
Hey = T*!*D[e](u)F[e+ e](u)O[e—](u)e!*! 

>< B[x-+ €](v) F[x+ e+ 6] (v) F[x+e—](v)r!*t!, 

Ersetzt man nun in der Formel (2”) die vorkommenden Gréssen 
«, « mit Hiilfe der letzten Gleichungen durch die ihnen entsprechenden 
Thetaproducte und bezeichnet, zugleich im Hinblicke auf spiitere Formeln: 


d[a](u) [a +A](u)P[a—A](u)c!*! mit &{ala+B|a—B} (wu), 
[a] (v) [a +A] (v)®[a—B](v)c!*! mit O{a\a+h|a—B}(o), 
da] (0) d[a+B](0)F[a—B](O)r!*! mit (a\e+f\a—8), 
und, dem Falle [6] = [0] entsprechend: 
BP la](u)c'¢! mit {a}(u), BP [a](v)cl¢! mit a {a}(), 
[a] (O)c!¢! mit (a), 
so geht aus der Formel (J) die Formel: 
(8) #1" {q|n+6\y—G} (u) O{x+y|x4+4+0|%+—9} (0) 
08! Foxlneed {y+ een a-+6|4-+ e—9} (w) 
-O{x+y+a\x+n+a+e|x+ 79+ «— 9} (0) 
4+ rf legii-29 {q—a|y —a-+6|4—a—o} (u) 
- O{x4+4—a|x+n—a+e|x-+n—a—9} (v) 
= l1e*l29{6)6-+ 0|f—of (u) {a+b |x +£+0|x+£ —o}(v) 
pattelncele+as {E+ oe|E-+-a+e\E-+ «—o} (u) 
-O{u+E+alx+E+a+o\x+6+a—5} (v) 
4 rf-«luzlt—«9 {f—a|E—a + 9 | —a— Q} (u) 
- O{u+$—a|x+f—a+o|x+f—a—o} (v) 
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hervor, aus der jetzt die oben erwihnten speciellen Gleichungen ab- 
geleitet werden sollen. 


Setzt man zuniichst [9] = [a], [6] = [6], « =O und vertauscht 
in der so entstehenden Formel dann die Buchstaben a« und £, so ent- 
steht die Formel : 


(A) *1[(q| n+ a] —@) + eh1+4 (q+ 8] y+ B+e\n+8—«) 
+ r+4lF (4 — Bly —B+a|y—B —@)] 
>< Ox n|e+-n+ B\x+y—B} (0) 
=r" (E6-+B\E—B)[e*!°O (x+E|x+6+ a|x+6—a} (v) 
fePletreHl AD (xt E+ Bl x+b+B+e|x+E+p—c)} (0) 
fp otnlecel'—8d (x +-§—B|x+—B+a|x+E—B—a} (v)]- 
Setzt man dagegen [e] = [0], [6] = [0], w= 0, so entsteht die 
Formel: 
(B)  r#11(n)3 88 (e+) (0) + ot Se#l I (n+ a) B(x++ ce} (v) 
4 flereli«(q — a) 8 (x-+y—«) (0) 
tine lS (E393 (x +E} (vo) fed tel irl o+e(g4 «)3 O31 x+£+e} (0) 
+ri—alagee—a(— a)? 98 (x £—a(0). 
Zur Gewinnung weiterer Formeln setze man in (0’) [9] = [a], 
[6] = [0]; es entsteht dann zuniichst die Formel: 
19 [8 () (uw) rtlo +799 (y+ a} (u) +o +7! 293 (y—ax} (u)| 
><F (x-+y\x-+9+a|\x+—a} (0) 
= 0118 (E\E+-a@|E—a} (u)[r* ISO (x+E}(v) 
fp ralltagelS+e 93 (xt eta} (vy) rotulerlo- «93 (x+6—a} (v) |- 


Aus dieser Formel geht fiir «== 0 die Formel: 


©) IN| ag) + ee l8+4(g + a) e+414(q— 0] 
< O(x+ny\x+y+a\x+—2@} (0) 
= 0 14(G) E+ ee|§— a) [e* 1899 (x +€} (0) 
feel eb nel 699 (xt Epa} (0) prot ler le 999 (et Sa) (0)] 
hervor; setzt man dagegen [x] = [€ — y], w—v und entfernt den 
beiden Seiten gemeinsamen Factor #{§|§-+ «| § — e\ (v) durch Divi- 


sion, so entsteht, wenn man schliesslich noch an Stelle von [£] die 
neue Charakteristik [¢] einfiihrt mit Hiilfe der Gleichung [| —=[—£—y], 
nach leichten Umformungen die Formel: 











)- 


t- 
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(D) By) (we) + 28! ¢ 8 (y+ a} (ve) 4+ 24! * BH (n—@} (0) 
==! *(93 {2} (v) + 171283 {e+ a} (v) +1719 {e—a} (v)]- 


Die Formeln (A), (B), (C), (D) bilden die Hulfsmittel fiir die 
weitere Untersuchung. 


8. 


Es sollen jetzt zuniichst die zwischen den Grdéssen @[¢](0) be- 
stehenden Beziehungen niher untersucht werden. Bezeichnet man mit 
[«] eine der [0] nicht congruente Charakteristik, mit [6] eine zweite 
Charakteristik, welche keiner der drei Charakteristiken [0], [a], [— «] 
congruent ist, so bilden die Charakteristiken: 


(], fe], Cel, [6], [+e], [B—e], [—8, 
i—-F#+, |- 8-4 

ein System von neun incongruenten Charakteristiken und sind daher 
den neun Normalcharakteristiken in irgend einer Reihenfolge con- 
gruent. Setzt man speciell [a] = [5], [6] —[t], so geht das auf- 
gestellte System in das System der neun Normalcharakteristiken in 
der natiirlichen Reihenfolge iiber. 

Die Relationen, welche sich aus den Formeln (A), (B), (C), (D) 
durch Specialisirung ergeben, enthalten ausschliesslich Gréssen von 


der Form: 
(9) = [9] ) cle! 
und 


(ele+o|o— 6) = 49] () Fe + 4] (0) &[o — a] (0) c!e!. 
Da diese Gréssen ihren Werth nicht fndern, wenn man die 
Charakteristiken [@], [6] durch irgend welche ihnen congruente er- 
setzt, so hat man, den neun Normalcharakteristiken entsprechend, zu- 


niichst neun Gréssen von der Form (g)%, die mit Hiilfe der oben ein- 
gefiihrten beliebigen Charakteristiken [a] und [6] durch: 


(0), (@)%, (—a)’, (6%, (+), (6—-«)%, (— 8), 
(—B+2e)*, (—b— a) 
reprisentirt werden kénnen. Da ferner die Charakteristiken [9], [e+], 
|o—o] immer ein Dreiersystem bilden, die Anzahl der verschiedenen 
aus Normalcharakteristiken gebildeten Dreiersysteme aber nach Art, 6 
zwolf betrigt, auch ein Symbol (4 |mw|v) uur eine dritte Einheits- 
wurzel als Factor erlangt, wenn man die Charakteristiken [4], [u], [v] 
durch irgend welche ihnen congruente ersetzt, so giebt es, wenn man 


von dritten Einheitswurzeln absieht, im Ganzen zwolf verschiedene 
Gréssen von der Form (¢ | @ + 6 | @ — 6), welche durch: 
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(0| «| — a) » (B\B+a\B—a), (—p|—b+«|—B—a), 

(0|8|—8B) » (a\a+Bla—B), (—a|\—a+$|—a—A), 

(0\B-+-«|—B—a), (B—a|\2B\—2«), (—B+a\2a\—26) 

(0|B—a\—B+a), (B+ a|2B\2«) , (—B—a|—2a|—26) 
reprisentirt werden kénnen. Setzt man speciell [«] [0], [8]—[!], so 
geht das System dieser zwélf Gréssen unmittelbar, d. h. ohne dass 
man dritte Einheitswurzeln hinzuzufiigen braucht, in dasjenige iiber, 
welches den in Art. 6 angeschriebenen Dreiersystemen in der ge- 
wihlten Anordnung entspricht. Beriicksichtigt man nun weiter, dass 
nach Formel (6) des Art. 1 allgemein: 

9[e] (— ) = [—e](), also [— 9] (0) = Ie] (0), 

auch r!—¢! == 7!¢! ist, und dass daher stets die Beziehungen: 

(—e)=(e)*, (—el—e+sl—e—s)—(le+¢]|e—s) 
bestehen, so folgt, dass sich die neun Groéssen (@)° auf die fiinf: 

(0), (a)’, (B)*, (B + a), (6 ae a)’, 
die zwolf Gréssen (g | oe + 6 | @ — G) auf die acht: 
(Oje|—er) » (BiB+a\B—a) ; (O\B|—B) »  (ala-+-B\a—B) 
(Op+a\—B—a), (B—u/26\-2«); (0B—e|—B+a), (B+a/282«) 
reduciren, und es ist nun die Aufgabe des folgenden, die Relationen, 
welche zwischen diesen dreizehn Gréssen bestehen, aus den Formeln 
(A), (B), (C), (D) abzuleiten. 
Setzt man in der Formel (A) v=0, [x]—[0], [y]—[0], (€]—=[el, 

|«] —([e@], |6] — |e] und lasst dann an Stelle von [@], [6] der Reihe 
nach die sechs Combinationen der Elemente [«], |] [B-+-«], [B—«]} 


zur zweiten Classe ohne Wiederholung treten, so entstehen die sechs 
Relationen: 


? 


[(O| «| — a) —(B|B+-« |B — e)| (0|6|—8) 
=(a\a-+p\« —B) [(0|a|—a)+2(6|6+«|p—e)], 
[(O|a@|— «) —r*!0(B|B+-a|6B —a)] (0/6 4+ a|—B —a) 
="! 8 (B — a|2B|—2a) [(0|a@|—a)4+21«1°(8|/B+ «|B —«)|, 
[(O|@| —a@) —r?' «(8 |B + «|B —a)| (0|B —a|—B +e) 
= 18 1"(B+-@|28|2a) [(0\a|—a)+277!*(6|B+a\B—a)], 
[0|B| —B) —*'*(a|a-+ B|a—8)| (0|B+a|— 6 —e) 
= hl «(6 —a\28|—2a) ((0\B|—B)+21?|«(a\a+8\a—8)}, 
((O| B| — B)— 7!" (@| a+ | «— B)] (0|B—a| —B+a) 
=! 8 (B+ @|28|2a) [(0|B| —B)+- 217! ?(a|a+p|a—B)], 
[(0|B-+- «| —B—a) —(B—a|28|—2a)| (0|B—a|—B +a) 
= (6+ @|28\ 2a) ((0|B+-«|—B—a)+2(6—a|\2B|-—2a)], 


(Ay) 
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welche zugleich die simmtlichen aus (A) hervorgehenden Relationen 
reprasentiren. 

Setzt man ferner in der Formel (B) v = 0, [y] = [0], [&] = [6] 
und lisst dann an Stelle von [x] der Reihe nach die fiinf Charak- 
teristiken [0], [a], [6], [8 + @], [8 — a] treten, so entstehen die 
fiinf Relationen: 


(0)° = (@)° + (B)° + (B+ «)° + (B — a)’, 
(«)°= (0)°(@) + (B)’ (B+)? + (B+ «)"B — a)? + (6 — @)? (B)’, 
(By) (B)°=(0)° (B) + (a)3 (B+ «)? + (B+ a)? (B—a)>+ (B—a)3 (a), 

(B+ «)°=(0)° (6 + @)°+ (a)? (B— a)? + (B—a)*(B) + (B)*(a)’, 

(6 — «)° = (0)°(B — «)° + («)° (B)* + (B)* (B+ @)* + (B+ @)?(@)?, 
welche zugleich die simmtlichen aus (B) hervorgehenden Relationen 
zwischen den Gréssen #[{e| (0) repriisentiren. 

Setzt man weiter in der Formel (C) das eine Mal v =O, [1] = [0], 
|= 0], {«]—=[el, [6]—=[o], («]—[o], das andere Mal v—0, 
[u] = (01, [#] = (01, [a] = fe], [8] —[o], [£] — (0) und setzt hierauf 
in jeder der beiden so entstandenen Gleichungen zuniichst [e] = [a], 


|o]=[8], dann [e]=[8], [o]—=[e], dann [e]=[6 +e], [6] = [6 —a], 
endlich [ge] =|B— ej, [co] —[6-+ a], so entstehen die folgenden 
vier Paare von Relationen: 


((0)* + 2(@)*] (6 |B + a| B— a) 
= (0 | @ | — @) [(B)® + !4(B + a@)* + 217 (6 — a)'}, 
[(0)? — (@)*] (0 | @ | —@) 
= (8 | B+ «| B—a) [(6)® + 17196 + a) + 1“(6 — a)'), 
[(0)® + 2(B)*] (@| a+ B|«— 8) 
= (0 | B | — B) (a)? + r#!8(B + a)? + le — a)?), 
(0)? — (6)*] 0 | B | — B) 
«) ~ (a | @-+ B | « — B) [(a@)® + e14(B + a) + r21° (6 — @)’], 
‘ [(0)3 + 2(6 + a)3] (B -- w@ | 26 | — 2a) 
=(0|B+«|—B—«) (6B — a) + 1717 (B)? + vPle(a)*), 
[(0)> — (6 + «| (0|B+«¢|—B6—a@) 
= (6B — «| 26 | — 2a) (8B — a)® + tPle(B)> + cl F(@)?}, 
[(O)® + 2(6 — @)*] (B + «| 26 | 2a) 
=(0|B—a«|—B+ ae) (B+ a? + ?19(8)> + r#1F(@)'], 
(0)? — (6 — a)*] O|B —e«|—6 +e) 
= (8B + «| 26 | 2) ((B + a) + 2418(6)3 4+ rl e(a)?]. 
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Setut man endlich in der Gleichung (D) v=0, [n|=[0], [e]=[6}, 
so entsteht die Relation: 


(Do) (0)* = (a)® + (6)? + (8 + @)* + (6B — a)’. 


Die aufgestellten Gleichungen (C,), (D,) repriisentiren zugleich 
die simmtlichen in (C), (D) enthaltenen Relationen zwischen den 
Gréssen @[¢] (0). Ein Blick auf die gewonnenen Systeme (A,), (B,), 
(Cy), (Dy) liisst erkennen, dass ein jedes dieser Systeme sich repro- 
ducirt, wenn man an Stelle der willkiirlich gewaihlten Charakteristiken 
|«] und [6] irgend zwei andere Charakteristiken setzt. 

Die Gleichungen (Ay), (By), (Cy), (Dy) sind nicht unabhingig 
von einander, vielmehr kann man auf verschiedene Weisen drei heraus- 
greifen, aus denen sich dann die iibrigen siimmtlich ableiten lassen. 
Im Folgenden soll gezeigt werden, dass aus den drei ersten Gleichungen 
des Systems (A,) alle tibrigen erhalten werden kénnen. Zu dem Ende 
setze man: 


(@\6+alp—a) _ . (ala+@la—s)_. 
(0 | « |— a) \ (0|B| —8) ™_ 
(B—a |26|—2e) __, (B+e|26 120) _ 


|B+a[—p—a)~ (0|B—a|—B+a)~ 


Die drei genannten Gleichungen nehmen dann durch EKinfiihrung 
dieser Gréssen die Form: 


(1 — 2) = 4,(1 + 24,), 
(1—rel@z,)aertlP ez, (142re!F 2), (1L—elez,)aarh leg, (14+228!%2,) 


au. Mit Hiilfe dieser Gleichungen lassen sich je drei der Gréssen 2 
als gebrochene lineare Functionen der vierten darstellen, und es ver- 
dient besonders hervorgehoben zu werden, dass die auftretenden linearen 
Functionen immer dieselben sind, einerlei, welche der vier Gréssen 2 
zur Darstellung benutzt wird. Aus den letzten Gleichungen ergeben 


sich niimlich fast unmittelbar die folgenden Relationen: 


1—-* 


aw of Me, 


Zan = t# lB gz. —— —— - tele, = - - 

. 1+ 22, ” 12rct!Fz ’ , 1 erhlez, ‘ 

Dy a | |@, 
o. = 1 — % t@lee Sash Pt P| 2, == Fi = ’ 
tA ae? on tp aetthy, ° a 1 atl es, 
a | ple, 
ite 1 — % lee 1—+2*!Ps, leg, — iF 
! 1 + 22, ? i 1+ 2%! Pz, ? - 1+ 27? !l%z, 
ans _ #lB, _. ite, 

a an 1 2 r*!Bz, -_ 1 Tt By, wile, a 1 t wy . 
3 1+ 22,’ 2 ? . 1+ 2h lz, 


i + er !Pz, 
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Beriicksichtigt man nun, dass man als Product von irgend drei der 
durch die zg bezeichneten Quotienten, wenn man auf die urspriingliche 
Bedeutung der die Ziihler und Nenuer bildenden Symbole zuriickgeht, 
immer einen Quotienten von zwei Thetacuben erhiilt, sodass: 


(6+ «)* ( 
seit = 812%, & 


3 


a 
é Y= 41 28s 


a 
wird, so erkennt man,‘dass durch eine jede der vier Gréssen z die 
simmtlichen in den Formeln (A,), (By), (Cy), (Do) nach passender 
Umformung auftretenden Quotienten von Thetaproducten und Theta- 
cuben sich rational ausdriicken lassen, und dass in Folge der zwischen 
den Gréssen ¢ vorher aufgestellten Beziehungen die Form der ent- 
stehenden Ausdriicke unabhiingig ist davon, welche der vier Gréssen 2 
man gewihlt hat; fiir das Folgende soll die Grésse z, zu Grunde ge- 
legt werden. Man erhilt dann unmittelbar, wenn man, mit Unter- 
driickung des Index, 2, = 2 setzt: 


8 (6)° ses 
 — 82%3%a ~(gys = 21.83% 0) 


BIB+alp—a) _, 
Chej-—a. 

(e|e+Ble—6)_ 1—s (6—a|26|—2e) __1g)_ 1—2°!8s 
(O|B|— 6) 1428’ (O|B+a\—B—a) ~ tfartlh,’ 
(B«|2B|2@) _ ais 1—1P lez 
(0|8—a|—B+a) Lfarkle,’ 

(iy) eee: 
“(OF ~~ 14823? 

(6) _—s(1-+22) 1-28 (Be)? c*Pe(tpect!?s) 1-28 
(0)3 ~ |) ial 1+82°? io? (1—2*! 82) 1+825’ 
(@—a}_ cl @e(14228143) 1—2° i 
oF 1— Pl, “14828 


Driickt man mit Hiilfe der Gleichungen (Ry) die in den Rela- 
tionen (Ay), (2), (Cy), (D>) nach passender Umformung vorkommenden 
Quotienten von Thetaproducten und Thetacuben als Functionen von z 
aus, so wird eine jede dieser Gleichungen identisch erfiillt, Die vier 
oben aufgestellten Quotienten von Thetaproducten sind die einzigen 
Quotienten von je zwei der acht verschienenen Gréssen (| 9-+6|9—<6), 
welche sich rational durch z ausdriicken; jeder andere derartige Quotient 
liisst sich dagegen, indem man ihn aus den vier Gréssen SO 


(6) (0) F[B+e]0) F[8—«] (0) 
#(0] (0) ’ @(0] (0) ’ #(0] (0) 
Hiilfe der vier letzten Gleichungen (R,) die Grosse z einfiihrt, als 


dritte Wurzel aus einer rationalen Function von ¢z darstellen. 


zusammensetzt und dann mit 
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Es sollen jetzt auf Grund der allgemeinen Gleichungen (A), (B), 
(C), (D) die zwischen den Functionen #|¢](v) bestehenden Beziehungen 
ermittelt werden. In den genannten Gleichungen kommen die 
neun Thetacuben ® {oe} (v) und die zwélf Producte von der Form 
a{ele+46|e@—o6}(v) vor; nur Producte.von dieser Form sollen 
in der Folge unter ,,Thetaproducten* verstanden werden. Diese ein- 
undzwanzig Functionen von v, von denen die ersten neun ebenfalls 
als Producte von der Form a {0 | e+ 4 | @ — }(v) angesehen werden 
kénnen , wenh man fiir [¢] die Charakteristik [0] zulisst, gehdren zu 
derselben Art, insofern als eine jede von ihnen, wenn man sie mit 
f(v) bezeichnet, den Gleichungen: 


fot xi) =f), fv +4) =f) err 


geniigt, und es kénnen daher auf Grund eines bekannten Satzes*) 
der Functionentheorie durch drei beliebig gewiihlte dieser einund- 
zwanzig Functionen, vorausgesetzt, dass diese drei linear unabhiingig 
sind, die achtzehn iibrigen linear ausgedriickt werden. Je achtzehn solche 
Gleichungen bilden dann einen vollstiindigen Ersatz der siimmtlichen 
in den Formeln (A), (B), (C), (D) enthaltenen Gleichungen, inso- 
fern als eine jede dieser letzteren aus ihnen, unter Zuhiilfenahme der 
zwischen den Gréssen #[¢] (0) bestehenden Relationen, abgeleitet werden 
kann. Im Folgenden soll diese Reduction der siimmtlichen Gleichungen 
auf achtzehn auf zwei Weisen durchgefiihrt werden, das eine Mal, 
indem man drei Producte von der Form #{¢ | @ + ¢ | @ — o}(v), die 
zusammen alle neun Charakteristiken enthalten, zu Grunde legt, das 
andere Mal, indem man von drei Thetacuben ausgeht, deren Charak- 
teristiken ein Dreiersystem bilden. 

Zur Lisung der ersten Aufgabe iibergehend, bezeichne man mit 
|«| eine beliebige der [0] nicht congruente Charakteristik, mit [8] eine 
zweite Charakteristik, welche keiner der Charakteristiken [0], [@], [—«| 
congruent ist. Drei Thetaproducte, welche zusammen alle neun 
Charakteristiken enthalten, kénnen dann bei passend gewihltem [a] 
und [8] immer in die Form 3 {0|a|—a} (v), 9 {B| B+ a|B—«a} (v), 
a{— B|— B+ «| — B — @}(v) gebracht werden. Durch diese drei 
Producte als Fundamentalfunctionen sollen jetzt die achtzehn iibrigen 
linear ausgedriickt werden. 

Zu dem Ende setze man in (A) [x] = [0], [&] — [0] und lasse in 
der entstehenden Formel: 


*) Prym, a. a, O. pag. 31. 
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(T,) [n\n +a |q— ee) + 081"(q +B |n+B+ «|n +B —2a) 
+218 (y — B\n —B +a \n — B—@)| (4|/n+B8|/n—B} (0) 
= (0|B| — 8B) [& (0\a|— a} (v) + 27" ( B| B+ «|B —a} (v) 

+ 0? d{—B|—B+a|—B—a} (v)] 
an Stelle von [y] der Reihe nach die Charakteristiken [0], [@], [—«] 
treten; man erhalt dann zuniichst die drei Thetaproducte: 

9 {0|B|—B}(e), F{a\a+Bla—B}(v), #{—a|\—a+6|—a—B}\(v) 
durch die drei Fundamentalfunctionen ausgedriickt. Setzt man weiter 
in (I,) an Stelle von [8] die Charakteristik [B-++-@], so entsteht nach 
einfachen Umformungen die Formel: 
1.) (aly |g — @) 4+ 8-1\8-« (n+ B|n +B +a\y+ B—a) 
rh tn\e—« (4 — B|n—B + a\n—B —a)| 
<{n|\n+6+ a|\n—B—a} (0) 
=(0|B+ «| —B—a) [8{0|a|—a} (vo) + cele 9 {B| B+ a |B —a}(v) 
+ chtale—nd{ —B |—B+a|—B—a}(v)], 
und auf iihnliche Weise, indem man [6—a] an Stelle von [A] setzt, 
die Formel: 


(Is) [(a|y--@|y—a@) +4 ch"! Pe (n+ Bln +B a\n+p—«) 
+ rh til e+e (n — B\n— B+ «\y—B—a«)] 
><F{y\n-+8 —a\y—B+e} (vr) 
= (0|B—a| — Ba) [0(0|a| — @) (v) +2119 ( B|B-+ «| B—a} (0) 
+18-«10-19(—B|—B-+a|—B—a}(0)]. 
Die Formel (I,) liefert fiir [y] = [0], [GB —«@], [(—A-+«] die Ausdriicke 
fiir die drei Producte: 


9 {0p-+al—B—a' (v), &{B—a/2A|—2a} (v), #{—f-+al2al—2B} (0), 

die Formel (I,) fiir [y] = [0], [6 + @], [—S—a] die Ausdriicke fiir 

die drei noch iibrigen Producte: 

# {01B—a|\—B-+a} (0), 0{-+a|2B|2a}(v), #{—B—a| —2el —2B} (v) 
Ks handelt sich jetzt noch darum, eine beliebige Function 9° {£ }(v) 

durch die drei Fundamentalfunctionen auszudriicken. Setzt man in der 

Formel (C) [x] = [0], liisst sodann an Stelle von [y] der Reihe nach 

die Charakteristiken [0], [8], [— 6] treten und addirt linke wie rechte 

Seiten der entstehenden Gleichungen, so erhilt man die Formel: 

(Il) B(E|E+a|f—a) 9° 164 (0) 

=[(0) + e818 (@)4 28 \« (—a)'] 8 {0|a¢|—a} (0) 

+18 [(B) 4 relF +8 (Ba) +81 (B—a)¥] 8 {B|p-+a|6—c} (0) 

+8 B)4-e8-H( B04 xf #e(— pa)" 9{ —B|-B-+-«|—B—a} (0), 
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welche die gewiinschten Ausdriicke fiir die neun Thetacuben liefert, 
wenn man fiir [€] der Reihe nach die neun Charakteristiken [0], |«], 
[—e], (8), (B+e], (8—«], (—Al, [(—B+a], [—B—a] sett. 
Zwischen den drei auf den rechten Seiten von (I), (IT) als Fundamen- 
talfunctionen auftretenden Thetaproducten besteht zwar keine lineare Re- 
lation, jedoch sind dieselben durch eine homogene Gleichung dritten Grades 
mit einander verkniipft. Man gelangt zu derselben auf folgende Weise. 
Lisst man in der Gleichung (IJ) an Stelle von [§] der Reihe nach die 
Charakteristiken [0], [@], [—o] treten und setzt zur Abkiirzung: 


(0)'-+(e?+(—e _ 
(0| «| — a) 1 oe 


(Be! F(Bay+e?!“(B—a)* _ (—BP+27!*(—B+a)+2*!? (—B—a) __ 


(0 | «& |— a) (0|a@|—«) 
so entstehen die drei Gleichungen: 
3 { 0 }(v) =C,8{0| a|— a} (v)+ C#{B\B+«a B—a\ (v) 
+ C8{—B|—p+a|—p—e}(v), 
30 { a \ (0) =C,8 {0|a| — a\ (v)-+ 18C & {8 | B+ «| B—a} (v) 
+7609 {—B|—B+a|—B—«} (0), 
39 { — a\ (v)—=C,& {0|a|— a} (v) 4+ 1° PCH {B\B+ «|B —a}(v) 
+ ?\¢C{— B|—B+a|—B—a}(v). 


Multiplicirt man linke und rechte Seiten dieser drei Gleichungen mit 
einander und beachtet dabei, dass identisch: 


(at+b+c)(a+r!?b+ 18l4c)(a+ 1° !*b+ #1? ce) =a'+b3+ 8 —3abe 
ist, auch, dass der eingefiihrten abgekiirzten Bezeichnung entsprechend 
die Beziehung: ; 
3° {0} (v) 0 {a} (v) a {—- a\ (v) = 3° {0|a|— a}(v)rie!. rie 
besteht, so erhalt man zuniichst: 
(C5 — 27 c'«!. ci«!) BH {0\a|— a} (v) + C9 8° { B| B+ «| B— a} (v) 
+09 {—B|—B-+«|—B—«}() 
—3C,C?# {0|a|—a}(v) o {B|B4+a|B— a} (v) 
>< {—B|—B+e|—B—a}(v)=0. 


Nun findet man aber mit Hiilfe der Gleichungen (R,) des Art. 8 
leicht, dass: 
C,3 — 27 rie!. ciel = C8 


ist; dividirt man daher linke und rechte Seite der obigen Gleichung 


durch C* und ersetzt dann in dem auftretenden Quotienten die 
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Gréssen C, und C durch das, was sie bedeuten, so erhilt man schliess- 
lich die gewiinschte Gleichung dritten Grades*) in der Gestalt: 


(II) 93 {0|«|—a\ (v) 
+9 {8 |B + «|B —a} (v) +8 {—B|—6+4|—B—a} (v) 
: (0) (a) (— a)? | 
7 aie MEG oa & {0| | —a} (”)® {B|B+4+-a|B—a} (v) 
>< {—B|—B+4|—6—a} (v)=0. 


Das System der drei im Vorigen als Fundamentalfunctionen be- 
nutzten Thetaproducte ist durch die Wahl der Charakteristik [«] voll- 
stiindig bestimmt, insofern als die drei Producte, von dritten Kinheits- 
wurzeln abgesehen, immer wieder erhalten werden, wenn man an 
Stelle von [6] irgend eine andere der fiinf bei bestimmten [@] zuliissigen 
Charakteristiken setzt, Da aber weiter das System der drei Producte 
auch in sich tibergeht, wenn man [@] mit [—a@] vertauscht, so erkennt 
man, dass man im Ganzen nur vier verschiedene Systeme von je drei 
Producten der betrachteten Art und daher auch nur vier wesentlich 
verschiedene Systeme von Gleichungen (I), (II), (II) erhilt, wenn 
man an Stelle der Charakteristiken [@] und [8] auf alle méglichen 
Weisen specielle Charakteristiken einfiihrt. Betrachtet man [a] und 
[8] als feste Charakteristiken, so erhilt man die drei noch tbrigen 
Systeme, indem man [a], [8] einmal durch [A], [@], dann durch 
[B + a], [8 — a], endlich durch [6 — a], [B + a] ersetzt. 

Die zweite der oben gestellten Aufgaben bezieht sich auf den 
Kall, wo drei Thetacuben, deren Charakteristiken ein Dreiersystem 
bilden, als Fundamentalfunctionen zu Grunde gelegt werden. Bezeichnet 
man mit [y| eine beliebige, mit [a] eine der [0] nicht congruente 
Charakteristik, so kénnen drei solche Thetacuben bei passender Wahl 
von [x] und [a] stets in die Form 6° {7} (v), 0° {+a} (v), # {y—a} (v) 
gebracht werden. 

Um durch diese zuniichst einen anderen Thetacubus 4° {£} (v) 
auszudriicken, setze man in der Formel (B) der Reihe nach [x|]=—[0], 
[a], [—e@] und eliminire aus den so entstehenden drei Gleichungen 
die beiden Functionen 0° {f+ a}(v), # {E—a\(v). Fiihrt man die 


etwas weitliufige Rechnung aus und setzt zur Abkiirzung: 





(gy eet FE gf ays ett le iy — ee) 





tel eperpe leap 
(n+ 2% !"—F qa l%q—ay 
OFF +e) + =e) 2 


*) Vergl. Bianchi, a. a. O, pag. 240. 








442 A. Krazer. 


(n+ 2°! "(9 + a) + 2"! “(q — 
(C+ |S (6+ 8 + 2°! (g — aw)? 
so erhalt man die Formel: 


("’) Bat 1193 46% (v) 
= (64+ ey-+05)9* {0} (0) + 28! @(c, +281 e + 241% c,) 99 {+a} (0) 
fer8l (cf 28 !fe, + of | #6,)98 {y — ah (0); 
mit Hilfe derselben kann man jeden der sechs von den drei Funda- 


mentalfunctionen verschiedenen Thetacuben durch diese drei ausdriicken, 
wihrend sie fiir [€]—[], [y-+-«], [y— a] in eine Identitat iibergeht. 

Um weiter die Formeln zu erhalten, welche die zwélf Thetapro- 
ducte durch die drei zu Grunde gelegten Cuben ausdriicken, setze man 
in (C) [x] = [0]; man erhalt dann zunichst die Formel: 
(il,’) 9 {£1f+a|f—a} (v) 

am quit _(alan+te|n—@) 
(EP UTE G+ a) 4 et E19 (6 — @) 
[9° (1) (v) + e114 99 (qf ay (0) f ert $1 93 (ae) (0)], 


welche die Ausdriicke fiir die drei bei festgehaltener Charakteristik [a] 
in der Form #{€|€-++- «| €—«}(v) darstellbaren Producte liefert. 
Irgend eines der neun noch tbrigen Producte kann nun, wenn 
man unter [f] eine Charakteristik versteht, welche keiner der drei 
Charakteristiken [0], [«], [— «] congruent ist, bei passend gewihlten 
[8] und [€] in der Form #{€| €+ 6 | € — B}(v) dargestellt werden. 
Um ein solches Product durch die drei Fundamentalfunctionen auszu- 
driicken, stelle man dasselbe mittelst der Formel (I) als lineare Func- 
tion der drei Producte {0 | « | — a (v), o{B |\B+a|p— a\(v), 
a{—B|—6B-+a|— 6 —a}(v) dar und ersetze dann jedes dieser 
drei Producte mit Hiilfe der Formel (II,’) durch die ihm entsprechende 
lineare Function der Cuben HF {n}(v), FP {yn+ea} (0), 3 {4 — a} (v); 
vereinigt man sodann die auftretenden Constanten in passender Weise 
und setzt zur Abkiirzung: 


3? 


(n|n-+8\n—B)-+-29!"** (n--ce|n-+-e-+8\n-+a—B)-+2 9 * (n—ce| n—c-+8|n—a—8) 





(g)+-2°!% (¢-+-a)*-+-%F (¢—a)? ths 
(njn-+B\n—B)-+e"" (n--ee\n-+-0-+8\n--oe—B)-+27§'* (n—eln—a-+ Bln—o—B) _ ~ 
(E)+(6+-e) (ea) 29 

Anjn+8\n—B)-+e*!" (-ba\n-+e-+B\n-pa—B)-+2" | (n—e|n—a-+8\n—e—B) __ 
(sy (¢--0)*-25'" (¢—a)8 3 


so erhilt man die gewiinschte Formel in der Gestalt: 











7 


e 


, 
}? 
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(11,’) Stl {E | E+ 6 | E— B}(o) 
= (ey 62+ 041) 98 {1q} (v) + 0114 (e,'- rol e,'-4 21 ¢,') 89 fy +a} (0) 
+ 08! 4(6,' 71S 0,4 tl ¢,') 88 {n— a} (v) , 


Ebenso wie bei der vorhergehenden Untersuchung die drei als 
Fundamentalfunctionen zu Grunde gelegten Thetaproducte, so sind 
auch hier die drei Cuben 3 {n} (v), 8 {n + a\(v), {ny — a (ov) 
durch eine homogene Gleichung dritten Grades verkniipft. Setzt man 
nimlich in (II,’) [y]=[§], so entsteht die Formel: 


(II,’) ® {nh (v)+ 711 #98 {n+ a\ (v)+ 78° {n —a@} (0) 
(n+ 0"! *(n-+a)+ e*!"(q ~e) 

— ee ale belg cay 8 {ala teln—a} 0) —0, 
welche unmittelbar die gewiinschte Gleichung dritten Grades ergibt, 
wenn man das letzte Glied der linken Seite auf die rechte schafft und 
dann unter Beriicksichtigung der Relation: 


9° {| nee] — a} (v) —1'41 9 {14} (v) 8 {+ a} (0) 9° {y —a} (0) 


linke und rechte Seite zur dritten Potenz erhebt. In diesem Sinne 
soll die Gleichung (III,’) nicht als besonderer Fall der Gleichung (II,’) 
sondern als Repriisentant der zwischen den drei als Fundamentalfunc- 
tionen gewihlten Cuben bestehenden Relation angesehen werden. 

Das System der Gleichungen (I’), (II’), (III’) ist durch die drei 
als Fundamentalfunctionen zu Grunde gelegten Thetacuben, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, durch die drei Charakteristiken [y], [y+ «], 
[» — e@] vollstiindig bestimmt. Diese drei Charakteristiken, bilden immer 
ein Dreiersystem, und es giebt daher, da nach Friiherem nur zwolf 
verschiedene Dreiersysteme existiren, auch nur zwélf verschiedene Systeme 
von Gleichungen (I’), (II’), (Ill,’). Betrachtet man [a] als eine 
feste Charakteristik und bezeichnet mit [6] eine Charakteristik, welche 
keiner der Charakteristiken [0], [@], [— @] congruent ist, so gehen 
diese zwélf Systeme von Gleichungen aus dem hier aufgestellten hervor, 
indem man an Stelle des Charakteristikenpaares [4], [@] der Reihe 
nach die zwolf Paare [0], [«]; [8], [«]; [—B], (als (1, [61s Cel, (Bs 
[—a], [8]; [0], (+e); [B—al, (B+e]; (—B+a], [B+el; [0], 
[B -a]; (B+el, [B —@]; (—b—a], [B—a] treten lisst. 


10. 


Die beiden im vorigen Artikel behandelten Aufgaben haben zu 
folgenden Resultaten gefiihrt. Setzt man der ersten Aufgabe ent- 
sprechend: 


Mathematische Annalen XXII. 29 
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= 9{0|«|—a}(v), = O{8|6+a/ 6 —a}(), 
o, = #{— 61 —B+a|—B—a}(0), 
der zweiten Aufgabe entsprechend: 


¥,=4[n)(), Y.=F(nt+e](e), Ys = %[n—e]}(r), 


so lisst sich eine jede der im vorigen Artikel definirten einundzwanzig 
Functionen sowohl durch die drei Functionen %,, ®,, ®,, auf Grund 
der Gleichungen (I), (II), als auch durch die drei Functionen Y,’, 
¥,5, ¥,5, auf Grund der Gleichungen (I’), (II’), linear ausdriicken, und 
es sind zudem im ersten Falle die drei Functionen ® durch eine 
Gleichung dritten Grades (Gleichung (III)) von der Form: 


(IIT) o,° + 9,° + O° — xO, 9,0; = 0, 


im zweiten Falle die drei Functionen Y durch eine Gleichung dritten 
Grades (Gleichung (III,’)) von der Form: 

(IIr’) Yi +c, + c’¥,3 — ¢¥,¥,¥, = 0 

verkniipft, wobei x, x Constante, 1’, r” dritte Kinheitswurzeln be- 
zeichnen. 

Beachtet man nun, dass die Beziehungen zwischen den einund- 
zwanzig Functionen a! o} (ve), F{ele+ole—o}(v) durch Glei- 
chungen dargestellt werden, welche simmtlich in Bezug auf diese 
Functionen homogen sind, und dass in Folge dessen nur die Ver- 


hialtnisse dieser einundzwanzig Functionen, also auch nur die Verhiiltnisse 


-. a. beziehlich A. | Vs in Betracht kommen, dass aber sowohl 
o,’ 9, ¥%,’ ¥, 


zwischen den beiden Quotienten = und = , als auch zwischen den 
i 1 i 
beiden Quotienten a und ws den soeben mit (III), (III’) bezeichneten 
1 1 


Gleichungen entsprechend, eine Gleichung dritten Grades besteht, so 
ergibt sich schliesslich, dass die simmtlichen Quotienten der einund- 
zwanzig soeben bezeichneten Functionen, sowohl von den Functionen 
,, ,, ®, als auch von den Functionen ¥,, ¥,, ¥, ausgehend, durch 
eine einzige Hiilfsvariable algebraisch ausgedriickt werden kénnen. 
Gegen die Zugrundelegung der — als einfachste Functionen zunichst 
ins Auge zu fassenden — Functionen ¥,, ¥,, Y, spricht die fusserst 
complicirte Gestalt der dann zur Anwendung kommenden Gleichungen 
(I), (II), wihrend bei der Zugrundelegung der Functionen 9, , %,, %, 
und dadurch bedingter Anwendung der Gleichungen (I), (II), (IIJ) die 
Endausdriicke sich ungemein einfach gestalten. Es zeigt sich also 
auch hier, ebenso wie bei der friiheren Untersuchung iiber die Null- 
werthe der Functionen, dass nicht bei den Thetacuben oder, was das- 
selbe, bei den einfachen Functionen #[@](v), sondern bei den Theta- 
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producten die geeignete Grundlage fiir die beabsichtigte Darstellung 
zu suchen ist. Dem entsprechend soll im Folgenden diese Darstellung 
unter Zugrundelegung von drei Thetaproducten als Fundamental- 
functionen durchgefiihrt werden. 

Zu dem Ende gehe man auf die Gleichung (II) zuriick, dividire 
linke und rechte Seite durch # {0 |a|— a (v) und ersetze die Con- 
stante mit Hiilfe der Gleichungen (R,) durch den ihr entsprechenden 
Ausdruck in 2; man erhalt dann: 








# {B/68+ «\B—a}(v) # {—8|—6+«|—B—a}(v)\° 
1 
+ ( # {0\e|—a} (0) ) ( @ {0|a|—a} (o) ) 
14220 # {BiB +a\B—a}(r)) / # {—B|—B+a|—B—a}(r)\ 
zz ( & {0}a|—a} (0) ) ( & {0|a|—a}(v) )=0. 


Setzt man nun: 


9 {B\B+a\B—a}(v) | # {—6|—6+a\—6—a}() 








La = 22, 
@ {0) a|—ab(v) @ {0|a|—a}(v) 

# {BB+ aiB—a}@)  # {—6i-B+ai—6—a}@) _ gp, 
@ {0|a|—a} (0) & {0|a| —a}(v) . 


oder, was dasselbe: 


{8 pels eh) gy Zz, # {—6|-b+el—6—-e}) 
# {0} a|—a}(o) & {0|a| —a} () 

und fihrt diese Gréssen Z, Z’ in die obige Gleichung ein, so geht 
dieselbe iiber in: 


127346272 +142 (Z2_ 7) 0, 
und es ergibt sich daraus fiir Z’ der Ausdruck: 
ZaV ZOt2#) = #0 + 22%) 
~~ these + 6ezZ ; 
Man hat daher schliesslich, wenn man zur Abkiirzung: 


Z*(1 + 22%) — 22(1 + 223) =_'R 
1+ 222+ 622 











setzt: \ 

{6/6 +a|8—a}(0) 7 
(1) —— ® {0|a|—a}(o) = S+95. 
. #{-61—B+el-6-e0) 2, I 


Mit Hiilfe der Gleichungen (I), (II) lassen sich nun ohne Miihe 
die achtzehn noch iibrigen Quotienten ebenfalls als Functionen von Z 
29* 
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darstellen. Dividirt man niamlich linke und rechte Seiten der Glei- 
chungen (I), (II) durch #{0 | @ | — @}(v), fiihrt dann an Stelle von 
[9] beziehlich [§] die angegebenen speciellen Charakteristiken ein 
und ersetzt die beiden rechts auftretenden Quotienten von Thetapro- 
ducten jedesmal durch die soeben fiir sie gefundenen Functionen von 
Z, die vorkommenden Constanten aber durch die sich aus den Glei- 
chungen (R,) dafiir ergebenden Ausdriicke in z, so erhilt man zuniichst 
aus den Gleichungen (I) fiir die neun iibrigen denselben Nenner 


4 {0 | @ | — a}(v) besitzenden Quotienten von Thetaproducten, wenn 
man noch zur Abkiirzung: 


(0| @|— a) +2(8 |B+a |B — a) a te 














161 —8) !B\z2 Oy 
(0| «| —e) + 22°F (B\6+a\p—a) _ “7 el (14-228 2) (1218 2)? _ 
(0|B+e|—B—a) = z! Pra! 24 ge Sit 
(O'@|—a)+ 2 hia, (B\ B+. e—4) +. r lal (1-020 g) (12145)? ok 
(0) p—a|—p+a) mi  glia—e 8 ge — 
setzt, nach leichten Umformungen die folgenden Gleichungen: 
, # {0 B| — B} (w) 1 ae 
(3) @ {0| «| - a (0) 7Z Ut45}, 
@{ala+Bla—B}(r) 4 ii oa 
a -_ = - ple gale) /R 
© - Frac <te q, 11-24 (ae? *—eel#) VB} , 
9 {—0\-at Be 8} (0) _ 
5 1— Z—(réla—-zl8 I 
(5) @ {o]a|— a} (v) x { (t t VR}, 
#{0\B+a —B—«}(r) 1 iis 
(6) @ {o\a| - a} (0) "ae {1+4+2r eZ}, 
# {6 —«|28|— 2a} (0) “an 
ple — rip Z — rie R ’ 
(7) dae ae Oe eR ee 
& {—B+e| 2a|—2B} (0) ae 
8 —s - rie Jt — rel? Z—(1— re l*)V R 
(8) @ {ola —a} () {1 tT ( w\@)// yi 


, @ {0|6 —#|—B+a}(v) s = 
®)  @{O}a|—e}(v) , U+8s Z}, 


(10) #{B +a) 2B\2e} (v) x 118 {1 re Zo (1 = tle) VR} , 
9 {ola —a} (v) A, 


(11) Shes 2. rei {1 — rile Z Z—(1— x6) PR}. 








# {0|a|—a} (0) 
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In derselben Weise ergeben sich aus den Gleichungen (IJ), wenn man 
zur Abkiirzung: 


9(0}a\ — , — 
Olea) = Yee $88) —ay =A 


setzt, fiir die neun den neun Thetacuben entsprechenden Quotienten 
die folgenden Ausdricke: 


os & {o} (v) 1 3 ar 
(12) @ {fo al—e}(@) o {1+22+62Z}, 
By ae (v) 2,95 2 424/ 
(13) ae a 5 +232 Z4 (ctle — eae) 322 R}, 
o —~@% 
(14) {=<} x {1422°—32Z— (cle — 108) 322 R}, 


a {oja|—a}() 


o° {g} (v) 


15 
( ) S foie) - «} (v) 


on x {32?--(1--32?4-223)Z-+-(1—32?+4 22%) VR}, 


#{B+a}(r) 4 
@ {0\ —al(v) A 


(16) {3c Plz? 4 (143 rhieg?4 223) 7018 Z 
+(1 —3riieg? 4 223)c78 / R}, 


O{B—apiv) 
a {0 a|—ab(v) 


(17) KABrehe® 4 (14 S088 4 22%) whieZ 


1—3r? 224223) ley R}, 
+( ) 


o {—6} (0) Ee ‘ {32?4+(14+32?4-223)Z — (1--32?+22)  R}, 


Na @{oja|—ad(v) 


oe {— 
(19) {-He} 4 {3208 224 (14 3r0l8 2? 4 203) vile Z 


@ <0! i—e (v) A a 
{ @ } {i — 3x18 g? + 22°) wicYR}, 
2 ¢ —B- 
(20) { B- a} (v) —_ 1 {3 riage? 4 (14 3r0lag?4 22%) c28 Z 
@ {0|a|— a} (v) A r 
—(1—3rhleg?+4 223) cy R}. 


Die hier gewonnenen zwanzig Gleichungen, welche die links 
stehenden Quotienten als Functionen der nimlichen unabhingigen 
Verinderlichen Z darstellen, kénnen, zusammen mit den friher fiir 
die Constanten #[¢](0) erhaltenen Ausdriicken (R,), als vollstindiger 
Ersatz nicht nur der siimmtlichen aus den Formeln (A), (B), (C), (D) 
hervorgehenden Gleichungen, sondern aller tiberhaupt existirenden 
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Relationen zwischen den einundzwanzig auf dasselbe Argument v be- 
zogenen Functionen #{o}(v), #{e|e+6| e@—o}(v) angesehen 
werden. 
Die bei dieser Darsteilung benutzte Grosse: 
ial 9 {8\B+a\B—e}(r) | 1 #{—8/—6+e\—6—e} (0) 


2 @{oja\—a} (») 2 & £0) «|—«} (0) 


ist als Function von v betrachtet eine gerade Function und nimmt fiir 
v = 0 den Werth z¢ an; die von Z abhingige Grosse: 





VR=! 9{B\B+a\B—a}(r) 1 #{—6|—6+a|—6—e}(v) 


2 # {0}a|— a} (o) 2 # {0|a|—«}(v) 


dagegen ist eine ungerade Function von v, die als solche fir v = 0 
verschwindet. Die zwanzig aufgestellten Gleichungen bleiben daher 
richtig, wenn man darin gleichzeitig v = 0, Z=2, YVR=O setzt; 
die so entstehenden Gleichungen kénnen als vollstindiger Ersatz der 
Gleichungen (R,) angesehen werden, insofern als sie ebenso wie diese 
alle Relationen zwischen den Gréssen (9)? und (e@|@+ 6|e@—<¢) liefern. 

Das System der zwanzig Gleichungen (1), (2), . . ., (20) ist ebenso 
wie das der friiheren Gleichungen (I), (II), (III), aus dem es abgeleitet 
wurde, durch die Wahl der Charakteristik [a] véllig bestimmt, und es 
entstehen weiter, ebenso wie dort, wenn man an Stelle der Charakte- 
ristiken [«], [8] auf alle méglichen Weisen specielle Charakteristiken 
einfiihrt, im Ganzen nur vier verschiedene Systeme von Gleichungen. 
Betrachtet man [a], [6] als feste Charakteristiken, so erhilt man aus 
dem hier aufgestellten Systeme die drei noch tibrigen, wenn man [ca], 
[8] einmal durch [8], [@], dann durch [8 —a], [8-+@], endlich durch 
[6+ a], [B— a] ersetzt. Die diesen vier Systemen entsprechenden 
Gréssen Z sollen durch Z,, Z,, Z,, Z, bezeichnet werden, sodass also: 


1 #{B\B+a\B—a}(r) | 1 &#{—6|—B+a|—B—a} (o) 








4, 





2 & {0|a|—a} (v) 2 & {0| a|—«} (v) 9 
_1 #{ale+Bla—B}@) | 1 #{—a|—a+6|—a«—6}) 
2 2 9 f018|—B} @ {0|8\—8} (@) 





— #{6—a\28|-2a}) |» o{— eet ee 
| 


2 @ {0|/p+a\—p—a}(v) © 2 &{0\6-+a|—B—e} (0) 
ea & {B+a|2B| 2a} (0) 1 #{- B—«|—2a — 26} ( v) 


4 —— 








2 @{0\8—a«\—B+a}() ' 2 #{0\p—a\—p+a}(v) 


ist. Die friher eingefiihrten Constanten ¢,, 2,,2,, 2, stehen dann in 
directem Zusammenhange mit diesen Grdssen, insofern als fiir v = 0 
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Z,= 4%, Z,=2,, Z,=2,, Z,—= 42, wird. Es bestehen weiter aber 
auch zwischen den vier Functionen Z dieselben Beziehungen wie 
zwischen den vier Constanten z. Driickt man niimlich mit Hiilfe der 
oben aufgestellten Gleichungen (3), (4), ...,(11), welche die Grosse 
Z= Z, enthalten, die mit Z,, Z,, Z, bezeichneten Functionen durch 
die Grésse Z = Z, aus, so ergeben sich unmittelbar die Gleichungen: 


et am fle 1-8 Z, —_ eae 1-95, 
—— 1+22Z,’ ini i+22%8 Z, ’ aie 12r%l*Z, ’ 


welche dieselbe Form besitzen wie die friiher fiir die Constanten z 
gefundenen und fiir v = 0 in dieselben tibergehen. 


Wiirzburg, im Februar 1883. 








Ueber das Umkehrproblem der elliptischen Integrale. 


Von 


M. TicnoMAnpritzky in Charkow. 


Nachdem Jacobi in seinen Vorlesungen iiber die elliptischen 
Transcendenten gezeigt hatte, dass die ganze Theorie der elliptischen 
Functionen sehr leicht aus den Eigenschaften der @-Function sich ent- 
wickeln lasst, gewann die Frage nach dem natiirlichsten Uebergange 
von den elliptischen Integralen zur 0-Function das grésste Interesse ; 
und doch kannten wir bis jetzt keine gute Antwort auf dieselbe; in- 
dessen braucht man nur etwas zu dem, was die ,,Fundamenta“ ent- 
halten, hinzuzufiigen, um eine solche zu erhalten, wie ich sogleich 
zeigen werde. 


Ich nehme als Ausgangspunkt die Gleichung: 

Z 2k? sin am v cos am v Aam # sin? am u 
(1) Z(u+v) —4(u v)—22Z() welts es P ain? am usin? am 0 , 
die man in § 53 der ,,Fundamenta“ findet, und die als ein Ausdruck 
des Additionstheorems der elliptischen Integrale 2. Gattung angesehen 
werden kann, denn aus dieser wird ja der gewodhnliche Ausdruck fiir 
letzteres gefunden. 


Am leichtesten wird diese Gleichung durch eine einfache Um- 
formung der Gleichung 


(2) J isin’ am (wu + v) — sin? am (wu — v)| du 
0 


2 sin am v cos am vA am v sin* am @ 
1 — # sin® am 4 sin’? am v 

erhalten, wie es Jacobi im § 49 seiner ,,Fundamenta“ gethan hatte; 
da er sich aber dort der Legendre’schen Bezeichnungsart und nicht 
der seinigen, die uns als eine viel bessere erscheint, bedient hatte, so 
mag hier mit Benutzung der letztern diese Umformung um so mehr 
wiedergegeben sein, als wir hiebei zum ersten Male einem Verfahren 
begegnen, das, nach einer gewissen Integration wiederholt, uns ganz 
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natiirlich zur @-Function fihren wird. Wir multipliciren zu diesem 
Zwecke die Gleichung (2) beiderseits mit k®?. Sodann wollen wir ihre 
linke Seite folgendermassen umformen: 


a) 
k? sin? am (w + v) du — J k* sin? am (u — v) du ) 
Vv : 
ue u—e / 
-/{ k? sin? am w dw — | k? sin? am w dw : 
Lal —0 
ste 
= fk? sin? am w dw — | k* sin? am w dw 


0 
“—v 


0 
_— fre sin? am w dw -| k? sin? am w dw 
ea 
rif —¢ 


u—v 


ut+o u v 
— fie sin? am w dw —| k? sin? am w dw —- 2 fi sintamwdw, 
0 v0 0 





0 v 
’ 
(indem f k? sin? am w dw = fie sin? am wdw, wie leicht zu sehen ist) : 
—wv 0 


Wenn man nun noch zur Abkiirzung 


(3) je sin? am w dw = J(w) 
ty 


| 
setzt, nimmt jetzt die Gleichung (2) folgende Gestalt an: 
) 
/ 





. — .\__ 2k* sin am v cos am v Aam 2 sin? am u 
(4) J(ut+v)—Jd(u—v)—25 (0) = 1 — # sin? am w sin? amv ’ 


und zieht man dieselbe von der Identitit: 
4b (uto) — 4 w—v) —2 Hv = 0, i 


wo J, die durch die Gleichung 
£ 
J, — fi? sin* am w dw = J (K) 
0 


definirte Constante ist, ab, so hat man die Gleichung (1), da nach 
Jacobi 


Z(w) = 2 wow — J(w) 
ist. 
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M, TichomanpritzKy. 
Die Gleichung (1) kénnen wir nun auch so schreiben: 
(a) Z(u+v)—Z(u—v)—2Z(v) = fo log (1 —? sin? am wu sin? am v); 


integrirt man sie jetzt mit Somoff*) nach vw von Null an, so erhilt 
man die Gleichung: 


(6) { Zu-tojde— f Zu) dv — 2/20) dv=log(1—k*sin*?amu sin’am v), 
0 0 0 : 


Nun ist aber: 
u+e 


fx (u+v)dv = J% (w)dw -/ Zwdw— | 2(0)a, 


— fava =f Awpaw — {Za —fz (w) dw; 


also kann man der Gleichung (5) folgende Gestalt geben: 


u—v 


(6) [2 dw +f 200 jaw —2 f Z(w) aw —2 f Zu) dw 


= log (1 — #* sin? am u sin? am v), 


und indem man vom Logarithmus zur Zahl selbst tibergeht, erbiilt 
man daraus die folgende Gleichung: 

fa de fro 
e 


cy LT 


In dieser Gleichung stellt jeder Factor der linken Seite den Werth 
einer und derselben Function 


= ] — f? sin? am wu sin? am v. 





Stwyau 

e oO 
fiir die verschiedenen Werthe des Argumentes w vor. Fiir w=—0 
wird diese Function = 1; will man aber den Anfangswerth der Func- 
tion unbestimmt lassen, so muss man 


Fara © (w) 
(8) = 6(0) 


*) ,,Elemente der Theorie der Elliptischen Functionen.‘‘ St. Petersburg 
1850. §S, 178. (Russisch). 
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setzen, was die Gleichung (6) § 52 der ,Fundamenta“ ist, wo sie 
durch Integration der Reihe (1) § 47 fiir Z(w) und den nachfolgenden 
Uebergang vom Logarithmus zur Zahl gefunden wird, hier aber als 
eine natiirliche Folge des Additionstheorems der Integrale 2. Gattung 
erscheint, was den Vortheil darbietet, dass die betreffende Reihen- 
entwicklung mit Leichtigkeit aus den Eigenschaften der 0- Function 
gewonnen werden kann, wie es von Jacobi in seinen Vorlesungen 
gezeigt wurde. Durch Einfiihrung unserer neuen Bezeichnung in die 
Gleichung (7) nimmt diese folgende Gestalt an: 


| i. Pt oa e ° ¢ 
(9) [9 (0)] Sune 6 Oe ©) =] — &* sin? am & sin? am ¢. 





Somoff, welcher der erste zu sein scheint, der die Integration 
der Gleichung (1) nach v vorgenommen hatte, brachte die von ihm 
so erhaltene Gleichung (5) nicht auf die Form der Gleichung (6), 
sondern mit Hilfe der Gleichung (8), die vou ihm nach der Methode 
von Jacobi erhalten war, auf die Form der Gleichung (9)*). Es war 
also die Transformation der Gleichung (5) in die Gleichung (6), die 
der Theorie der elliptischen Functionen fehlte, damit sie schon lingst 
im Besitze eines natiirlichen Ueberganges von den elliptischen Inte- 
gralen zur ©-Function war, und die ihrem Wesen nach dieselbe ist, 
die den Verfasser der ,,Fundamenta“ von der Gleichung (2) zur Glei- 
chung (1) gefiihrt hatte. Man kann die Gleichung (6) auch ails eine 
Umformung der bekannten Gleichung 


(10) JJ #[sin? am(u + v) — sin? am(wu — v)}] dudv 
v0 0 


= log (1 — x? sin? am wu sin? am v) 


ansehen**), denn wenn man das durch Integration nach w erhaltene 
Resultat der gleich erwihnten Jacobi’schen Transformation unter- 
wirft, so kommt man sogleich zur Gleichung (5) von Somoff, von 
welcher unsere Gleichung (6) eine weitere Umformung ist. 

Ich will hier noch bemerken, dass man durch eine Integration 
derselben Gleichung (1), nur diesmal nach uw, mit Hilfe derselben 
Transformation von selbst eine Gleichung von fundamentaler Be- 
deutung fiir die Integrale 3. Gattung: 

*) Dieses Verfahren wurde spiiter auch von Hrn. Handrikow in seiner 
,»Elementartheorie der elliptischen Integrale und Functionen nebst einer An- 
wendung auf das Fundamentalproblem der Geodisie.“ (Moskau. 1867. Russisch), 
wiederholt. 

**) Diese Gleichung kommt explicite in den ,,Fundamenta‘ nicht vor, er- 
hellt aber sogleich, wenn man die Gleichung (1) des § 49 daselbst mit der Glei- 
chung (1) des § 55 vergleicht. 
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u 
. e . 
Tl k? sin am v cos am © Aam v. sin? amu du 
(u,v) = 1 — x? sin? am u sin? am v ’ 





0 
erhalt, niimlich die Gleichung: 
ue u-+e 
(11) Th(u, v) = wZ(v) +if Z(w) dw -tf Z (w) dw. 
0 0 
Vertauscht man in dieser u mit v und zieht das so erhaltene Re- 
sultat von derselben ab, so erhalt man mit Riicksicht darauf, dass 


2 
J Z(w) dw eine gerade Function ihres Argumentes ist, die Gleichung 
0 


von Jacobi: 
(12) TT(u, v) — TH, uw) = uZ(v) — vZ(u), 
die den Satz tiber die Vertauschung des Parameters mit dem Argument 
bei den Integralen 3. Gattung ausdriickt. Setzt man jetzt andererseits 
in dieselbe Gleichung (11) fiir die Integrale rechter Hand ihre Aus- 
driicke durch 9-Functionen aus der Gleichung (8) ein, erhilt man so- 
gleich die wichtige Formel von Jacobi: 

‘ . Fa al 1 O(u — v) 
(13) TH(u, v) = uZ(v) + > log Ouw+v) 

Wie die Eigenschaften der O(w)-Functionen aus der Definitions- 
gleichung (8) abzuleiten sind, ist bekannt (s. z. B. den Aufsatz von 
Hru. Brill: ,,Ueber das Additionstheorem und das Umkebrproblem 
der elliptischen Functionen“. Mathemat. Ann. Bd. XVII, 8S. 100); 
darum brauche ich nicht darauf einzugehen. 

Hiitten wir statt der Glejchung (1) die Gleichung (4) als Aus- 
gangspunkt genommen, so wiirden wir auf demselben Wege zur 
Definitionsgleichung der Function Al von Hrn. Weierstrass: 


— { Z(w)dw 
e { = Al(w) 


gelangt sein, worauf sich wieder alle Eigenschaften dieser Function 
ohne Miihe entwickeln lassen. 


St. Petersburg, 20. Juni 1883. 
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Ueber die Werthveriinderungen bedingt convergenter Reihen 
und Producte. 


Von 


ALFRED PrinasHEem in Miinchen. 


I. 
Historisches. — Fixirung des zu lésenden Problems. 


Bedingt convergent heisst bekanntlich eine Reihe, deren Summe 
nur vermédge der verschiedenen Vorzeichen der einzelnen Terme einen 
bestimmten endlichen Grenzwerth besitzt, wihrend die aus den abso- 
luten Betriigen gebildete Reihe divergirt. Auf die Thatsache, dass 
solche Reihen bei Umordnung der Glieder verschiedene Summen liefern 
bezw. auch divergent werden kénnen, diirfte wohl Dirichlet zuerst 
aufmerksam gemacht haben: in seiner beriihmten Abhandiung iiber die 
arithmetische Progression*) (aus dem Jahre 1837) wird ausdriicklich 
erwihnt, dass von den beiden Reihen 


4 1 1 1 1 1 
Wat hs Vet Ve Vet 


i 1 1 1 1 
1 — = “= —" — iin y a da 
TV iv Ve vit 
die erste convergent, die zweite — durch eine einfache Umstellung 
der Glieder daraus hervorgehende — hingegen divergent sei, wiihrend 


die thnlich gebildeten Reihen 
1 1 1 1 
i gress ers 
1 1 1 1 1 
er Stee es 
zwar. beide convergiren, aber verschiedene Summen besitzen. Der 
Umstand, dass Dirichlet diese fiir die damalige Zeit doch wohl 


1 


+.:---, 


*) ,,.Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Progression, 
deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor 
sind, unendlich viele Primzahlen enthilt,“‘ — Abh. der Berliner Akademie 1837. — 
In der Abhandlung iiber die Fourier’sche Reihe (Crelle’s Journal, Bd. IV, 1829) 
wird zwar ebenfalls der wesentlich verschiedene Charakter von Reihen mit con- 
vergenter und solchen mit divergenter Modulreihe schon ausdriicklich betont, 
jedoch die hier in Rede stehende Eigenschaft der letzteren nicht erwihut. 
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einigermassen iiberraschend erscheinende Behauptung ohne Beweis an- 
fiihrt und tiberhaupt von dieser merkwiirdigen Erscheinung wie von 
etwas ziemlich selbstverstindlichem spricht, legt die Vermuthung nahe, 
dass er selbst oder irgend ein anderer mathematischer Schriftsteller 
schon bei friiherer Gelegenheit hiervon Erwihnung gethan: indessen 
ist es mir nicht gelungen, irgend welchen Beleg fiir eine derartige 
Annahme aufzufinden. Jedenfalls ist wohl aber Dirichlet zum min- 
desten der erste gewesen, welcher den wahren Grund fiir die Abhingig- 
keit solecher Reihensummen von der Anordnung der Glieder — nimlich 
die Divergenz der aus den absoluten Betrigen gebildeten Reihe — 
richtig erkannt und bei passender Gelegenheit immer wieder urgirt 
hat, so z. B. in einer zwei Jahre nach jener oben erwihnten publi- 
cirten zahlentheoretischen Abhandlung*) — freilich auch hier, ohne auf 
Beweise oder sonstige Einzelheiten einzugehen. In directem Gegensatze 
hierzu beschiftigt sich ein im niichsten Jahre erschienener Aufsatz von 
Ohm**) zwar mit der analytischen Herleitung der verschiedenen 
Summenwerthe, welche die von Dirichlet angefiihrte Reihe 


1 1 1 
inge get 
bei gewissen Umstellungen der Glieder liefert, wohingegen dem *Ver- 
fasser der wahre Grund einer derartigen Erscheinung noch vollig ver- 
borgen bleibt: er hilt sie fiir eine Eigenthiimlichkeit, die lediglich 
numerischen Reihen (im Gegensatze zu Potenzreihen) zukomme, und 
zieht daraus den merkwiirdigen Schluss, dass man solche Reihen iiber- 
haupt aus der Analysis zu verbannen habe. Im iibrigen beschriinkt 


sich der Gesammtinhalt jenes Aufsatges — trotz des scheinbar mehr 
versprechenden Titels — auf den Nachweis des einzigen Satzes, dass 
die Summe der obigen Reihe — in der urspriinglichen Anordnung — 


den Werth lg 2 hat, dagegen einen Zuwachs um die Grésse ; lg ; 


erleidet, wenn die Anordnung so getroffen wird, dass immer auf p 
positive gq negative Glieder folgen. 

Von weitaus allgemeinerer Natur sind die hier ebenfalls zu er- 
wihnenden Untersuchungen (1847), welche Eisenstein in seiner 
Abhandlung***) iiber die zur Entwicklung der elliptischen Functionen 
dienlichen Doppelproducte und gewisse damit im Zusammenhange 
stehende Reihen angestellt hat, namentlich auch insofern, als hier die 


*) Recherches sur diverses applications de l’Analyse infinitésimale a la 
Théorie des Nombres. — Crelle’s Journal Bd. 19, 1839. — ef. S. 329. 
**) De nonnullis seriebus infinitis summandis. — Antritts-Programm zur 
Uebernahme der ordentlichen Professur. — Berlin 1839. 
***) Crelle’s Journal Bd. 35, S. 153. Forts. 8.185. Die verwandten Arbeiten 
von Cayley (Lionville’s Journal, Serie 1, Bd, X. 1845) und Schlaefli (Grunerts 
Archiv, Bd. XIV, 1853) gehen auf diesen Punkt nicht ausfiihrlich ein. 
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bedingte Convergenz von Doppelreihen und die Méglichkeit, gewisse 
hierbei in Betracht kommende Kategorien von Gliederumstellungen 
analytisch zu fixiren, zum ersten Male erdrtert wird: immerhin be- 
ziehen sich diese Untersuchungen, dem Zwecke der betreffenden Ab- 
handlung gemiiss, nur auf specielle Umordnungen zweier ganz specieller 


Reithen, nimlich der verallgemeinerten harmonischen Reihe wat BFy 
(wo uw, v alle ganzen Zablenwerthe von — oo bis + oo anzunehmen 
haben, wahrend «, 8, y irgend welche festen complexen Gréssen 


bedeuten) und der ebenfalls nur bedingt convergenten Doppelreihe 


eet? +7)? 
1 ? 


Reihen kein Analogon bietet, da die entsprechende Reihe, nimlich 


fiir welche die Theorie der einfach unendlichen 


+ @ 
1 : ‘ 
2 ee unbedingt convergirt. 


Kinen iiberaus wesentlichen Beitrag fiir die tiefere Erkenntniss 
des allgemeinen Charakters der bedingten Convergenz hat hingegen 
Riemann mit seiner Habilitationsschrift ,, Ueber die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe“ (1854) geliefert: 
insbesondere wird dort*) gezeigt, dass eine Reihe der betrachteten 
Art bei verschiedener Anordnung der Glieder nicht bloss verschiedene 
Summen, sondern iiberhaupt jede beliebig vorgeschriebene Summe 
besitzt. Zum besseren Verstiindniss des folgenden midge die betreffende 
Stelle hier der Hauptsache nach angefiihrt werden. Die positiven 


Glieder der Reihe werden mit a,, a,, @,,..., die negativen mit 
—b,, — b,, — by, ... bezeichnet, > Ms > b» werden als divergent, 
doch so, dass fiir yoo lim a, = 0, lim b, = 0 vorausgesetzt. Sodann 


heisst es: 

,,Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der 
Glieder einen beliebig gegebenen Werth C erhalten. Denn nimmt 
man abwechselnd so lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth 
grésser als C wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner als 
C wird, so wird die Abweichung von C nie mehr betragen als der 
Werth des dem letzten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da 
nun sowohl die Grissen a, als die Gréssen b mit wachsendem Index 
zuletzt unendlich klein werden, so werden auch die Abweichungen 
von C, wenn man in der Reihe nur hinreichend weit fortgeht, beliebig 
klein werden, d, h. die Reihe wird gegen CU convergiren.‘***) 


*) Riemann, Gesammelte Werke 8S. 221. 

**) Eine etwas weitere Ausfiihrung des Riemann’ schen Gedankens findet 
sich u. a, bei Dini in dem Aufsatze: Sui prodotti infiniti (Annali di Matematica, 
Serie II, T. Il, p. 28); desgleichen in dessen Buche: Fondamenti par la teorica 
delle funzione di variabili reali (Pisa 1879) p. 95. 
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Diese Bemerkung Riemann’s giebt also nicht nur einen Beweis 
dafiir, dass eine solche Reihe jeden beliebigen Werth aunehmen kann, 
sondern liefert zugleich auch eine bestimmte Methode, um eine solche 
Anordnung der Glieder herzustellen, dass ein beliebig vorgeschriebener 
Summenwerth zu Stande kommt. Immerhin ist aber diese Methode 
ein nur auf mumerische Reihen anwendbares Rechnungsverfahren, sie 
giebt keinerlei Anhalt dafiir, ob zwischen der zur Erzielung einer 
gewissen Werthveriinderung vorzunehmenden Umordnung und dem 
Bildungsgesetze der Reihenglieder irgend welcher analytische Zusam- 
menhang existirt, ja sie kann schwerlich auch nur dazu dienen, um 
etwa durch Induction derartige Gesetze vermuthen zu lassen. 

Denn wiirde die Anwendung jener Methode bei der denkbar ein- 
fachsten und fiir eine bedingt convergente Reihe verhiltnissmissig gut 


1 
v-+1 
gestalten, sobald es sich um die Ausfiihrung der betreffenden Rechnung 
fiir eine einigermassen grosse, zu irgend welchen allgemeinen Schliissen 
Veranlassung gebenden Gliederzah! handelte, so.wachsen die Schwierig- 
keiten nicht nur ganz erheblich, sobald an Stelle der rationalen Zahlen 
v Irrationalititen und Logarithmen treten, sondern die Anwendbarkeit 
jener Methode wird geradezu illusorisch, wenn die zu betrachtende 
Reihe einigermassen langsam convergirt — wie z. B. die Reihe 
> (- 1)’- FICE St bei der noch die Glieder millionster Ordnung 
auf die erste Decimalstelle Einfluss haben. In der That ist denn auch 
trotz jenes Riemann’schen Satzes das oben erwahnte Beispiel der 
harmonischen Reihe (nebst einigen einfachen Modificationen) — wenigstens 
soweit ich die betreffende Litteratur controliren konnte — das einzige 
geblieben, bei der man einen bestimmten Zusammenhang zwischen 
einer gewissen Umordnung der Glieder und der hierdurch erzeugten 
Werthverainderung direct nachgewiesen hat. Auch der von Herrn 
Schlémilch bewiesene*), etwas allgemeiner erscheinende Satz: 


», Wenn in der convergenten Reihe s = > (- 1)”. U4: die 


Glieder so umgestellt werden, dass immer p positive und q negative 
Terme auf einander folgen, so ist die Summe der neuen Reihe 


S—s + lim (nus) - + Ig ) ie 


ist, wie im weiteren noch deutlich werden wird, lediglich eine ganz 
unmittelbar aus dem Verhalten der harmonischen Reihe sich ergebende 
Folgerung. 

Immerhin lassen sich schon auf ganz elementarem Wege auch 





sich schon ziemlich langwierig 


convergirenden Reihe > (—1)’- 
0 


*) Schlémilch, Zeitschrift fiir Mathematik, Bd. 18 (1873); S. 520. 
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andere Reihen construiren, welche bei einem bestimmten, verhiltniss- 
miissig einfachem Typus von Gliederumstellungen bestimmte, damit in 
erkennbarem Zusammenhange stehende Werthverinderungen erleiden. 
Als Beleg fiir diese Behauptung midge die folgende Reihe dienen, 
welche sogar von dem erwahnten Beispiele der harmonischen Reihe 
insofern einen gewissen Vorzug der Einfachheit hat, als sich die hier- 
bei auftretenden Werthverainderungen ganz elementar bestimmen lassen 
(was dort nur mit Hiilfe eines bestimmten Integrales erméglicht wird), 
und die zugleich auch ein fiir Vorlesungszwecke ganz brauchbares 
Beispiel dafiir giebt, wie unter Umstinden eine rationale Zah] durch 
eine Folge von Irrationalzahlen definirt werden kann. 
Ks sei 

1 1 1 1 
nnn wt 

: 1 1 

= Jin {3 5 ~" at 

sodass also bei dieser Anorduung der Glieder s = 0. Ordnet man die 
Reihe so um, dass an Stelle von m» positiven Gliedern n + h treten, 


wo h eine mit °* ebenfalls ins unendlich wachsende, noch niher zu 
bestimmende ganze positive Zahl bedeutet, so wird die neue Summe 


n+h h 
’ . 1 1 ° ’ 
$ = lim is iam Va | = lim > : lim s, 


§ = 








wo 
, 1 1 1 
poe” Peet lili Vn-+h 
und daher 
h h 
Vari > * > Vatk 


eine Ungleichung, welche sofort zeigt, dass s, fiir n = oo dann und 
nur dann einen endlichen, von Null verschiedenen Werth annimmt, 
sobald h proportional mit //n ins Unendliche wichst. Bezeichnet man 
nun mit @ eine beliebige positive Zahl und setzt 

h=E(a- yn) 
(wenn E(x) die grésste in x enthaltene ganze Zahl bedeutet), so hat man 
offenbar 





SS E(aVn) < a-Vn 
Vn+1  Vn+i ~ Vn+i’ 
a E(aVn) a-Vn—1 





Vn+h Vn+ Ela} (aVn) Vn+aVn 


also 
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oT , a:-Vn—1 
== > & >- 
Var Vn+aVn 


und somit 
lim s, = s' =a 
so dass also die Reihe 


ne ey. 


seal 2 ¥% -D 74 


die beliebig vorgeschriebene Summe a besitzt. Man kann nun zuniichst 
diesem Resultate noch eine etwas einfachere Form geben. Sei etwa 


a= V3 (wo p,q ganze, positive Zahlen bedeuten) 
Pp 


und setzt man ausserdem 


n=p-m 
so wird 


n+ E(a Yn) = pm? + E( ys ‘Vp-m) = pm + qm 
Pp 


und somit 


pui+-gqm put 
unt et St. 
m—ow 1 Vo I V Vv Vp 


und dieser Ausdruck nimmt also je nach Wahl von p, q jeden be- 
liebigen rationalen oder quadratisch-irrationalen Werth an. Zugleich 
lisst sich die hierbei stattfindende Beziehung zwischen der Anzahl 
der positiven und derjenigen der negativen Glieder durch eine nach 
einem einfachen Gesetze fortschreitende Anordnung der Glieder be- 
friedigen. Da namlich 
pm’? —p+3p+5p+.---+ (2m— 1)p, 
pm’ + qm = (p+ q) + Bp+a)+--- + ((2m—l)p+q), 

so wird man die zur Herstellung der Summe s’ erforderliche Anord- 
nung offenbar dadurch erzielen kinnen, dass man zwar im allgemeinen 
je ein positives und ein negatives Glied alterniren lisst, jedoch nach 


den ersten p, den folgenden 3p, den folgenden 5p Gliederpaaren u. s. f. 
jedesmal q positive Glieder einschaltet, also: 


ae RE: Sa ee EE ae ae ee 
eee or oe a 
1 1 1 
Vo-+q otal tipi tet tii ~ Fant Varo + Fart oq 
“be ‘ 2 


© (2%-+-1)p 
= >> x 


v0 


(sine rabe) + Sreanbee) he 
ep+vgtn Ve%p-+x Cau ert Vp 
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(Fiir p= 1, q=1 hat man also insbesondere: 
wo 2v-+1 


. a {> (aaa yar) + rerveral _— 


Zu bemerken ist hierbei iibrigens, dass man behufs Erzielung einer 


convergenten Reihe mit der Summe — die betreffenden Terme nicht 


) 
etwa einfach so anordnen diirfte, aaa auf je eine Gruppe von 
pt+aq 3p+q... 2m—1)p+q _ positiven Gliedern 
beziiglich je eine Gruppe von 
) p 3p (2m — 1)p negativen Gliedern 


folgen lisst, weil in diesem Falle die Gruppen von Gliedern einerlei 
Zeichens in der Unendlichkeit nicht verschwindende, sondern bestimmte 
endliche Grenzwerthe besitzen. Man hat nimlich fir eine solche Gruppe 
mit positivem Zeichen : 








(en+1)p-+a 
ee . ila «loaf planeta diniiaialial Vint p+ng 
Vntp+nq+t Vint png + (2n+1) p+ (2n-++1)p 
Vint p++) 
und fiir eine Gruppe mit negativem Zeichen: 
/ (2m+1)p_ 
) 1 1 Vitp 
| Vntp +1 ahi Vn? p+(2n+1)p (2m-+1)p_ 


Vin+ itp 
und beide Ausdriicke besitzen offenbar fiir » = oo den Grenzwerth 
2 Yp, sodass also die Reihe bei dieser Anordnung der Glieder in den 
Grenzen 74 und 7 +2yYp oscilliren miisste — was bei der oben 
P ~P 

gegebenen Anordnung vermieden wird. Das hierher in Frage kom- 
mende Princip wird spiiter noch allgemein erértert werden. 

Das oben entwickelte Beispiel und eine Anzahl ahnlicher — (es 
lisst sich niimlich, wie leicht zu iibersehen, die eben angewandte 
Methode ohne weiteres auf die Untersuchung aller Reihen von der Form 


{> ay — z= ar, { iibertragen, sofern die bestindig abnehmenden Groéssen 


a, fiir v = oo merklich schwiicher gegen Null convergiren als *)- 


fiihrten mich auf die Vermuthung, dass fiir ganz allgemeine Classen 
bedingt convergirender Reihen ein einfacher analytischer Zusammen- 
hang zwischen dem Bildungsgesetze der Reihenglieder und dem zur 
Erzeugung einer gewissen Werthverinderung anzuwendenden Umord- 
nungsgesetze sich angeben lassen miisse. Hierdurch wiirde dann das 
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durch jenen Riemann’schen Satz angeregte Problem zwar nicht in 
der Weise gelést sein, dass man im Stande wiire, fiir eine aus zwei 
unbegrenzten, nach irgend welchem Gesetze fortschreitenden und 
schliesslich der Null zustrebenden Gréssenfolgen (ay), (— b,) zu bildende 
Reihe durch ein analytisches Gesetz diejenige Anordnung der Glieder 
anzugeben, bei welcher eine bestimmte Summe s zum Vorschein 
kommt;*) wohl aber in der Weise, dass man aus einer beliebig ge- 
gebenen convergenten Anordnung jener Gréssen, sowohl diejenige Um- 
ordnung analytisch bestimmen kann, bei welcher eine bestimmt vor- 
geschriebene Werthveriinderung (bezw. wenn man die Summe fiir die 
urspriingliche Anordnung kennt, eine bestimmt vorgeschriebene Summe) 
erzeugt wird, als auch umgekehrt im Stande ist, diejenige Werthver- 
ainderung anzugeben, welche einer beliebig vorgenommenen Umordnung 
entspricht. 

Zuniichst ist nun in Betreff der iiberhaupt méglichen Umordnungen 
noch auf einen Umstand aufmerksam zu machen, der zwar sofort in 
die Augen fallt, aber, da er, wie mir scheint, noch nirgend eine besondere 
Erwihnung gefunden hat, hier ganz ausdriicklich hervorgehoben werden 
muss: niimlich dass bei den von Dirichlet angefiihrten und iihnlichen 
Beispielen, wie auch beim Beweise des Riemann’schen Satzes nur 
eine ganz specielle Art von Gliederumstellungen in Betracht gezogen 
wird. Es erscheinen hierbei sowohl die positiven Glieder unter sich, 
als auch die negativen von vornherein in einer durch die Folge der 
Indices ein fiir allemal festgesetzten Ordnung, und bei den verschie- 
denen Anordnungen der beiden Gréssenfolgen kommt als unterscheiden- 
des Merkmal nur das in Betracht, in welcher Anzahl und an welchen 
Stellen die negativen Glieder in ihrer bestimmten Reihenfoige in die 
ebenfalls feststehende Reihe der positiven Glieder eingeschaltet werden. 
Unveriinderlich bleibt also hierbei immer die Anordnung innerhalb der 
beiden durch das Vorzeichen verschiedenen Hauptgruppen, veriinderlich 
ist nur die relative Stellung der beiden Gruppen zu einander, d. h. 
schliesslich das Verhiiltniss zwischen der Anzahl der positiven und 
derjenigen der negativen Glieder, welche in einer beliebigen Anzahl 
von Gliedern enthalten sind. Ich will der Kiirz’ wegen alle aus einer 
bestimmten anfinglichen Gliederanordnung auf die eben beschriebene 
Weise herzustellenden Umordnungen als solche erster Art bezeichnen, 

Nun kann man aber von einer irgendwie als Ausgangspunkt fest- 
gesetzten Anordnung der gesammten Glieder u. a. auch in der Weise 


*) Dies wiirde in der That in Verbindung mit dem folgenden nichts ge- 
ringeres als die Méglichkeit involviren, eine beliebig vorgelegte Reihe durch 
einen geschlossenen analytischen Ausdruck zu summiren, sodass die Lisbarkeit 
des Problems in dieser Form — selbst bei Einfiihrung der spiiter noch anzugeben- 
den Beschriinkungen — von vornherein ausgeschlossen erscheinen muss. 
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zu unendlich vielen anderen iibergehen, dass man das Verhiiltniss 
zwischen der Anzahl der positiven und derjenigen der negativen 
Glieder (oder anders ausgedriickt die Stellung der Vorzeichen) unge- 
iindert lisst, dagegen die Glieder einerlei Vorzeichens unter sich 
permutirt. Es ist klar, dass auch derartige Umordnungen, sobald sie 
eine schliesslich unendlich gross werdende Verschiebung der Glieder 
zur Folge haben, den Werth der Reihensumme im allgemeinen ver- 
iindern werden: denn wenn auch die Permutation von Gliedern einerlei 
Zeichens, die eine convergente Reihe bilden, deren Summe nicht alterirt, 
so wird etwas analoges hier, wo die beiden aus Gliedern einerlei 
Zeichens zusammengesetzten Reihen divergiren, nicht stattfinden, viel- 
mehr wird durch Verschiebungen der gedachten Art das Zunahmever- 
hiiltniss der beiden unbegrenzt wachsenden Reihensummen, und damit 
also die Summe der Gesammtreihe sich iindern. Hitte man z. B. die 
Reihe 


= SG -sh)-t-t4+4-de =o 


und man ordnet jetzt die Reihe der positiven Glieder so an, dass 
auf ein Glied mit ungeradem Nenner immer zwei Glieder mit geradem 


Nenner folgen (bei im iibrigen aufsteigender Zahlenfolge) — also 
folgendermassen : 

Pe oe rs. NI 1 1 
G+5+9+G+i+)+::-- aecri t+ ma tnee 


wihrend etwa die Reihe der negativen ‘Glieder ungeiindert bleiben 
soll; so wird, wenn man wieder wie urspriinglich jedem positiven 
Gliede ein negatives zuordnet, die neue Reihe folgende Form annehmen: 
, 1 r 1 1 1 1 
co - > | = + = oa © a = 
J) (2y-+1 30+1 4y-+2 38v-+2 4v-+4 3e0+3 
0 


Bezeichnet man nun mit s;, die Summe der ersten 6 Glieder dieser 
Reihe, so hat man 


2n { 
+e ap 
— ‘sat Ga Oe v 
1 





2n 2n 3n za bn 
= 1, N12 SJ 1 1 wu! NU 
3448 eng t hs es 
1 n+1 1 n-+1 2n-+1 
Da nun allgemein 
qn z : . i 
: 1 : x 
lim > > = lim a + ". $+ ot & =lg5 
n= ow n=O p+ Pt. 
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so wird 
lc 2 


1 
zig 2—lg g 


- 


, . ’ 
s =lms, = = 


1 
=> 
2 


3 
2 


e 


Analog wiirde sich ergeben, dass z. B. die folgende Reihe: 


* 
, ee 
—'Vr+1 Voi 

bei Anwendung der niimlichen Umordnung divergent wird. 

Kine Umordnung, wie sie eben betrachtet wurde, mag nun eine 
solche zweiter Art genannt werden. Alle iiberhaupt méglichen Um- 
ordnungen sind dann offenbar entweder solehe von der ersten oder 
von der zweiten Art, oder sie lassen sich durch eine successive Vor- 
nahme je einer Umordnung erster und zweiter Art herstellen. 

Es besteht aber zwischen den Umordnungen erster und denen 
zweiter Art bezw. den aus Combination beider Arten hervorgegangenen 
ein sehr wesentlicher Unterschied. Bei den ersteren handelt es sich 
lediglich um eine relative Verschiebung zweier in sich wnverdnder- 
licher Folgen entgegengesetzter Elemente und es kommt fiir den vor- 
liegenden Zweck schliesslich nur auf die relative Hiufigkeit der Ele- 
mente einer jeden Kategorie an; im zweiten Falle hingegen handelt 
es sich um die Betrachtung aller méglichen Permutationen von zwei- 
mal unendlichvielen Elementen. In Folge dessen wird aber offenbar die 
Méglichkeit einer alle wesentlich verschiedenen Fille umfassenden 
analytischen Behandlung nur fiir die Umordnungen erster Art vorliegen, 
wiihrend die entsprechende Untersuchung fiir die Umordnungen zweiter 
Art sich in eine unbegrenzte Anzahl von Specialfillen zersplittern 
miisste. Aus diesem Grunde soll im folgenden lediglich von Umord- 
nungen der ersten Art die Rede sein — zumal ja, wie der Beweis des 
Riemann’schen Satzes zeigt, alle moglichen Werthverinderungen 
schon durch diese allein hervorgebracht werden kénnen. Wenn also 
im folgenden zuweilen schlechthin von ,,allen méglichen Umordnungen“ 


gesprochen wird, so sind damit immer ausschliesslich diejenigen erster 
Art gemeint. — 


iI. 


Zurickfihrung des Problem’s auf die Untersuchung sogenannter 
singulirer Reihenreste. — Princip der Aequivalenz. 


xz 
. . . a . . . 
Es sei die Reihe >: u, bedingt convergent und besitze in der 
0 
durch die Folge der Indices bestimmten Auordnung eine gewisse 
Summe s. Bezeichnet man dann mit a), a@,, a,,... die positiven, mit 
—b,, —b,, — b,,... die negativen Glieder dieser Keihe (in der 
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festgesetzten Anordnung genommen), sodass also a,, b, wesentlich 
positiv sind und lim a, 0, lim b,=0 wird, so kann man die Be- 


ziehung zwischen der Anzahl der positiven und derjenigen der negativen 
Glieder innerhalb einer beliebig grossen Gesammtzahl von Gliedern 
in der allgemeinsten Weise offenbar so darstellen, dass man schreibt: 


(1) 1-4 — im {Sa > be} — im So 


po 
WO Me, Ne sili welche positive, siiadaiil mit wachsendem ¢ 
niemals abnehmende und fiir @ = oo selbst ins Unendliche wachsende 
Functionen einer positiven, stetig veriinderlichen Grésse @ sind. Da es 
hierbei offenbar keine wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit ist, 
wenn wir annehmen, dass sich die m,, , auf einmal nie um mehr 
als eine Einheit indern, so kénnen wir etwa setzen 


(2) Me = E(9(@)), ro = E(y (@)) 
wo p(@), ¥(@) als stetige Functionen von g zu denken sind. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Reihe (1) einen bestimmten endlichen Grenzwerth zur Summe hat, 
wird dann ausgedriickt durch die Beziehung 


™m +o Noto 
(3) lim > ay — S! b,j =0 (fiir jedes beliebige positive o) 
aii mo "o 
d. h. es muss sich eine Zahl A angeben lassen, sodass fir g@ > A und 
beliebig grosse, positive Werthe von 6 
Mo+-a No+ | 
<d 


| 


wird, wo 0 eine Grésse von cisiaailiatiaie Kleinheit bedeutet. Die 
durch Gleichung (1) definirte Grésse s liisst sich in diesem Falle 
folgendermassen in die iibliche Form einer unendlichen Reihe mit be- 
stimmter Gliederanordnung setzen: 





ali 


| mo 


Me r+ 1 
(4) Se) Ms, +33 =" . — Si, 
: me 


wenn etwa « den kleinsten Werth von @ bezeichnet, fiir welchen 
gleichzeitig m, und mm >0, Ma41 und +41 >1 sind. Diese letztere 
Schreibweise unterscheidet siah von der in Gleichung (1) angewandten 
wesentlich dadurch, dass jetzt @ nur noch ganzzahlig, also nicht mehr 
stetig variiren kann: doch ist dieser Umstand fiir das Zustandekommen 
des Grenzwerthes s bedeutungslos, da ja (wie die Bedingung (3) lehrt) 
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der Ausdruck (1) derselben Grenze s zustreben muss, gleichgiiltig, ob 
man g continuirlich oder sprungweise ins Unendliche wachsen lisst. 
Nur ist in Betreff der Reihe (4) zu beachten, dass dieselbe nicht nach 
einzelnen Gliedern a,, — b,, sondern nach ganzen Gliedergruppen von 


der Form 
m 
| ae 
1+mp 1+ng 
fortschreitet — d. h. nur, wenn man die Reihe mit dem Schlussgliede 


einer solchen Gruppe abbricht, wird man sicher sein kénnen, fiir hin- 
linglich grosse Werthe von @ einen von s beliebig wenig abweichenden 
Werth zu erhalten. Man wird also die Reihe (4) zuniichst nicht als 
eine aus den einzelnen Gliedern a,, — b, (in vorgeschriebener Ord- 
nung) bestehende und in diesem Sinne bedingt convergirende aufzufassen 
haben: denn aus der Bedingung @) folgt nur, dass 


Mo+1 
lim > > — bs) b,} = 
e=« 


1-- mp 1+% 
wobei aber 
y 
lim ) » a,= lim Sh, =C 
1m 1+ 


einen von Null verschiedenen (endlichen oder unendlich grossen) Werth 
besitzen kann. In Folge dessen wird aber die Reihe (4), wenn man 
sie als solche in den einzelnen Gliedern a,, — b, auffasst, d. h. wenn 
man ihre Summe als Grenzwerth desjenigen Ausdrucks ansieht, welcher 
durch Abbrechen der Reihe an einer ganz beliebigen Stelle entsteht, 
in den Grenzen s und s+ C ‘oscilliren, sie wird also ins besondere 
nur dann convergiren, wenn C=O ist, wenn also ausser der Bedingung 
(3) noch die folgende erfiillt ist 


Mott "o+1 
(5) tim 3? a, = lim 528, = 0. 


1 tmp 1+ No 


Betrachtet man also die durch die Schreibweise (4) angedeutete (aller- 
dings auf der willkiirlichen Supposition lediglich ganzzahliger @ 
basirende) Gliederanordnung speciell als die durch die besondere Wah! 
VON Mp, % definirte, so wird man nur in dem letzteren Falle (d. h. 
wenn Gleichung (5) stattfindet) sagen kénnen, es werde durch (mp, mo) 
eine convergente Anordnung der Glieder a,, — b, definirt. 


Hiitte man z. B. a, = b, = — ' und der Reihe nach 


y+i1 
1) me = m% = po, 2) My = Ny = Q?, 3) My = Ne = pe 
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wo p eine positive, ganze Zahl > 2 bedeutet. Sei dann etwa 


. |X Sl (Si 1 
lim a. base lim as— ats | —s. 
1 1 1 1 

im | S2_ Sta]. 

~ eee ere 


(sodass also s, == Ss, = 8, =), so werden nach dem oben gesagten 
hierdurch folgende Gliederanordnungen definirt sein: 


© ( p(e+) p(e+l) wo ((e+1)? (e+1)? 
,= > [Ss yt => i Ss | 
we is. ma *{’ 7" at id © =>’ 
0 pe+l pe+l 0 oP oP-1 
wo {pet peti 
,—- > S4- 
tite ial «© da @ 
0 pei pe +1 
Nun ist 
ple+l) 
. ae ae wee 
aa» ~po+t petp ~ pe+i ’ 
peti 
ae 
ane "Sa; * ** Se a eee 
oP 44 Cty “teh TS 


p+ pipet 
mo 

sodass der Grenzwerth dieser beiden Ausdriicke fiir @ =o ver- 
schwindet: mithin werden in den beiden ersten Fiillen durch die ge- 
gebene Wahl von m,, % convergente Anordnungen definirt. Dagegen 
wird im dritten Falle 





< 


pet pa 
: 1 . 1 
lim » —=lim »’— = lgp, 
_ v =e v 
e=a A=a 
pe+1 A+1 


sodass also diese Wahl von mp, me keine convergente Anordnung 
definirt (die betreffende Reihe oscillirt in den Grenzen 0 und lg p). 
Man wird nun in solchen Fillen, wo auf die angegebene Weise 
eine convergente Reihe nicht zu Stande kommt, die Convergenz nach- 
triiglich dadurch hervorbringen kénnen, dass man tiber die Anordnung 
der Glieder a,, — b, innerhalb der einzelnen Gruppen noch eine be- 
sondere Verfiigung trifft — wie etwa bei dem in I gegebenen Beispiele, *) 





*) Seite 460 und 461. 
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are und m= pe? +qe, %—pe* die Con- 
vergenz der betreffenden Reihe erst durch eine specielle Anordnung 
der Glieder innerhalb der einzelnen Gruppen erzielt wurde. Dass sich 
iibrigens derartige Anordnungen fiir die Untergruppen in jedem Falle, 
WO M,, % eine convergente Anordnung nicht definiren, wiihrend s 
einen bestimmten endlichen Werth besitzt, siets herstellen lassen 
miissen, zeigt eine einfache Ueberlegung, ganz analog derjenigen, 
welche zum Beweise des Riemann’schen Satzes diente. 

Statt in dieser Weise zu verfahren, kann man aber auch von 
vornherein die Functionen m, = E(o (o)), M = E(w(o)) durch Sub- 
stitution einer neuen Variablen an Stelle von @ transformiren und bei 
geeigneter Wahl dieer Substitution eine convergente Gliederanordnung 
erzielen. Insbesondere lisst sich dies stets dadurch erreichen, dass 
man (@) oder ¥(@) zur unabhingigen Variablen macht. Setzt man 
etwa 


wo fiir a, = b, = 





—(o) =m 
v (eo) = x(m) 


werden mag, so hat man, wenn m von vornherein nur ganzzahlig 
genommen wird, 


wodurch 


el ae 

. ( 
s = lim ray— Yb, 
tim | > ; — \, 


wenn noch an Stelle des Symbols E(x) das kiirzere [2] eingefthrt 
wird. Die hierdurch definirte Gliederanordnung, niimlich 


e. A a) Cent 
$ -»> a, -—- by + > {ams i 7 | 
0 0 @ Ly(m)]-++1 


ist stets convergent, da die nach Analogie von Gleichung (3) gebildete, 
bei Existenz eines bestimmten Grenzwerthes s stets erfiillte Bedingung 


Cen) \ 
lim {mn — > b, 


— [y(n)]+1 . 
hier — wegen lim a,,,; = — stets auch die folgende 
[z(m+1)} 4 
lim — b, = 
[x(m)]}+1 


nach sich zieht, ein Oscilliren der Reihe also ausgeschlossen ist. 
Ebenso wiirde sich durch eine Substitution von der Form 


v(e)—=n, (ge) = a(n) 


ergeben 








v5 ee 


Se 


ie J 
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[e(n)} n l i S, SS a i l 
stim | Sae— DP} — Dam D+ DH > aba! 


und man wird also allgemein setzen kénnen 


[ew (n)|+1 


s =lim \> ~ v (ly -3 inh 


wo entweder eine siiiaaantians Function der ganzen Zahl m oder 
umgekehrt, und in jedem dieser beiden Fiille eine convergente Anord- 
nung durch (m, ) definirt ist. 

Wird jetzt eine Umordnung der Glieder vorgenommen, bei welcher 
die positiven Glieder in grésserer Zah] auftreten als urspriinglich, also 
etwa auf n negative Glieder m’ positive kommen, wo m’ > m, so hat 
man als neuen Grenzwerth der Reihensumme 


s = lim (> ao — Df 


und die hierdurech definirte Neuanordnung der Glieder ist vodllig be- 
stimmt und convergent (bezw. in bestimmten Sinne divergent), wenn 
m’ als Function von » oder auch — da zwischen n und m ebenfalls 
eine Functionalbeziehung stattfinden sollte als Function von, m ge- 
geben ist. Um die bei dieser Umordnung resultirende positive Werth- 


veriinderung, niimlich 
m' 


(6) s—s= lim > a, 

mri 
zu einer vorgeschriebenen zu machen, wird es also lediglich darauf 
ankommen, m’ als Function von m so zu bestimmen, dass dieser Aus- 
druck fiir m= oo jenen vorgeschriebenen Werth zur Grenze hat. 
Und analog wird man jede neue Anordnung, bei welcher die negativen 
Glieder gegen friiher itiberwiegen, in die Form setzen kénnen 


s” = lim > ay — > bf (wo n’ >) 
0 0 


und die entsprechende negative Werthveriinderung 


(7) oso ae lim >> b, 
n-+1 


wird alsdann durch geeignete Bestimmung von »’ als Function von n 
eine vorgeschriebene Grésse erlangen. 

Das Problem, eine bedingt convergente Reihe so umzuordnen, dass 
ihre Summe eine vorgeschriebene Werthveriinderung erleidet, ist somit 
auf das folgende zuriickgefiihrt: 





} 
} 
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Fiir den Rest einer aus lauter positiven Gliedern be- 
stehenden divergenten Reihe solche Grenzen ausfindig zu 
machen, bezw. die obere Grenze als Function der unteren 
so zu bestimmen, dass ein bestimmter Grenzwerth zu Stande 
kommt. 


’ 
™m 


Man kénnte einen solchen Kest einer divergenten Reihe lim >; Ay ; 
m+1 


wo m nicht beliebig, sondern als bestimmte Function von m ins Unend- 
liche wiichst — nach Analogie eines von Cauchy fiir gewisse be- 
stimmte Integrale eingefiihrten Ausdrucks — als singuldren Rest be- 
zeichnen, wie sich denn auch in der That die Untersuchung dieser 
Reste auf diejenige gewisser singuldrer Integrale zuriickfiihren lassen 
wird. Die Untersuchung dieser singuliiren Reste ist nun aber ganz 
allgemein ausfiihrbar, wenn man die Gréssen a, bezw. b, der Be- 
schrinkung unterwirft, dass 

lim =. 1, lim = = 1 

r—@ ? r— @ v 
(wobei die a,, b, bei wachsendem Index in beliebigem Wechsel ab- 

und zunehmen kénnen) 

die Giiltigkeit der Resultate weiter einzuschriinken, diese Bedingung 
bei allen ferneren Untersuchungen durch die wesentlich einfachere 
ersetzen darf, dass die fiir » = oo der Null zustrebenden Grossen 
a,, b, mit wachsendem Index niemals zunehmen sollen (dass dann 


P ‘ Gay G44 . 
auch immer lim = lim - = 1 ist und nicht etwa <1 sein 
¥ ¥ 


kann, muss als selbstverstiindlich angenommen werden, weil sonst die 
Reihe der a, bezw. b, absolut’ convergiren wiirde und daher nur un- 
bedingte Convergenz oder Divergenz der Gesammtreihe stattfinden 
kénnte). 

Ich fiihre bei dieser Gelegenheit fiir die folgenden Betrachtungen 
ausser den bereits auch anderwirts iiblichen, soviel ich weiss, von Herrn 
Du Bois-Reymond herriihrenden Bezeichnungen 

NA@M~<A@, 2AMvoAh]), 3) f@)>A(@ 


(welche bekanntlich die Bedeutung haben, dass fiir unendlich wachsende 


sein soll. Und zwar lisst sich hier zunichst zeigen, dass man, ohne 


Werthe der Variablen x der Quotient i ms 1) gegen Null convergirt; 
2 
2) endlich und von Null verschieden ist; 3) ins Unendliche wiichst) 


noch die folgende ein: 
4) f,\(@)~A-f,(@) 


(wo sich /,(%) eventuell auf eine Constante reduciren kann) 


welche bedeuten soll, dass i S fiir unendlich wachsende x dem Werthe 
2 








ee 





he 








ee 
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A zustrebt, welcher seinerseits Null, endlich oder unendlich sein kann, 
sodass also diese Beziehung je nach der Beschaffenheit von A jene 
ersten drei gemeinsam umfasst und insbesondere, wenn A endlich und 


bestimmt ist, den Grenzwerth von ae ganz direct angiebt, waihrend 


die diesem Falle entsprechende Beziehung 2), uur aussagt, dass jener 
Grenzwerth weder Null noch unendlich gross ist. Sind f,(x), f,(x) 
fiir «= co selbst endlich, so erhalt offenbar die Beziehung 4) die 
Bedeutung einer gewéhnlichen Gleichung, sie ist in diesem Falle nur 
eine kiirzere Schreibweise fiir 


lim /, (7) = A lim f(x), (@ = oo). 
Sollten in einer Relation der Form 4) mehrere Variablen oder Para- 
meter vorhanden sein, sodass nicht zu erkennen wire, welche dieser 
Gréssen als unendlich werdend anzusehen ist, so soll dies in einer 
beigesetzten Klammer besonders bemerkt werden. 
Mit Anwendung des obigen Zeichens wird nun die oben einge- 


gefiihrte Bedingung lim ts = 1 folgendermassen lauten: 


(8) Avi = Ay 
Sei jetzt eine zweite Reihe von -positiven Gréssen a, gegeben, welche 
der analogen Bedingung a,4,~ a, geniigt und ausserdem zu jener 
ersten Reihe in der Beziehung steht, dass 
(9) ay ™~ ga, (wo g zunichst endlich und von Null verschieden) 
(welche zwei Bedingungen sich offenbar in die eine zusammenfassen 
lassen, dass fiir jedes endliche x a,+, ga, sein muss), so hat man 
sade a= M- >a 
m+1 m+1 m+1 
wo M einen Mittelwerth aus den Gréssen 


’ , 
an +1 a, +s | ant 


’ ? ? 
Ant an+2 Gn! 


bedeutet. Hieraus folgt aber, dass fiir m = oo 


(10) >a > g.>% 
m+1 m-+1 
“ 
wird — d. h. man kann die Werthbestimmung von >? a, immer auf 


1 
die entsprechende fiir eine andere Gréssenreihe a, zuriickfiihren, welche 
lediglich den Bedingungen (8), (9) zu geniigen hat. Man wird also 
insbesondere hierfiir auch stets eine solche Grésseureihe substituiren 
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kénnen, bei welcher die Glieder mit wachsendem Index niemals zu- 
nehmen. 

Hierbei war zuniichst g als endlich und von Null verschieden ge- 
dacht. Die Beziehung (10) behiilt aber ihrer Herleitung gemiss noch 
Giiltigkeit, wenn g gegen Null convergirt oder unendlich gross wird. 
Es wird danach, wenn m’ als Function von m so bestimmt wird, 
dass lim >} a, endlich und von Null verschieden ist, lim Ps ay 

m+1 m+1 
Null oder unendlich gross, je nachdem g = 0 oder oo ist. 

Ferner ist zu bemerken, dass die Relation (10) auch fiir geeignete 

complexe Gréssenreihen a, noch giiltig bleibt. Ist niimlich 
dy =a, + iB, 
wo die «, unter sich, ebenso die B, unter sich gleiche Zeichen be- 


sitzen, und hat man 
a, a, . b, 3 
—e a, +71 = y +0, 


¥ v 


, 


so ergiebt sich ganz wie oben 


’ ' ' ' 
m m m ™m 


Son Seti eer Baridn 


m+1 m1 m+1 m+1 , m-+1 
m 
~ (y+ 0%) s; ay. 
m+1 


Ist eine der Gréssen y oder 0 Null, so kann offenbar die Be- 
schrinkung, dass die a,’ bezw. f,’ unter sich gleiches Zeichen haben, 
wegfallen. 

Aus dem Gesagten folgt z, B. mit Benutzung der Relation 


qn 


Pe ee 


pri 
dass fiir jedes beliebige complexe ¢ und a 


n 
eae 
Mn aVote hivig 


*) Die von Herrn Catalan aufgestellte, von Herrn Laisant und de Tilly 
(in der Nouvelle Corresp. Math, T. I, 1879) bewiesene Formel 


S) 1 1 
> tet tae“ ae 


ist also nur ein specieller Fall dieses Beispieles zu (10). 











oF 


ed 
~ . 


p= 


oi 
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und dass fiir alle reellen x 
qn 
S wpa 21 
av+bsinvx = a 8 
pri 
sein muss. Und allgemein, wenn /,(2) eine von der complexen Variablen 
z und einem ganzzahligen Parameter v abhingige Grésse bedeutet, 
welche der Bedingung geniigt, dass fiir irgend einen Werthebereich z 
und fiir unendlich wachsendes v 


f(2@) xe 


wird, so hat man — wenn a,, a, die friihere Bedeutung haben 


m' m 
>; ay -f,(2) re S: ay ~ cg Day. 
m1 mpl m+1 


Ist z. B. p,(z) eine Function, welche fiir »v = oo nicht unendlich 
oder doch nur so unendlich wird, dass 


3 | 


~r(Z) < ~ (also a,p,(2) ~ O fiir v = oo), 


so ergeben sich die Beziehungen: 


Ot) Fadtaniey~ de Sista > » Ha. 


neFh m+ mth 

Combinirt man das in (10) enthaltene Resultat mit dem zuvor 
iiber die Werthveriinderungen bedingt convergirender Reihen Gesagten, 
so ergiebt sich, dass es bei der Bestimmung dieser Werthveriinderungen 
gar nicht auf das specielle Bildungsgesetz der einzelnen Reihenglieder, 
vielmehr nur darauf ankommt, in welcher Weise die unendlich ent- 
fernten Glieder der Null zustreben. 

Es werden daher zwei Reihen, 


(Sa— Da} om (Ye Bo, 


die bei einer gewissen beiden gemeinsamen Anordnung der Zeichen 
convergiren, bei einer auf beide Reihen gleichmiissig angewendeten 
Umordnung dieselbe Werthveriinderung erleiden, falls a,’ ~ a, (wobei 
dann, wie leicht zu iibersehen, in Folge der gemachten Voraussetzung 
auch b, ~ b, sein wird) — und proportionale Werthverinderungen 
wenn a, ~ gd, (g endlich und von Null verschieden). Dagegen wird 


jede Umordnung, welche der Reihe a a, eine endliche Werthver- 


iinderung ertheilt, die zweite unverindert lassen bezw. divergent 
machen, wenn a, <a, bezw. a, >a,. (Der in der Einleitung er- 
wihnte Schlémilch’sche Satz ist also nur ein specieller Fall dieser 
unmittelbar aus der Relation (10) hervorgehenden allgemeinen Folge- 
31* 
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rung: es wird dort die Werthverinderung, welche eine Reihe mit 
alternirenden Zeichen bei einer Umordnung in Gruppen von je p posi- 
tiven und q negativen Gliedern erleidet, mit derjenigen verglichen, 
welche die betreffende Umordnung bei der Reihe 


a . 1 
OM as 
hervorbringt). 


Es mégen hier zunichst einige Anwendungen des obigen Resul- 
tates auf specielle Fille Platz finden. 
1) Es sei die Reihe 
$= &%— a + a —a,+--,, 
(wo die a, simmtlich positiv und a,,;;~«a,) convergent. Vergleicht 
man sie mit der ebenfalls convergenten Reihe 
S=a,—a+a,—a,+.-.,, 


so hat man als Grenzwerth des Quotienten eines Gliedes der ersten 





und der entsprechenden der zweiten Reihe den Ausdruck lim = 
(oder lim —iet — was offenbar dasselbe ist) und es wird daher eine 


Umordnung, die der Summe S eine gewisse Aenderung A ertheilt, 


a. 
" . 2 ° ° 
bei der Summe s den Zuwachs lim —= ‘A hervorbringen. Hieraus 


¥ 
folgt z. B. ohne Weiteres, dass die Reihe 
1 1 1 
at ae anak te aleln 
bei einer Anordnung in Gruppen von p positiven und q negativen 


Gliedern einen Zuwachs = > lg . erhalt, weil der entsprechende Zu- 
wachs fiir die Reihe 
1 1 
1—-1+5-— 5+-:- 
= : . ~e) 1 p : “ . ° 
nimlich lim >: —==ly~ ist. Ferner wiirde die Reihe 
prep” . 


1 1 1 1 


se ae as tee 


bei der in (1) betrachteten Umordnung (wobei immer auf pn? -+ qn 
positive Glieder nur pn? negative kommen) mit Benutzung des dort 
fiir die Reihe 


1 1 


1 1 
a OWI wT 
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a Vo _ : oe. ° 
~ in yi die 


v 





gefundenen Resultates — da hier lim : 


Werthverinderung V ; . Ve = Va erlangen. 
P 2p 


2) Die fiir |z| <1 und beliebige positive x unbedingt conver- 
gente Entwicklung 





wilt end Ste y __ . (w+1) (+2) ig: 
(Ufa et -7s+—F ia. *t 
convergirt noch bedingt fiir x = + 1, wenn x < 1 ist, sodass also 
20+) *(x-+1) (x-+2) oe 
4 5 4 — SEO ES® 4... @eH. 


Um die Aenderung zu bestimmen, welche die Summe dieser Reihe 
durch Umordnung der Glieder erleidet, hat man fiir deren (v + 1)'*s 
Glied die bekannte Beziehung: 


° ee ee iil ae 
lim 1.640...@¢0-8) ” 1=T[(x), 


w.(u+1)...(x+7—1) | 1 


t.2...9% - f@.e7’ 


also 





sodass die obige Reihe in Bezug auf etwaige Werthveriinderungen sich 
genau so verhalten muss, wie die folgende: 
1 1 1 
ner ies pata > 
oder auch — nach dem in Beispiel (1) Gesagten — wie dié noch 
etwas einfachere: 


1 1 1 1 


es ~ ee + 


1 
FTG) bie 
d. h. sie erleidet durch eine Umordnung, bei der an die Stelle von 
m positiven bezw. negativen Gliedern (m + h) treten, einen positiven 
bezw. negativen Zuwachs von der Grésse 


m+h 
1 ° 1 
A= ==) '™ 3 can’ 





m+1 
Da nun 
j m+h 1 P 
v 
et > maa - sical 
(m-+-1)'-* P- yi * (m+h)'—* ’ 
so wird offenbar 
m+h 
m+1 


wenn 
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h = E(a-m'-*) oder etwas allgemeiner, wenn h~a- m'-*, 
in welchem Falle dann 


als die entsprechende Werthveriinderung der betrachteten Reihe sich 
ergiebt. 


Setzt man speciell x = - wodureh [ (x) = r(<) =Yx wird, 
so verhilt sich also die Reihe 





Roe - eet 
gerade so, wie die im ersten Paragraphen betrachtete 
eee eae 
verhalten, sie erhilt somit einen Zuwachs von -+- Vanp , Wenn pn?-+qn 
positiven bezw. negativen Gliedern nur pn? des entgegengesetzten 
Zeichens zugeordnet werden. 


3) Maultiplicirt man die Reihe 


, =_ 1 1 I 1 1 
abel ae teak dea Be ieee” jas A 


mit sich selbst — wobei trotz der nur bedingten Convergenz dieser 
Reihe die Cauchy’sche Multiplicationsregel anwendbar ist*) — so 
wird 


(g27— $e, 
wo , 
a DeHcy — Searle t+spisto spot 
1 1 i 


sodass also, wenn 


gesetzt wird, sich ergiebt 
1 2 
= (ig 2)? = ; —-24+2— e+e: . 
Da nun bekanntlich 
Son 6, = lg(v+ 1), 


*) Wie ich bei fritherer Gelegenheit gezeigt habe: Math. Annalen, Bd. XXI, 
8. 364. 
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so wird diese Reihe mit der folgenden: 


ie ee oe a 





2 3 4 5 
Z » » 1 " 
oder auch, weil igo) ~ Beers ~ 2 Igy mit: 
2 2 2 
1, lg2 lg 2 lg 3 lg 3 } 
=. st "2 eles ae tein 


vergleichbar sein, d. h. sie erhiilt den positiven oder negativen Zuwachs 
m+h 

gv 

v 


lim y 
m+1 


? 


wenn an die Stelle von m positiven bezw. negativen Gliedern m +- h 
treten. Da nun wiederum 
mth 
hlg(m+1) 1 lg vy h lg(m--h) 


ee a ’ 
m+ 1 oi” m+ h 


so wird 
m+h 
: Y Iigv ? m 
lim 7" —— =a, wenn hea ——, 
v Ig 
m-+1 


sodass also die betrachtete Keihe in diesem Falle die Werthverinderung 
+ > erleidet. 


4) Bedeutet, wie oben g,(2) eine Function der complexen Variablen 
z und des ganzzahligen Parameters v, welche fiir v = oo héchstens 


so unendlich wird, dass |p,(#)|<~— — wo die positive Grosse a, 
v 


fiir v = oo verschwindet, so wird die folgende Reihe: 
> a, ee ie > 2a; p, (2) 
- 1+ a, 9, (2) 1 — a, 9, (2) mal 1 — ay 5 (2) 


in dieser Anordnung stets convergiren, falls die Reihe > a2 9y(e) 


(also , wenn lim g,(z) endlich oder Null ist, die Reihe P a,?) un- 


bedingt convergirt. Die Werthveriinderungen, welche diese Reihe er- 
leiden kann, sind dann identisch mit denjenigen der Reihe 


Po (ay — ay), (da ayg,(z) ~ 0) 
1 


also von der Form 


m' 
A=-+ lim > ad, — mithin unabhingig von <¢, 


m 


Nimmt man speciell g,(z2) = 4, a = =, so hat man bekanntlich 
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‘ po ee 1 
e las Saat FS eee, 
oder anders geschrieben 


: . 1 
in 2. — = x cot wz. 


Mithin wird 


+4" +9" 
lim >’ si = cot xz + lim > = zooms + Ig 4 *), 
—pr prt+l 
II. 


Digression iiber bedingt convergente Producte. 

Da die Relation (10) auch die Anwendbarkeit der bisherigen und 
der im Weiteren noch anzustellenden Betrachtungen auf die Unter- 
suchung bedingt convergenter Producte vermittelt, so mégen einige 
auf letztere sich beziehende Bemerkungen hier gleich eingeschaltet 
werden. : 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein 


Product der Form 
p=] a+) 
0 


unbedingt convergirt, d. h. einen von der Anordnung der Factoren 
unabhingigen, endlichen und von Null verschiedenen, bestimmten 
Werth besitzt, besteht bekanntlich darin, dass die Reihe 


nD 
s= >? uy 
0 


unbedingt convergirt. Ist hingegen diese Reihe nur bedingt con- 
vergent, so lisst sich hieraus allein beziiglich des Verhaltens jenes 
Productes nur der negative Schluss ziehen, dass dasselbe keinesfalls 
unbedingt convergiren kann: dagegen folgt etwa keineswegs, dass 
nunmehr P bedingt convergiren miisse, vielmehr kann ebenso gut auch 
Divergenz (sowohl gegen den Werth oo, wie gegen 0) eintreten — 


wie das folgende Beispiel zeigt. Sei b a, eine divergente Reihe von 
Gliedern einerlei Vorzeichens, lim a, = 0, so ist das Product 


*) Darauf dass diese besondere Reihe bei Umordnungen der betrachteten 
Art eine von z unabhingige Werthveriinderung erleidet, hat auch Eisenstein 
in der oben genannten Abhandlung aufmerksam gemacht — s. a. a. O, S. 204. 


Er beweist dies, indem er die Glieder der Form =) nach Potenzen von z 
entwickelt. 





r- 
40 


ot 


n 
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[Fl a+e 


divergent (und zwar = () oder = oo, je nachdem die a, simmtlich 
positiv oder simmtlich negativ) — folglich auch das damit identische 


Product 
tim PP] +a) [] a—va), 


obschon die diesem Producte entsprechende Reihe, nimlich 
lin { DF Ve — DF a 
na 0 0 

bedingt convergirt. 


In der That hingt die Convergenz des Productes P in erster 


Linie gar nicht von derjenigen der Reihe > u,, sondern vielmehr ver- 
modge der Beziehung 


Ig P= > Ig (1 + w) 


von der Convergenz dieser letzteren Reihe ab. Da nun fiir v = oo 
lim uv = © vorausgesetzt wird und daher 


2) in PECTS tin es 


also 
Ig (1+ w) ew 
ist, so wird die unbedingte Convergenz der Reihe > % auch stets 


diejenige der Reihe » lg(1-+-u,) nach sich ziehen und umgekehrt — 
da mit einer unbedingt convergirenden Reihe jede andere ebenfalls 
unbedingt convergirt, deren Glieder zu den entsprechenden der ersten 
in einem endlichen (bezw. auch verschwindenden) Verhiltnisse stehen. 
Etwas iihnliches findet aber fiir bedingt convergirende Reihen nicht 
statt: mit anderen Worten, wenn von zwei nicht unbedingt conver- 
genten Reihen die eine bedingt convergirt, wahrend das Verhalten 
der anderen unbekannt ist, so kommt fiir dessen Beurtheilung das 
Verhiltniss entsprechender Glieder tiberhaupt nicht in Betracht (da es 
fiir das Zustandekommen bedingter Convergenz nur darauf ankommt, 
in welcher Weise die irgendwie aus positiven und negativen Gliedern 
zusammengesetzten Gruppen, nicht aber wie die einzelnen Glieder der 


Null zustreben). Denn sei etwa P u, bedingt convergent, Zz | wy | 


also divergent und bezeichne > v, eine divergente Reihe von der 
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Beschaffenheit, dass lim |=" | = 0 (und solche Reihen - v, giebt 


es stets unendlich viele, auch wenn Ds |u| beliebig langsam diver- 


girt, wie aus einem Satze von Abel folgt*)) , so wird offenbar die 


folgende Reihe: > UW, = > (uy-+ vy) divergent sein, obschon 
| | 
Nim |* | om tim |“ | 1 ist und die Reihe Sw, — weil von 
| % | | * 


einer bestimmten endlichen Stelle ab |v,| << |u| sein muss — von 
dieser niimlichen Stelle ab dieselbe Anordnung der Vorzeichen auf- 


weist wie > Uy. 


Hiernach wird aus der bedingten Convergenz der Reihe > % 
allein, sich weder diejenige von RD Ig (1+ u,) folgern lassen, noch 


umgekehrt. Dagegen wird aus der bedingten Convergenz von a Uy 
soviel folyen, dass die wu, theils positiv und theils negativ sind und 
lim u, fiir » = oo verschwindet, dass also (wenigstens solange die u, 
reell sind) das Gleiche fiir die Gréssen Ig (1 + w,) gilt und folglich 
nach dem Riemann’schen Satze unendlich viele Anordnungen existiren 


miissen, fiir welche die Reihe m3 lg (1+ w,) einen endlichen Werth 


v, 


besitzt, das Product P also convergirt: nur werden eben im All-. 


gemeinen die Anordnungen, welche die Reihe Po lg (1 + u,) — also 


das Product P — und diejenigen, welche die Reihe a Uy convergent 
machen, im allgemeinen verschiedeve sein kénnen. 

Hieraus entspringt nun die Frage, ob es nicht vielleicht allgemeine, 
durch eine einfache den Gréssen wu, aufzuerlegende Bedingung charak- 
terisirte Fille giebt, in denen einer convergenten Anordnung der Reihe 


Ke u, auch stets eine solche des Productes I] (1 + u,) entspricht 
und umgekehrt? 
ao 
Sei nun die Reihe > uy (wo die w, jetzt auch complex sein diirfen) 
0 
in der durch die Folge der Indices vorgeschriebenen Anordnung con- 
vergent. Sei daun ferner @ eine endliche positive ganze Zahl von der 
Beschaffenheit, dass fiir v >« |u,| <1 ist, so wird fiir alle in der 
Gleichung 


lg PP] G+) = Sg +) 


*) Crelle’s Journal, Bd. IL, 8. 80. 








mh 
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vorkommenden Gréssen u, die Beziehung gelten: 





2 Se _* oe hl 
guy (a (HER, 
wo 
My uy uy 
R= 1—af + , 
also 
| By — 1] < |e] + Jud] + fod] pee db. <n 


sodass also R, fiir v = 0 der Grenze 1 zustrebt. Da hiernach 


i FF] (1 + uy) a. 6 — > >t. 


+o ty Sarco t Sem 


sich ergiebt, so wird fiir die Convergenz dieses Ausdruckes bei un- 
endlich wachsendem » hinreichend sein, dass die Reihen 


7 
> un > uw, > wet 
x 
2" 


unbedingt convergiren (die letzte Bedingung ist aber keine nothwendige: 


bedingt, die Reihe 


es braucht eben schliesslich nur z= ux. R, bedingt zu convergiren). 
Sind also diese Voraussetzungen erfiillt, so wird das Product 


[To + uy) 


in der durch die Folge der Indices vorgeschriebeuen Anordnung con- 
vergiren, und das Gleiche gilt offenbar auch von dem noch etwas all- 


gemeineren Producte 
DP 
I] (1 4+ Uy £), 
0 


wo z jeden endlichen complexen Werth mit Ausschluss derjenigen von 





1 eae . ; 
der Form z= — ra annehmen kann, da ja mit den obigen Reihen 
v ° 


auch die folgenden . 


> 4, 2 urg--- = ux—'z bedingt 
> ute unbedingt 


convergiren. Man hat also den folgenden Satz: 
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Sind die complexen Gréssen u, ---u, so beschaffen, dass fiir 


ein bestimmtes endliches x 4 u* unbedingt convergirt, wahrend 


die Reihen |’ Uy, > uw... p - ux—' nur bedingt convergiren, 
so ist auch das Product al (1 + v,z) in der durch die Indices 
vorgeschriebenen Anordnung fiir jedes endliche z (mit Ausschluss 


der Werthe z= — =, fiir welche das Product verschwindet) 


, 


convergent. 


Sind die u, simmtlich reell, so besteht die Reihe > u? aus 
lauter positiven Gréssen, muss also — wenn itiberhaupt — auch stets 
unbedingt convergent sein. In diesem Falle muss also, wenn der eben 
ausgesprochene Satz (der freilich, wie bemerkt, nur eine hinreichende, 
keine nothwendige Bedingung liefert) anwendbar sein soll, die Reihe 


> u, bedingt, > u,* unbedingt convergiren. Hieraus folgt z. B. 
als specieller Fall, dass, wenn a), @,,---*; @y--- mit wachsendem 
Index niemals zunehmende positive Grdssen bedeuten, die Producte 


n 


I] (1 + (— 1)"a,z) fiir jedes complexe z, 
0 


a 


I] (1 + a, cos vz), [] (1 — a, cos vz), 
7 U 

iH (1 + a, sin vz), TI (1 — a, sin vx), 
0 : é 


fiir jedes reelle x — in der vorgeschriebenen Anordnung convergent 


sind, sobald die Reihe > a,? convergent, wihrend > a, divergent 
sein darf. 


Hatte man ferner 


u, = ia, (wo a, wieder dieselbe Bedeutung 


hat wie in dem eben betrachteten Falle) 
sodass also 


Rn an aD 
> ty = >F(aa» + bir¢1—Garpe > tdar4s) = (aus — 4>42) 
0 0 


” +4 (G4r41 ace sy43)} ’ 


an i 3) DP 
> — Yai, — Abva1 + Girne — air43) = > (a3,— 3,41), 
0 0 0 








Rei 
wiil 


zu 


bec 


Pre 
nu! 


Re 
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> ui ar, ~ tadegs —ah42+ iadyas) = > (ai, — a,42) 
° " 9 —4t(Gir41—air4s)\, 


x 


i 2} ao 
> u= Hat, + atr41 + atrye + ats) = >» ad 
0 0 


0 
und daher in Folge der gemachten Voraussetzung die drei ersten dieser 
Reihen unter allen Umstiinden zum mindesten bedingt convergiren 
wiirden, so brauchte hier erst die Reihe > w=> ay unbedingt 


zu convergiren, damit nach dem obigen Satze das Product 


Bl (1 + u,2) -[1 (1 + @a,2) 


bedingt convergirt. — 

Hinsichtlich der Werthveriinderungen, welche bedingt convergente 
Producte durch Umordnung der Factoren erleiden kénnen, ergiebt sich 
nun aus dem bisher iiber die Werthverinderungen bedingt convergenter 
Reihen Gesagten folgendes. Sei das Product 


p= fe] a+ we) 


wo die u, jetzt reelle Gréssen bedeuten sollen, convergent (gleich- 
giiltig ob die Reihe > % in der entsprechenden Anordnung con- 


vergirt oder nicht). Bezeichnet man dann mit ad), a,, @,,-°-°~ die 
positiven, mit — b,, — b,, — b, --+ die negativen unter den Gréssen 
uy (und zwar in der Anordnung wie sie innerhalb der Folge Up, Uy, Uy °° 
auftreten), so wird man setzen kénnen 


(8) PF Jo+m9—tin{PJa+aey FJo-v0} (9%) 


wo m und m in einer durch die Anordnung der Glieder bestimmten 
Beziehung zu einander stehen. Jede andere Anordnung (bei welcher 
wiederum die Reihenfolge der a, unter sich, wie der b, unter sich 
ungeandert bleiben soll) wird sich dann in eine der beiden Formen 
setzen lassen 


P’ =lim (Fo +a) Pf a i) (m' > m), 
0 0 

Pp” = lim {To + a,z2) [] (1 — b,2)} (n’ > n) 
0 0 
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und die hierbei sich ergebenden Werthveriinderungen sind also: 


4 = lim al (1 + a,z), a = lim i (1 — b,z). 


m+ n+1 
Da hieraus 
P m Pp" n 
lg -p ~ > Ig (1 + a2), lg > ~ Sg (1 — b,2), 
m+t n+1 


folgt, und fiir unendlich wachsendes v 
lg (1 + a,z) ~ az, Ig (1 — bz) ~ — be 
wird (s. Gl. (12)), so hat man mit Benutzung jener Relation (10) 


er 
Pp Pp” NO 
lg > és > a,, lg > .-—8 ZF bys 





m+1 n-+-1 
also 
mm n' 
:.lim ; ay —zlim > by 
Pp p” 
(14) P =e m+1 ? = P =e n+1 


d. h. die Werthveriinderung des obigen Productes ist gleich einer 
Exponentialgrésse, welche die entsprechende Werthveriinderung der 


Reihe :> uy (gleichgiiltig ob dieselbe bei der urspriinglichen An- 


ordnung convergirt oder nicht) zum Exponenten hat. 
So ist z. B. 


sr AT0— 2) — 0 [ETO+D HT6— 9) 


uSnD 


in der zweiten Form nur bedingt convergent. Ordnet man dieses 
letztere Product jetzt so an, dass immer auf p Factoren der lorm 


(1+ 4) q Factoren der Form (1—*) folgen, so ergiebt sich nach 
dem Obigen 


pm qn 
” n slim 7 — | : 
in (F042) F109) <a 
os 1 1 
lg 2 sin mz q\: sin 22 
mae ez —(4)- me 


(eine Gleichung, die sich auch ergeben wiirde, wenn man die letzte 
Gleichung des vorigen Paragraphen mit dz multiplicirt und in den 
Grenzen 0 bis z integrirt). — 
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IV. 


Darstellung des singuliren Restes durch ein bestimmtes Integral. — 
Vollstindige Erledigung der Falle, in welchen die unendlich entfernten 


Reihenglieder nicht stirker gegen Null convergiren als lim < 


Es handelt sich jetzt schliesslich nur noch darum, fiir einen singu- 
a 
liren Rest von der Form > a, — wo die a, mit Beriicksichtigung 
m+1 
des bisher Gesagten als positive, fiir wachsende Werthe von v nie- 
mals zunehmende und fiir v= oo verschwindende Gréssen voraus- 
gesetzt werden diirfen — mals Function von m so zu bestimmen, 
dass fiir m= oo ein vorgeschriebener Grenzwerth (einschl. Null und 
Unendlich) zu Stande kommt. Zu diesem Behufe soll zuniichst dieser 
singulire Rest durch ein bestimmtes Integral dargestellt werden. 
Es bezeichne f(x) eine stetige, differenzirbare, mit wachsendem 
«x niemals abnehmende Function von 2, welche der Bedingung ge- 
niigt, dass fiir jedes ganzzahlige positive » (wenigstens von einer ge- 
wissen endlichen Stelle ab) 
1 ms 1 
(15) f(v) = ~ und daher fiir y= 00: w~ fv) 
_ wird, 


Man hat alsdann 
+1 


da 
y+ <J fa) = 


und wenn man der Reihe nach v =m, m+1,---, m’ —1 setzt 
und alles addirt: 


m 
* dz 
Gn + An+2 + "y,. + Gn' <f f(x) %S An + Am+1 + =e + Am'—1) 


oder auch 
<fit f(a) ’ 


ae * de 


= J Te) 


Am+1 + Amn+2 + a. + An! 


iy (Am tT) Gn’) 


und somit fiir m = oo 
dx 
(16) > J : 
av el f(x) 
Die Function unter dem Integralzeichen wird fiir 2 = oo zwar 


zu Null, jedoch, da die Reihe a ay als divergent vorausgesetzt wird, 
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nur so, dass fiir kein noch so kleines, angebbares ¢ und beliebig grosses, 
angebbares, ganzzahliges x 


1 1% 
= T) © vig, ole» ---lg,_,” let» 
wird (wenn allgemein lg,” den r-fach iterirten Logarithmus von x und 
lg? die p'* Potenz davon bezeichnet). Unter dieser Voraussetzung 
wird jenes bestimmte Integral je nach Wahl von m’ als Function von 
m fiir m= oo jeden beliebigen ,singuliéren“ Werth (von 0 bis oo) 
annehmen. 

Zwischen der unendlichen Reihe und dem bestimmten Integrale 
in Gleichung (16) besteht insofern ein Unterschied, als das letztere 
nicht mehr an die Beschrinkung gebunden ist, dass m und m’ nur 
ganzzahlige Werthe annehmen kénnen. Da nun aber, wenn m und m’ 
zwei beliebige _— Zahlen bedeuten, 


aed 


fa fa JF iO) - fiz fia) + Ta 
E(m) 
i jt fe) < Gm-15 fe f(a) < fas F(z) < Gm 


E(m) 


und 


so wird fiir m — oo und m’ = oo 


E(m') 


"ae (de 
f(e) me” 


d. h. man wird bei der Uebertragang a fiir jenes bestimmte Integral 


geltenden Resultate auf die Reihe >a m und m’ ohne weiteres durch 
ganze Zahlen ersetzen kénnen, indem man die unabhingige Variable 
m iiberhaupt nur ganzzahlige Werthe annehmen lisst und ausserdem, 
wenn etwa m’ = y(m) sich ergeben hiitte, E(~(m)) an die Stelle von 
w(m) treten lisst. 

Ferner ist hinsichtlich des Verhaltens der hier in Betracht kom- 
menden bestimmten Integrale noch folgendes zu beachten. Es sei 
F(x) eine stetige, positive Function von 2, welche fiir 2 = oo zwar 
gegen Null convergirt, aber wiederum nur in der Weise, dass das 


Integral J F, (z)dx bei unendlich wachsendem m und m’ nicht fiir jede 


Wahl von m’ als Function von m verschwindet, vielmehr je nach der 
Beschaffenheit von m’ jeden positiven Werth von 0 bis 00 annehmen kann. 
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Ist dann F’,(x) eine Function von ihnlicher Beschaffenheit wie 
F’,(«) und fiir unendlich wachsende x . 


(17) F(x)» A. F,(x) 

(wo A endlich, 0 oder oo sein kann), so ergiebt sich — ganz analog 
wie fiir zwei singuliire Reihenreste (Gleichung (10)) — dass auch 
(18) fFe@ dz~ Af F,(2) dz. (m==o0, m’ =o) 


Ist insbesondere A = 0, also 
(19) F, (2) < F,(2) 
so kann man offenbar die Beschrinkung, dass F’,(x) ebenfalls bestiindig 


positiv sein soll, fallen lassen: denn da zuniichst fiir endliche m — 
wenn F’,(x) beliebig oft das Zeichen wechselt: 


[P@ae|<f F,(a)| dx 


und unter der Voraussetzung (19) auch 
| F, (x) | < F, (x) 
ist, so wird fir m = oo 
F(x) | dx < fF, (x) dx 


und daher um so mehr 


(20) | J E,(«) dx | of JF (a) dz, 


fiir jede Wahl vom m’ — also gleichgiiltig, ob das rechts stehende 
Integral 0, endlich oder unendlich ist, Es wird also das erste Integral 
in diesem Falle stets gegen das zweite verschwinden, d. h. gegen Null 
convergiren, wenn das zweite selbst Null wird oder einen endlichen 
Werth annimmt, und wenn das zweite unendlich gross wird, gar nicht 
oder jedenfalls von einer niedrigeren Ordnung unendlich werden. 
Hieraus folgt aber, dass unter der Voraussetzung (19) 


m’ 
> 


(21) JROLF@}dex [Pwd 
d. h. der Werth eines solchen singuliren Integrales wird nicht merk- 
lich (d. h. um keine noch so kleine angebbare Grésse, wenn der Ge- 
sammtwerth unter einer endlichen Grenze liegt, und héchstens um 
ein Unendliches niederer Ordnung, wenn jener Integralwerth unendlich 
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i 
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wird) geiindert, falls man die zu integrirende Function um eine andere 
vermehrt, welche fiir 2 = co stirker gegen Null convergirt. 
Soll daher m’ als Function von m so bestimmt werden, das 


J F(x) dx fir moo einen vorgeschriebenen Grenzwerth besitzt, 


so steht es frei, an Stelle des zu behandelnden Integrales eines von der 


Form J {F, (x) + F,(x)} da zu substituiren, wo F,(x) nur der Be- 


te = 0 ist. Der Vortheil, den eine 


dingung unterliegt, dass lim z 


derartige Transformation in vielen Fillen gewahren kann, besteht nun 
darin, dass man eine Function F(x) durch Addition einer anderen 
F(x) auf unendlich viele Weisen zu einem integrablen Differential 
machen kann, und dass also, jedesmal wenn man diese Function F’,(x) 
so bestimmen kann, dass F',(~)< F(x), die Integration des vorge- 
legten Integrals explicite ausfiihrbar sein wird. Setzt man niimlich 
F(a) = u(x) . vo (x) 
(was auf unendlich viele verschiedene Weisen geschehen kann) und 
nimmt alsdann 
F(x) = w(x). v(2), 
so wird, wenn die Functionen u(x), v(x#) so bestimmt werden, dass 
man hat 


, u'(x)-v(@)) _}. d(ig u(a)) __ 
(22) him u(x)-v'(a)f lim d(lgv(«)) . 


z=—@ zoe 


nach Gleichung (21) sich ergeben: 


(22) f F (a)da~ f {u(x)v'(a)-+w (2) v(2)} da ~u(m’) .v(m’)—u(m)o(m). 


Oder etwas anders ausgesprochen: Erhilt man bei irgendwelcher 
Factorenzerlegung von F’,(”)-und Anwendung partieller Integration: 


JF («)da=0 (2) | F, (2) da 
und es ist F(z) < F,(#), so darf man setzen 
(24) J F, (2) da ~ ©(m’) — (m) ; 
sodass es sich also schliesslich nur darum handelt die rechts stehende 


Differenz zweier expliciter Functionen durch Wahl von m’ fiir unend- 
lich wachsendes m zu einem vorgeschriebenen Werthe zu machen. — 








os ats 


so me 


—, 
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Nach dieser allgemeinen Bemerkung gehe ich jetzt zur Behand- 
lung des in Gleichung (16) als Aequivalent fiir den singuliren Reihen- 


rest = a, auftretenden Integrales 
m+1 


m 


‘da 
An = J Fey 

iiber. . Bei der Untersuchung desselben kommt es wesentlich darauf 
an, in welcher Weise /(x) fiir unendlich grosse Werthe des Arguments 
ins Unendliche wichst und zwar sind hierbei die folgenden drei Fille 
zu trennen: 


1) f(a)<2, 2% f(@)~-#, 3) f@)>z2. 


Setzt man m’ = m+ h, so ergiebt sich zuniichst noch allgemein: 


mth ° 
dx h h 
An=J Fe) = Fim+oh — Fm +onfm@tyh  O<1<%<)) 


oder wenn man h =/f(m) setzt: 
m-+-f (m) 2 
F(m) 
dx ‘( 
(25) A, ~ f+, a f Ee rn —- 
v 1+9 Fay {m+ nf (m)} 


Ist jetzt 1) f(~) <2, also f’(x) ~ 0 fiir « = oo, so wird offenbar fiir 
m == C 


m+fim) 

dx — fim) 

@6) J Fear ~ Fem) 
wenn a fiir m = oo nicht unendlich wird; und es wiichst der Aus- 


f on = oo ist. Es nimmt also 


jenes bestimmte Integral einen vorgeschriebenen Werth a (endlich 


druck (25) ins Unendliche, wenn lim 


oder Null) an, wenn die im iibrigen beliebige Function f(a”) so be- 
stimmt wird, dass 


(27) f(a) ~a. f(a) 


und wiichst iiber alle Grenzen, wenn man a iiber alle Grenzen wachsen 
lisst. Insbesondere wird daher — wenn a endlich ist oder fiir m=co 


der Null zustrebt — 


32* 
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m-+a -f(m) 
‘ lim {4% _ 
(28) J F@ a 


m 


nu @ 

sein. *) 
Ist 2) f(x) co a, also f’(x) fir 2 = oo endlich und von Null ver- 
schieden, so liefert die Gleichung (25) ein bestimmtes Resultat nur 


dann, wenn lim ian = 0 ist: in diesem Falle ergiebt sich offenbar 
\ 
auch lim A,, =. Ist hingegen lim fim) endlich und von Null ver- 


schieden, so folgt aus Gleichung (25) nur soviel, dass lim A,, einen 
endlichen Werth besitzt, derselbe ist indessen wegen der Unbestimmt- 
heit des Bruches @ aus diesem Ausdrucke nicht bestimmbar. Aus dem- 


f(m) 


selben Grunde giebt fiir lim f(my = © die Gleichung (25) iiberhaupt 
kein erkennbares Resultat (da @ mdglicherweise beliebig gegen Null 
convergiren kann). Man hat nun aber unter der hier geltenden Voraus- 
setzung — niimlich f(x) co x — etwa 

{(@)~ gx (wo g endlich und von Null verschieden) 


und daher fiir m — oo 


™m +f(m) m +/(m) _ 
, _ a 8 da 1  ) 

(9) bam faa Gf ee 8 + FS 
folglich wird — wenn wiederum zuniichst @ nicht unendlich, 
m-+ a.f (m) 

(30) de Wg (14 ag) 
fz) 9” 


und es wird dieses Integral logarithmisch unendlich, wenn a selbst 
unendlich wird, 


Ist 3) f(@) >a, so wird lim f(z) = co fiir = oo, und es 
liefert also die Gleichung (25) wegen der Unbestimmtheit von 


*) Es wird also in diesem Falle 


1 
m+ [« ° = | 


7a,~a 
m+1 


ein Resultat, welches sich offenbar (ganz analog wie bei dem Beispicle in | und 
dem Beispiele 3) in Il) auch ohne Vermittlung des bestimmten Integrals hiitte 
herleiten lassen. Da jedoch das bestimmte Integral fiir die Behandlung der 
iibrigen Fille nicht entbehrlich erschien, so wurde es der Gleichfirmigkeit halber 
auch hier beniitzt. 
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&. f {m + nfm} 


hier tiberhaupt kein brauchbares Resultat, wenn nicht gerade 


ist, in welchem Falle sich hier — gerade so wie friiher — im A =0 
ergiebt. Man kann nun hier, wo f(x) stiirker unendlich wird als 2, 
setzen : 








{(z) =2.9(x) — wo lim p(w)=> fiir z=o0 
Dadurch wird 
m oe f(m) m-+-f(m) 
® r f(m) 
(31) = i. a __ (+ mM }: 
An= g(a) po km+a- f(m)} 
= \1 + Re) . @(m){ 
9 as f(m)} 
und es wird somit lim A,, = 0, sobald lim fim) nicht unendlich wird 
(also endlich oder Null). Wird dagegen lim ie = oo, so giebt auch 
dieser Ausdruck kein erkennbares Resultat, und es lisst sich nur 
soviel iibersehen, dass derselbe je nach der Art und Weise, wie pe 


mit m der Unendlichkeit zustrebt, jeden beliebigen Werth annehmen 
wird. Dieser Fall wird also noch einer besonderen Untersuchung be- 
diirfen. Im iibrigen lisst sich das Gesammtresultat dieser letzten Be- 
trachtung folgendermassen zusammenfassen : 

Das Integral 


m+-f(m) 
dx 
f(a) 
hat fiir moo stets den Grenzwerth 0, wenn lim a ==(), 
Ist lim fim) = « endlich und von Null verschieden, so hat 
es bezw. die Werthe 


a, «lg (1+ ag), 0 

je nachdem 
f(z)<a, f(%)ege, f(%)>«x. 
a ie. Fim) 
Ist lim fim) 
gross, falls f(x) S 2, kann dagegen jeden beliebigen 
positiven Werth aunehmen, wenn f(x) > x. 


= oo, so wird auch jenes Integral unendlich 
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Hierdurch ist aber auf Grund des in [I Gesagten das Umordnungs- 
gesetz fiir solche Reihen, deren Glieder nicht rascher gegen Null 


convergiren, als < fiir v =o (¢ endlich und von Null verschieden) 
volistindig erledigt: es wird niimlich eine Umordnung, bei welcher m 
Glieder a, durch {m+ /(m)} ersetzt werden, der Reihe gar keine, 
bezw. eine endliche oder unendliche Werthverainderung ertheilen, je 
nachdem lim {a,, . f(m)} fiir m = co Null bezw. endlich oder unend- 
lich ist. Ist insbesondere lim {a,,f(m)} =a (endlich), so hat jene 


Aenderung den Werth a bezw. ¢ lg (1 +“), je nachdem a, <i 
oder a, ~ < ist. Wiéahrend fiir stiirker convergirende Reihen sich zu- 
niichst nur das negative Resultat ergiebt, dass alle Umordnungen, bei 
welchen an die Stelle von m Gliedern a, deren (m + f(m)) treten, die 
Reihensumme unverindert lassen, sobald lim {a,,-/(m)} fiir m = co 
nicht unendlich wird. Vor der weiteren Behandlung dieses letzten 
Falles soll erst die Richtigkeit des zuletzt gefundenen Resultates an 
einigen speciellen Beispielen, welche eine directe Ausfithrung der 
Integration zulassen, gepriift werden. 

1) Sei zuniichst wiederum f(7) < x, so bieten sich hier noch drei 
besondere Moglichkeiten dar, niimlich je nachdem f(x) um keine noch 
so kleine angebbare Ordnung d. h. um keine noch so kleine angebbare 
Potenz z* (also héchstens um einen logarithmischen Factor) schwiicher 
unendlich wird als 2; oder aber von einer angebbaren Ordnung 
schwiicher als x und selbst von einer mindestens angebbaren Ordnung 
(also: so wie z'~*, eventuell auch noch multiplicirt mit einem logarith- 
mischen Factor); oder endlich selbst von keiner angebbaren Ordnung 
(z. B. wie ein einfacher oder iterirter Logarithmus). Diesen verschie- 
denen Méglichkeiten entsprechen die drei Beispiele: 





- ; lg? 
(= Be f)=2" O<e<)), f= ZS. 
welche bei Ausfiihrung der unbestimmten Integration die Beziehungen 

liefern : 
J es dz = : lg?2z+C, 
“d i ’ 
lga—1 Bean C 
lg? a = lg a + C. 
Setzt man jetzt im ersten Falle {(m) =a -f(m)—=a--—"—, so wird 


=—, 8 
lgm? 








fo 
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* 2 Ta 
Vea di = ry {Ig m(1 4- ge)- lg? m} 


=lIgm. lg (1 + ea) +5 le*(1 + ign) 
folglich fiir m = oo 


a 


m(+ itn 
* * @ : lgm 
liu f a dz = lim lg (1 +- a) =Ige* =a. 


m 


Diese Beziehung definirt dasselbe Umordnungsgesetz, welches sich im 
Beispiel (3) des § II .ergab. wel 
Ebenso wird im zweiten Falle fiir f(m) = a. m!—* 


m+ am! —* 
. 


dx 1 
ho = ‘4 _ 
+ ha }m* (1 + am—*) — m* | 


m 


mn e+ (e— 1) 


- —é 2 gy—2e —e —z! 
= je. am + - ——— o.o ** (1 + dam-*)*—*; 


also 


m-+-am!—é* 
. * da 
lim f i. =a 
x 
m 


offenbar eine Verallgemeinerung des im ersten Paragraphen auf die 
1 1 
Reihe > (7 —— 7) angewendeten Umordnungsgesetzes (s. auch II, 
v v 
Beispiel 2)). 
Im dritten Falle werde f(m) = a lg m (also f(m) zwar nicht 
=a.f(m), aber ~ af(m)) gesetzt, so ergiebt sich 


m-- alg m 
lgx2—1 an m+algm — & Se a-lgm 
igae “~~ Igim+algm) ~~ Igm  lg@n+algm) 


m le (1+ oi) 


~~ Igm-lg(m+algm) 


m 


folglich 
m+algm 
e a.lgm 


. lg a — 1 ; lg 
lim f a dz =a — lim z< 
ga 
m 


lg m lg (m+ alg m) wi 


Da 
_ oe a 
lg? x = Iga’ 





so folgt hieraus, dass die Reihe 
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P 1 1 
De ae ig | — im (> igo -3} igy }—o 
2 
die Werthverinderung a erleidet, wenn man an Stelle von m positiven 
Gliedern deren {m + {a lg m]} treten lisst, dass also 


m b= v+[algy] 
im { Igo -2' 3} ->{ 3 > lg x rt ete 
2 


om ~— O 
wird. Und da lg x = lg (2”) ~ lg (2a + 1), so wird auch die Reihe 


r(—1)".."_ bei dieser Umordnung dieselbe Werthverinderung 
lg v “ 


ih 


2) Als Beispiel fiir den Fall f(z) co a werde etwa gesetzt: 
f(a) =a + ya 


also 
* dx i 


f(x) 5 teh Ig(1+pyz) + C. 


Wird jetzt Ha) = am (also ~ a. f(m)) gewihlt, so ergiebt sich 


m(1-+-a) 
dx ¢ 1+ Vm(i+a) es +Vi+a 
Ss lg ——_ = 2 lg = 
e+Vz 1+Vm 414 
= Fa 


mithin 
. m o +a) 
lim —— =2leYl+a= Ig ( 1+-a) (also in der That =f "e) . 
3) Sei endlich 
f(z4)=alga2 (also f(x) > 2), 
sodass also 
“dx * dx 
Setzt man alsdann f(x) = am lg m — m (also wiederum ~ a. f(m), 
nimlich ~ a.m .lgm), so wird 


a migm 








_ aa andl lg (am Ig m) — lga+lgm-+ lg lgm 
J «ls s- “Igm —- —_— 
™m 
also 
amlgm 
in $a 0, 


x -lgax 
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solange a nicht unendlich ist oder doch schwicher unendlich wird, als 
jede noch so kleine angebbare Potenz von m. Hat man hingegen a = m’ 
(wo b endlich und positiv), so wird 


mit, lgm 


lim J ~ oe _ =limlg “ +o gmt lgm _ jy (1+) 


m 


und sogar schon 


mite 
ee 1+b) 1 
lim wes = hm lg ( 5 ma m= lg (1+) 


(es tibt also hier der Factor lg m in der oberen Grenze auf den Inte- 
gralwerth gar keinen Einfluss aus: der Grund hiervon wird noch durch 
die allgemeine Untersuchung des folgenden Paragraphen deutlich wer- 
den). Wird schliesslich a stiirker unendlich als jede angebbare Potenz 
von m, etwa wie b” (wo b > 1), so ergiebt sich 


lim | me = lim. lg "Geo 
und es zeigt also dieses Beispiel, dass in der That ein Integral der 
betrachteten Art (d. h. fiir /(#) > x) jeden beliebigen Werth annehmen 
kann, wenn fiir die untere Grenze m die obere noch stirker unendlich 
wird als f(m) (wobei schon f(m) > m)- 
Schreibt man ferner in der vorletzten Gleichung p statt 1-+-b, also 
mP 


lim .. lg 
J «lez SP 


(eine Gleichung, welche offenbar auch fiir p < 1 giiltig bleibt) 
so folgt, dass die Reihe 
x 1 1 } 1 m 1 
a {see Igy ~ vlge | — tim | >} vig? —— aad 


die Werthverinderung lg p erleidet, wenn man m? positiven Gliedern 
m negative zuordnet, sodass also — wenn etwa p eine ganze positive 
Zahl bedeutet — 


3 


und wenn q ebenfalls eine ganze positive Zahl ist: 








yP 
1 1 
a (e+ 1)lg(e+1)  @+1)lg(v+1) =Igp 
(v—1)P-1 
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Sf ~ : vl : ? 
ai = CFNeT) es cs raceay = lgt- 


Setzt man ‘eialibictiie p=2,q= : , 8o wird eine beliebige Gruppe 


von positiven Gliedern, nimlich > GEDES Gap? aus (2v — 1) 
(y— 1) 

Gliedern bestehen — d. h. ordnet man die positiven Glieder in Gruppen 

an, welche der Reihe nach aus 1,3,5,..., (2v —1),... Termen 

bestehen und schaltet zwischen je zwei Gruppen ein negatives Glied 

ein, so resultirt als Summe der Reihe der Werth lg 2. 


¥. 


Der Fall, wo die unendlich entfernten Reihenglieder stirker gegen 
Null convergiren als lim —. 


Es bleibt jetzt noch die allgemeine Untersuchung des Integrales 


mi 


-. fiir den Fall zu erledigen, dass f(z) mit & stirker unendlich 


wie’ als « selbst, aber immerhin schwiicher als 
alg, lg... Ig,r.algit*« 


fiir jedes noch kleine nhitiin é und beliebig grosse angebbare x. 
Man wird hiernach unter Beriicksichtigung der allgemeinsten Méglich- 
keiten setzen kénnen: 


(32) f(z) ~g-alg,x.lg,2...Ig.12 lg)? ST git 2. O(a) 


wo g eine endliche positive Constante bedeutet; 

x eine ganze positive Zahl > 1 (und zwar im Falle x = 1 
Igx-1# = lg, « = x wu setzen ist) und die Reihe der Indices 1, 2, 
(x — 1) als vollstiindig zu denken ist; 

p eine positive, um ein sngebbares von Null verschiedene, im 
iibrigen beliebig grosse Zahl, g,...q, beliebige positive oder negative 
Zahlen (einschliesslich der Null) bedeuten; 

#(a) eine bestiindig zunehmende Function bezeichnet, die fiir 
% = oo schwicher unendlich wird als jede noch so niedrige Potenz 
eines iterirten Logarithmus von beliebig hoher Rangstufe.*) 

Nimmt man an, dass gq, der erste von Null verschiedene Exponent in 
der Reihe g,, q,---+, a ist, und unterscheidet ausserdem noch die 


“9 


*) Auf die Méglichkeit derartiger Unendlichkeiten hat Herr Dubois-Rey- 
mond aufmerksam gemacht: Crelle’s Journal Bd. 76, S. 88, 
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beiden Fille p == 1 und p Z 1, so wird sich f(x) in eine der folgen- 


den beiden Formen setzen lassen: 

= wo 
(A) f(a) ~a.1g, 2... 1g2-17. p(x) le" r ‘ 
(B) f(w)~a.lg,2...lgx,1% lg? x. p(x) P(2)=9- Briat-. g, ep (2). 
(@ > 1) 


Hierbei wird g(x) mit unendlich wachsendem x entweder bestindig zu- 
oder abnehmen, und schliesslich co bezw. 0 werden, je nachdem gq 
positiv oder negativ ist. 

Die beiden Fiille (A), (B) sind fiir die weitere Untersuchung zu 
trennen. Man hat zuniichst: 

~f; dx ~f 1 f=" hfs 9 (@) 2. 
An f(x) aa Mina? oe) ~ l; (x) p* (x) 
mem 


Nach dem friher gesagten (Gleichung (23), (24)) wird das zweite Glied 
der rechten Seite gegen das erste verschwinden, wenn 


Ig, x + p(w) 1 
g'@) ~~ alge---lg, 2 9@)”’ 
wenn also: 
(33) lim \@ lg,v---Ig,i2- oe =a to Q. 
ouie @ (x) 
Man hat nun 
‘(a Ulg p(x) 
vig, e--- Igy. a- a yaar Ig, @- ++ Wgy-1e- Sa 


1 
= WwW: lg, Ze. Igy—1X - 7. }de Ietupit—+:: 


+ qalgepatie + lg O(a) 


| 


Vo 
oe ee wg. layy ®t 


an (x) 
+ vlgyx---lgy4,2 ® (x) 
Va fh 
Ig, x ‘gyi 9% + + Ig, x: lg pat 
dig @(a) 
T dig.a 


Da nun #(7) < lg,41” und daher um so mehr 


Ig O(a) < Ign4ix 
so wird nicht nur von einer bestimmten endlichen Stelle z ab lg #(x) <lgy41% 
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sein, sondern auch langsamer zunehmen als lg,,:7, sodass man also 


auch setzen darf 


dig d(x) — 48x41 % 


dz dz 
und folglich — da 
dlg,.,% dig, 


dz dz 
ist: 


d lg (a) dlg,x 
— beat. <a <- 
dz 


Es wird somit der obige Ausdruck fiir = oo in der That verschwin- 
den, und man erhilt auf diese Weise: 
lg, m’ lg, m 
~~ - —_ —— . 
(34) 7 @ (m’) @ (m) 
Behufs weiterer Behandlung dieses Ausdruckes setze ich zur Abkiirzung: 


(35) lgy,m=—=n, p(m)—g. ig’ nig. at n. lg)? n.&(n) = p(n) 
wo 
E(m) = E(Ige m) — O(m) 
als Function von mn betrachtet fiir » — oo noch schwiicher unendlich 


wird, als jede noch so niedrige Potenz eines beliebig oft iterirten 
Logarithmus von n. 


Ferner werde m durch die Gleichung definirt 
(36) lg. m =lg,m+h=n+h 
(wo h eine noch zu bestimmende Function von n bezw. m bedeutet), 
sodass also 


g(m’)=g. Igve mi’. . Igy, m . #(m’) 


=g9. Ig*« (nh)... lgf«(n+h).&(m+h) = o(n+h) 


wird. Alsdann ergiebt sich: 


(37a) Aaa Mth wh _ AV tN— 96} 
y(n+h) y(n) w(n+h) v(m) o(n-+h) 
Das letzte Glied der rechten Seite lisst sich folgendermassen umformen: 
n{y(n+h) — (n)} _ whyin+oh) nm hk, (n+ Bh) ‘ 
y(n) w(n+h) yin) wm th) n+ Gh y(n) w(n+h) 
wo 
(n+Ph)-y'(n4+h) x - w(x) as 
= pintoh) ~~ ae (wenn n+ #h—2z); 
mithin 
lim &, = 0 
rs 


ist — fiir jedes beliebige positive h. 








i= 


), 


a) 
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Setzt man jetzt h = y(n), sodass also 


(37b) A, ~— w (nm) n  (n) _ wln+4- w (n)) ee 


v {n+ w(n)}  abty(n) vl) w (n+ w (n)) 


wird, so ergiebt sich 


=0 falls p(n (n 
(38a) lim dn | a éipe 
4 =a — y(n)rwa-y(n) . 
wenn man beachtet, dass — wegen w(n)<n und ~(2n) ~ y(n) — 


in diesen Fallen auch w(n) <1 und 
v {n+ v(n)} ~v{n + Ov(n)} ~ v(m) 
ist. Hat man dagegen w(n)> w(m) und zwar zuniichst nur so, dass 
immerhin o(n) a n, so behiilt diese letzte Beziehung noch Giiltigkeit, 
und es ergiebt sich daher ohne weiteres 
lim A,, = oc. 
Da aber der Werth des Integrales A,, offenbar noch vermehrt wird, 


wenn (n) noch grésser genommen wird, so folgt allgemein, dass 
(38 b) lim A, = oo falls w(n) > (n). 
Fiihrt man jetztewieder statt der Variabeln n die urspriingliche m ein 
und setzt etwa eee SP 
v(m) = p(m) , 
sodass also nach Gleichung (36) 
(39) Ig, m’ = n + o(n) = Igx m + g(m) 
wird, so liisst sich das gefundene Resultat folgendermassen aussprechen : 
Das Integral 


ee eee 
wlg,a---Ig,_, @- p(x)” 


wo 
p(x) ~9 Igie @ vee Ig 2 -8(a@) (a >1) 


ist, nimmt, wenn m’ durch die Gleichung 


lg, m’ = lg, m + p(m) 
bestimmt wird, fiir m= oo die Werthe 
0 a oo 


9”) an 


gleichzeitig mit lim (ny 82 
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Es wird also insbesondere jenes Integral den endlichen Grenzwerth a 
besitzen, wenn m’ so bestimmt wird, dass 


lg, m’ ~ lg, m+ a. p(m). 


Setzt man speciell x — 2, p(a) = 1, sodass sich also das zu behan- 
delnde Integral auf das als Beispiel 3) des vorigen Paragraphen be- 
trachtete 


m' 
dz 
J «liga 
™m 
reducirt, so wird man zur Erzielung eines endlichen Grenzwerthes, 
der mit lg p bezeichnet werden mige, 


lg, m’ = lg, m + Ig p 
, = Ig (p lg m) = lg, (m”) 
zu setzen haben, sodass also 
, 
m = mM? 
wird — in Uebereinstimmung mit dem einen in § IV, Beispiel 3) ge- 


fundenen Resultate. Man braucht nun aber zur Erzielung des Grenz- 
werthes lg p — nach dem obigen Satze — g(m) gar nicht 


=Igp.g(m) d.h. =Ilgp (da @(m) = 1), 
sondern nur g(m) ~ Ig p (fiir m = oo) zu setzen, also etwa 


p(m) — lg (p + &m) 
Wo «,, fiir m = oo verschwindet.- Hierdurchwird dann 


lg, m’ = Ig m + Ig (p + em) = lg, m?* 


also 
m = mtn, 
‘ lge m ° ° ° 
Setzt man nun z. B. a,, = (sodass also die Bedingung lim «,,—0 
lg m = 
in der That erfiillt ist), so wird 
ig lgm 
Ig m lg m 


m°™ == ¢ = lg m 
also 


m = m?- lg m 


ein Resultat, das ebenfalls bereits an der eben erwihnten Stelle zum 
Vorschein kam, das aber jetzt erst seine allgemeine Erklirung findet. — 


(B) Ich behandle jetzt den zweiten der oben charakterisirten 
Unterfille, wo also 
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| m id 
dx 1 1 flehe 1 gh x gp’ (a) 
fas ee Pe Be 
wlg,a---lg, ,algh?2 9%) P | (a) » p* (x) 
m m m 



















(p $1). 


Die Bedingung fiir das Verschwinden des letzten Gliedes, nimlich 


Igh x - p’ (x) 1 





-p?(@) wlg,a---lg, ,@-Ig Pa - p(x) 
stimmt, auf die Form 


yp (x) __ 
lim « lg, v---+lg,a- a ee 0 
gebracht, mit der entsprechenden in (A) (Gleichung (53)) vollstiindig 
itiberein, ist daher, wie dort stets erfiillt, sodass also zuniichst 
1 lgem’ 1 Ighm 


Am =D om’) — PD” om) 


oder wenn man wiederum 


(40) lg,m =n, p(m) = w(n) 
(41) lg,m’=lg,m+h—n+h, also: (m’)= o(n+h) 
setzt: ) 

= 1 (n-+-h)? 1 =n? 


p vinth) p(n) 
wird. Unter der Voraussetzung, dass 


h<n 


genommen wird, ist aber 
(n--h)? = np (1+3Y= mt -tp- (i +9 af 0 <@<1) 


= m+ p+ cy: nh 
wo 
m= (Iter) also: lim ¢=1. 


Folglich wird 

ny, Lo(n +h) — wm} 
(n-+ h) P-y(n) Y(n-+h) 
nth ___wPhw' (n+ oh) 
wMth) p- vn) w(n+h) 


An ~ Cn * 





YC: 
und wenn man jetzt 


(42) nh —=w(n) also: h—n'-?y(n) 
setzt: 
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* p(n+h) p-w(n)- o(n+h) 


ein Ausdruck, welcher in allen seinen wesentlichen Bestandtheilen mit 
dem entsprechenden fiir den Fall (A) (Gleichung (37b)) iibereinstimmt 
und daher — immer unter der Voraussetzung h <n — gerade so wie 
dort die drei Resultate liefert: 


=0 falls ~(n)<Y¥(n), 
(44) limA, ={=a — Y(n)~avy(n), 

=co — ¥(n)>y¥(n). 
Was nun die hierbei noch gemachte Beschriinkung betrifft, dass h<n 
d. h. nach Gleichung (42) ~(n)<n? (wo p > 0), so ist dieselbe 
offenbar in den beiden ersten Fillen, wo w(n) <&S w(m) vorausgesetzt 
wird, eo ipso erfiillt. Im dritten Falle, wo (mn) > y(m), kann hin- 
gegen schliesslich auch v(m) nm? werden; da aber lim A,, schon un- 
endlich wird, sobald »(n)< (n) <n’, so geschieht dies wiederum 


um so mehr, wenn #(”) noch grésser genommen wird: die Gleichungen 
(44) gelten also ganz allgemein. 
Wird jetzt wieder 


(43) An » ¢ —2__ — 2:90) v(m + Oh) 


(nm) = p(m) 
gesetzt, sodass Gleichung (41) in Verbindung mit (42) iibergeht in: 
(45) Ig, m =n-+n'” .w(n) = lg, m+ Igy? m . @ (m) 


so liisst sich das gefundene Resultat analog wie in (A) folgendermassen 
aussprechen : 


Das Integral 


m 


. dx 
a 0 < p21) 
J a lg, a - Igy , a: Ig? x - p(a) O<1 — 


m 


wo 
p(t) ~ gigi «...1g2,2.8(2) (@>1) 
ist, nimmt, wenn m’ durch die Gleichung 
Ig, m’ = lg, m + Igy? m . @ (m) 
bestimmt wird, fiir m — oo die Werthe 


O a foe) 


gleichzeitig mit lim 9 (m) an. 


9 (m) 


Vergleicht man jetzt aber dieses Resultat mit dem sub (A) fiir den 











Ss —= S&S © 
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Fall p = 1 .gefundenen, so zeigt sich, dass jenes erstere aus dem eben 
abgeleiteten auch hervorgeht, wenn man darin p = 1 setzt. Man kann 
also die beiden Fille, deren Trennung sich fiir die Durchfiihrung der 
Untersuchung als nothwendig erwies, jetzt wieder in einen einzigen 
zusammenfassen und demgemiiss folgenden Satz aussprechen : 

Das Integral 


m' 
. 


| dx 
J f(a)’ 
{[(a)~a.lg,2...lg, 2 .lgt-Pa.p(x) (x>1, p>0) 


ist, und g(«#) nur Factoren enthilt, die fiir eco hichstens 
so unendlich oder Null werden, wie eine beliebige Potenz 
von lg,ii12, nimmt, wenn m’ aus der Gleichung bestimmt 


wird: re 
(46) lg, m’ = lg, m {1 + lgy’m. p(m)} 
fiir m =o die drei Werthe 
0 a co §=6 (wo a endlich und 
er von Null verschieden) 
gleichzeitig mit lim a) an. 


Berlin, April 18853. 


Mathematische Annalen. XXII 33 











Zur Geometrie der Alten, insbesondere tiber ein Axiom 
des Archimedes. ; 


Von 


O. Srotz in Innsbruck*). 


In der Arbeit tiber Bolzano**) p. 269 habe ich auf eine Liicke 
hingewiesen, welche in dem Euclid’schen Beweise des Satzes: ,, Zwei 
Kreise verhalten sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser* (Elem. XII. 
prop. 2.) gefunden werden kann. Diesen Gegenstand will ich nun ein- 
gehender besprechen und daran einige allgemeinere Betrachtungen, 
insbesondere tiber das System der griechischen Geometrie kniipfen. 

1. Es ist schon 6fter***) hervorgehoben worden, dass Euclid 
implicite den Grundsatz gebraucht: eine Grisse kann so oft verviel- 
[dltigt werden, dass sie jede andere, thr gleichartige, iibertrifft. (Vg). 
insbesondere X. prop. 1). Bei Archimedes begegnet man einer aus- 
driicklichen Annahme, welche mit diesem Grundsatze iibereinstimmt 
(vgl. a. a, O.). Derselbe mag daher kurz als das Axiom des Archi- 
medes bezeichnet werden+). Eine Untersuchung, ob der in Rede 
stehende Satz als Grundsatz zu gelten hat oder nicht, erfordert zu- 
niichst, dass man sich tiber den Begriff ,Grésse“ verstiindige. 


*) Diese Arbeit, zuerst in den Berichten des natwrwissenschaftlich -medi- 
cinischen Vereines in Innsbruck Jg. XII, p. 74 gedruckt, erscheint hier mit 
einigen Verbesserungen und Zusiitzen. 

**) Vgl. diese Annalen Bd. XVIII, p. 255. Alleinstehende Seitenangaben 


beziehen sich auf den genannten Band der A. — Euclid’s Elemente sind nach 
der Ausgabe von Peyrard citirt. 
***) Vgl. des unvergleichlichen Archimedis Kunstbiicher ... in das Hoch- 


deutsche iibersetzt von Joh. Christoph Sturmius, Niirnberg 1670, p. 8. — 
Archimedes Werke iibersetzt von Nizze p. 44. — Hankel, Zur Geschichte der 
Mathematik 1874, p. 122. 

+) Archimedes sagt in der Vorrede zur Schrift de quad. parabolae aus- 
driicklich, dass den in Rede stehenden Grundsatz schon friihere Geometer be 
nutzten. Dazu gehiért, wie aus dem Anfange des |. B. von der Kugel und dem 
Cylinder hervorgeht, unzweifelhaft Eudoxus. Wahrscheinlich ist er noch iilter. 
Vel. M. Cantor, Geschichte der Mathematik I, p. 209, 
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Unter ,Grissenbegriff< verstehe ich mit H.Grassmann (Lehr- 
buch der Arithmetik p. 1) einen solchen Begriff, dass je zwei der 
darunter enthaltenen Objecte entweder als gleich oder als ungleich 
erkliirt werden kénnen. Hierbei sind zwei Forderungen zu erfillen. 
Zuniichst muss festgestellt werden, unter welcher Bedingung zwei 
Objecte derselben Art als gleich, beziehungsweise als ungleich anzu- 
sehen sind. Eine solche Festsetzung kann willkiirlich vorgenommen 
werden, wenn sie nur so gegeben wird, dass falls zufolge derselben 
A=B, B=C wa sagen ist, auch A=C sein muss*und dass als 
gleich bezeichnete Gréssen in eindeutigen Verknipfungen einander 
vertreten kénnen. Ob die zuletzt erwihnte Forderung erfiillt ist, wird 
sich erst a posteriori und successive nachweisen lassen in dem Maasse 
als eindeutige Verkniipfungen der betrachteten Gréssen zur Sprache 
gebracht werden. Das eben auseinandergesetzte Verfahren, Objecte 
irgend welcher Art mathematisch aufzufassen, findet sich schon im 
5. Buch von Euclid durchgefiihrt. Gerade darin scheint mir der 
bleibende Werth dieses ausgezeichneten Denkmales des hellenischen 
Scharfsinnes zu bestehen. 

Durch eine weitere Definition wird, wenn es iiberhaupt midglich 
oder auch nur wiinschenswerth erscheint, festgesetzt, dass unter je 
zwei ungleichen Gréssen eine die gréssere heissen soll. Sie muss so 
gewaihlt werden, dass wenn ihr zufolge A= B, B>C gesagt wird, 
auch aus demselben Grunde A > C sein muss. Die Erfiillung dieser 
Bedingung, welche man ebenfalls bei Kuclid a. a. O. angegeben findet, 
erscheint jedoch nicht immer hinreichend*). 

Nunmehr schreitet man zur Erkliirung der Addition und Sub- 
traction der betrachteten Gréssen. Im Folgenden soll stets voraus- 
gesetzt werden, dass die Addition und Subtraction nach denselben 


*) Wiirde man das Bestehen der Bedingung ,,A > B, B>C also A> C* 
als ausreichend betrachten, um die Bezeichnung der griésseren unter zwei un- 
gleichen Gréssen zu rechtfertigen, so kinnte man die Vergleichung der reellen 
Zahlen a,b... auch so vornehmen, dass man sagt a> b, falls |a|>|b| und 
a>—a, a jetzt positiv gedacht. Um diese Méglichkeit auszuschliessen, muss 
noch ein weiteres Postulat aufgestellt werden, d. i. der Satz: ,,I[st a> a’, so ist 
a+b>a’ +b”. — Es diirfte nicht ohne Interesse sein, dass dasselbe erfiillt 
ist, wenn man zur Vergleichung von je zwei complexen Zahlen mit gewdhnlicher 
Addition und Subtraction: 


010; + Ogee +--+ a,e, =a und Be -+ Boe+---+ 8, ¢, = 0b 
mit Hrn. Thomae (Abriss e. Theorie d. complexen Functionen 1870, p, 41) die 


Regel aufstellt: Es sei a> b, falls die erste der Differenzen a, — By, @ — fe, 
. a, — B,, welche nicht verschwindet, eine positive Zahl ist. Demnach ist es 


mehr bequem, als mit dem Systeme der allgemeinen Arithmetik vereinbarlich, 
von zwei gemeinen complexen Zahlen diejenige, deren absoluter Betrag grisser 
ist, auch die gréssere zu nennen, wie es ab find zu vorkommt. 


33* 
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Regeln vorgenommen werden kénnen, wie mit den ganzen absoluten 
Zahlen. Endlich nehmen wir noch an, dass jede Grésse in beliebig 
viele gleiche und mit ihr gleichartige (d. h. in dem Grdssensysteme 
bereits vorhandene) Theile zerlegbar sei*). 

Wenn man iiber ein System von Gréssen nicht mehr voraussetzt, 
als bis jetzt angenommen worden ist (wie z. B. Euclid iiber die 
Strecken), so lasst sich das Axiom des Archimedes in der That nicht 
als eine nothwendige Folge der Priimissen darstellen. Denn es giebt 
ein Gréssensystem, welches den eben aufgestellten Bedingungen ge- 
niigt, ohne dass der genannte Grundsatz erfiillt ist**). Derselbe ist 
somit nicht, wie man wohl geglaubt, die Bedingung der Gleichartigkeit 
der betrachteten Gréssen. 

Es miissen somit die Gréssen von den angegebenen Eigenschaften, 
die absolute Gréssen heissen mégen, in zwei Classen getheilt werden, 
je nachdem das Axiom des Archimedes besteht oder nicht. Die Gréssen 
der ersten Classe hat Hr. P. du Bois-Reymond treffend als lineare 


*) Nothwendige und hkinreichende Postulate fiir absolute Gréssen. Ausser 
den bekannten Relationen 


zufolge welcher die Summe commutativ und associativ ausfallt, sind noch zu 
nennen die Siitze: 1) A+ B>A, 2)4+B=A+C wenn B= UC, 
8) A+ B>A+C wenn 'B>C. Sowie die Summe A+ B eine Grisse des 
urspriinglich vorgelegten Systemes sein muss, so muss auch falls A > B, eine 
(und zufolge 3) nur eine) Grésse X existiren, welche die Gleichung A = B+ X 
erfiillt. Endlich soll eine Grésse X vorhanden sein von der Art, dass nX = A; 
wobei  jede beliebige ganze positive oder auch nur bestimmte solche Zahlen 
bedeuten kann. 

**) Es ist das von Hrn. P. du Bois-Reymond autgestellte und eingehend 
untersuchte System der Unendlich der reellen Functionen. (Vgl. Brioschi Ann. 
2, IV (1871), p. 338 etc., und insbesondere diese Annalen Bd. XI, p, 147). Zur 
Beleuchtung des Folgenden mégen nachstehende Bemerkungen iiber dasselbe hier 
wiedergegeben werden. Wir gehen von einem Systeme von reellen Functionen 
f(x), fy(v) ... aus, welche die Eigenschaft besitzen, dass jede fiir lim 2«—=-+ 
den Grenzwerth + o hat und dass der Quotient von je zwei derselben beim 
nimlichen Grenziibergange einen Grenzwerth hat. Jeder dieser Functionen f(a) 
wird eine Grisse zugeordnet, die ihr Unendlich heisst und fiir unseren Zweck 
(und nur fiir diesen) mit U1(f) bezeichnet werden mag. Man sagt 11(f) = U(f)), 
wenn lim [f(«): f,(a)] weder 0 noch + © ist; U(f)>U(f,), wenn derselbe Grenz- 
werth + ©, U(f)< U(f) wenn er 0 ist. Als untere Grenze dieses Grissen- 
systemes wird die wneigentliche Grésse 11(1) eingefiihrt. 

Hat das in Rede stehende System von Functionen die fernere Ligenschaft, dass auch 


jedes unendlich werdende Monom f(x)" /,(x)™..., worin n,  ... beliebige rationale 
Zahlen mit Einschluss der0 bedeuten, dazu gehért; so kann manihre ,,Unendlich“ auf 
gewohnliche Weise addiren wnd subtrahiren. Unter U(f)+ U(f,) wird U(ff) 
(und jedes ihm gleiche Unendlich), unter U(f) — U(f)), falls U(f) > U(A) ist, 


U(f:f, verstanden. Demnach ist nil(f) =U (f"); und es sei endlich 
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bezeichnet*); die der zweiten Classe sollen mnicht-lineare genannt 
werden. 

Der Grassmann’sche Gréssenbegriff ist so allgemein, als man 
nur wiinschen kann. Als Gréssen specieller Art kann man die ver- 
schiedenen Arten der Zahlen betrachten. Gegenwirtig scheint es 
nicht mehr begriindet, mit den Griechen die Gréssen den Zahlen (d. i. 
den natiirlichen Zahlen, oder nach spiiterer Auffassung den absoluten) 
gegeniiberzustellen. Man spricht z. B. von gemeinen complexen 
Gréssen, wenn man sich als Einheiten zwei gegebene Strecken denkt, 
von gemeinen complexen Zahlen, wenn man von solchen concreten 
Kinheiten abstrahirt oder dieselben rein formal annimmt. 
~ 2. Es liasst sich nun zeigen, dass ein System von absoluten 
Gréssen dem Axiome des Archimedes geniigen muss, wenn es als stetig 
vorausgesetat wird. 

Wir setzen demnach ein Gréssensystem 2 von den folgenden 
Kigenschaften voraus. 

1) Je zwei Gréssen des Systemes kénnen entweder als gleich 
oder ungleich und im letzteren Falle kann die eine von ihnen als die 
groéssere bezeichnet werden. 

2) Die Gréssen lassen sich addiren wie die natiirlichen Zahlen, 
insbesondere ist die Summe je eweier eine Grosse des Systemes. 

3) Falls A < B, so existirt im Systeme eine und nur eine Grosse 
X, so dass A+ X= B. 


u (7) == wf). 


Die ,,Unendlich* des in der angegebenen Weise beschrinkten Functionensystemes 
entsprechen demnach allen fiir die absoluten Gréssen aufgestellten Bedingungen. 

Die Gesammtheit derjenigen Functionen, welche ein System von der ersten 
oder zweiten Art bilden, lisst sich gegenwiirtig noch nicht definiren (vgl. P. du 
Bois-Reymond in diesen Ann, XIV, p. 506). Es ist jedoch ohne Schwierigkeit 
zu zeigen, dass die Functionen f(x), welche rational gebildet sind aus Potenzen 
mit positiven constanten Exponenten der Functionen, w,lz,l,a = I(laz)... 

x 


jee 1,2 =1(1,_(@)); e” = e(x), (a) = e(e*), eee Cy (x) = e(e,_ (a), allen 
unseren Forderungen Geniige leisten. Wir wollen dieses System noch erweitern 
durch die Functionen e(f(a)). — Da nun lim(é : #2") =+ © fiir lima =+ o, 
wie gross auch die ganze positive Zahl » sein mag, so ist U(x) << Ue”); aber 
es giebt keine ganze positive Zahl p, so dass pll(x) > U(e*) ist. 

Hr. Thomae hat a. a. O. die Ordnungen des Verschwindens einer Function 
ebenfalls als Gréssen aufgefasst, und insbesondere die den Functionen 

a? 1 : 
x “Ga? Gay ++ (lim 2 = + 0) 

entsprechenden Grdéssen als complexe Zahlen von der Form a+ 61+ yi,+--- 
dargestellt, was auch méglich ist, 
*) Vegi. die allgemeine Functionentheorie I. p. 43. 
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4) Zwischen je zwei ungleichen Gréssen liegt immer noch eine 
Grosse des Systemes und es giebt neben jeder Grosse noch eine’ kleinere, 
somit keine kleinste. Der letztere Umstand wird kurz dadurch aus- 
gedriickt, dass man dem Systeme 2 die untere Grenze Null verleibt, 
wobei 0 eine adjungirte uneigentliche Grosse bedeutet. 

Wie die Stetigkeit des Gréssensystemes 2 zu definiren ist, hat 
Hr. R. Dedekind gelehrt*). Unsere Aufgabe besteht nun darin, die 
von ihm entwickelten Ideen genauer auszufiihren. 

Aus dem Systeme 2 denken wir uns ein System TT, zwischen den 
Grenzen 0 und B abgesondert, das ohne gerade alle Gréssen von 2 
zu enthalten, doch noch die obigen Eigenschaften besitzt. Insbesondere 
sollen zwischen je zwei Gréssen P < Q von TI, nicht allein unendlich 
viele Gréssen liegen, sondern was aus 3) und 4) unmittelbar folgt, 
falls R eime Groésse zwischen P und Y bedeutet und D eine gehdrig 
kleine, sonst beliebige Grésse von TT,, so sollen im Intervalle (P, () 
auch Gréssen S, S' vorkommen, so dass R << S< R+D, R>S'> R—D. 
Das System TT,, sowie jeder Theil TT desselben begrenzt von irgend 
zwei Gréssen A’ B’ des Systemes TI,, wird im Allgemeinen jedenfalls 
Liicken aufweisen, wie man auf folgende Weise erkennen kann. 

Eine Liicke des Gréssensystemes TT,, bez. eines Theiles TT derselben 
heisst jede Theilung der ihm angehérigen Gréssen P in zwei Gruppen 
von den folgenden Eigenschaften: 

1) Jede Grésse P gehért einer und nur einer Gruppe an, 

2) Wenn P, eine Grosse der ersten Gruppe ist, so auch jede 
Grésse P< P,; weun P, eine Grésse der zweiten Gruppe ist, so 
auch jede Grésse P > P,. (Somit ist notwendig P, < P,). 

3) Ist P, eine Grésse der ersten Gruppe, so gehért zu ihr auch 
eine Grosse, welche P, iiberschreitet und ist P, aus der zweiten 
Gruppe, so befindet sich darin auch eine Grosse P < P,. 

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Entweder bleibt der 
Unterschied P, —- P,, was immer auch P, fiir eine Grosse der ersten, 
P, der zweiten Gruppe sein moége, iiber einer bestimmten Grésse von 
TT,, oder er kann kleiner sein als irgend eine Grosse von TT,. Liieken 
der letzteren Art sollen nach Hrn. Dedekind Schmnitte von TI,, bez. 
TT heissen. Wenn nun das System TT, nur Liicken der zweiten Art 
darbietet, so gilt der Satz: Bezeichnet M eine beliebige nicht zu TI, 
gehérige Grésse des Systemes 2, die kleiner als B ist, so existiren 
im Systeme TT, Gréssen P, welche von M weniger abweichen als eine 
gegebene Grosse D von TT, d.h. P—D< M< Pun P< M< P+D.— 
Denn angenommen, es sei stets M— P, > D wd P,— M>D, so 
wiirde das System TT, auch eine Liicke der ersten Art darbieten. Man 


*) Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872. 
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bilde aus den Gréssen von TT, die Gruppen P, < M und P, > M, so 
werden sie den obigen Bedingungen entsprechen. So giebt es in der 
ersten Gruppe neben dem beliebigen P, noch eine gréssere Grosse Q. 
Ist niimlich D’ < D, so findet man in TI, Gréssen Q, < P, + D’. 
Dabei muss Y, > M sein, da sonst Y, — M < D’ wiire. Auf ihnliche 
Art weist man in der zweiten Gruppe eine Grésse Q, nach, welche 
kleiner als P, ist. Da nun durchaus P, < M — D’, P, > M+ D’, 
so folgt P, — P, > 2D’, gegen die Voraussetzung. — Der analoge 
Satz gilt auch von jedem Systeme TT. 

Je nachdem ein System TT, oder TT nur Schnitte aufweist oder 
auch Liicken der ersten Art zeigt, kann man es als zwischen seinen 
Grenzen allenthalben oder stellenweise iiberall-dicht bezeichnen*). Dieser 
Begriff erscheint aber hier etwas allgemeiner gebraucht, als von Hrn. 
G. Cantor, indem keineswegs vorausgesetzt wird, dass jedem Paare 
von Grossen M, N des Systemes X, welche innerhalb der Grenzen 
eines allenthalben iiberall-dichten Systemes TT, (bez. TT) liegen, aber 
nicht zu TT, gehéren, Gréssen P des Systemes TT, entsprechen, welche 
zwischen denselben gelegen sind: M< P< N. 

Zur Stetigkeit des Systemes Z ist nun erforderlich die Abwesenheit 
von Liicken. Allein das ist nicht hinreichend, da die Méglichkeit 
vorhanden ist, dass Schnitte eines aus Y entnommenen iiberall- dichten 
Systemes TT durch mebr als eine Grosse von 2 geschlossen werden 
d. h. dass es mehrere Gréssen in 2 giebt, welche grdsser als alle P,, 
kleiner als alle P, sind. 

Die Stetigkeit des Systemes 2 wird demnach folgendermassen zu 
detiniren sein (1. c. p. 18): 

Das Groéssensystem 2 heisst zwischen den Grenzen A und B 
stetig dann und nur dann, wenn aus den ihm zugehérigen Groéssen 
iiberall-dichte Systeme TT zwischen den genannten Grenzen gebildet 
werden kénnen und wenn jeder Liicke erster Art eines solchen un- 
zithlig viele Groéssen S aus 2 entsprechen, jede grésser als alle P, 


*) In der ersten Ausgabe der vorliegenden Arbeit wurde die Unterscheidung 
von Liicken erster und zweiter Art ausser Acht gelassen. Aehnliche Fehler 
sind auch Anderen untergelaufen; so Bolzano bei der Definition des Conti- 
nuums, wie Hr. G, Cantor (diese Annalen Bd, XXI, p. 576) bereits hervor- 
gehoben hat. Derselben geniigt auch jede Punktmenge, welche aus einer ge- 
gebenen Strecke dadurch entsteht, dass eine in ihr enthaltene Strecke mit ihren 
Endpunkten entfernt wird. Hrn. Cantor’s Bedingung des ,,Zusammenhanges 
einer Menge kann ich hier nicht verwenden; denn sie setzt voraus, dass fiir die 
zum Systeme Tl, gehérigen Grissen das Axiom des Archimedes bestehen soll. 
Soll niimlich fiir je zwei Grissen P <Q von TIy bei vorgegebener belieliger 
Grésse D von Tl, eine endliche Anzahl von Gréssen R, R,--- BR, in Tl, vorhanden 
sein, so dass die Unterschiede R, — P,, R, — R,--: Q—R,, simmtlich kleiner 
sind als D, so wiirde eben folgen, dass Q@-— P<(n-+ 1) D sein muss. 
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und kleiner als alle P,, jedem Schnitte aber eine und nur eine solche 
Grisse S*)“‘. Nach der Definition einer Liicke ist es selbstverstiindlich, 
dass die soeben erwihnten Gréssen S nicht dem beziiglichen Systeme 
TT angehoren. 

3. Satz. ,Wenn fiir ein Gréssensystem 2 ausser den schon im 
Kingange von Nr. 2 gemachten Voraussetzungen noch die Stetigkeit 
festgesetzt wird, so folgt notwendig: 

1) Die Theilbarkeit jeder Grisse A des Systemes = in beliebig viele 
(n) gleiche Theile, d. i. im Systeme X existirt eine Grésse X, so dass 
nX =A; . 

2) dass das Axiom des Archimedes besteht.“ 

Beweis. Zu 1. Man bemerke zuniichst: ist B eine gegebene 
Grésse von 2, m eine beliebige natiirliche Zahl, so existirt immer 
eine Grésse Y von der Art, dass n¥Y < B. Dies ergiebt sich aus 
den Voraussetzungen in Nr. 2 unmittelbar. Wiirde man nun an- 
nehmen, es sei keine Grésse X vorhanden von der Art, dass nX = A 
so kénnte man im Systeme (0, A) eine Liicke nachweisen, gegen die 
Voraussetzung der Stetigkeit. In der That ist P < A so ist nP ent- 
weder < A oder > A. Dadurch werden die Gréssen (0, A) in zwei 
Gruppen P,, P, getheilt; nP, << A; nP, > A; welche den oben auf- 
gestellten Bedingungen Geniige leisten. Insbesondere: ist P, eine 
Grosse der ersten Gruppe, so auch P, + Y, woferne, nur Y, so ge- 
wahlt wird, dass 
nY,<A—nP,; steht P, in der zweiten Gruppe, so auch P, — Y,, 
woferne nur » Y, < nP, — A. 


*) Von besonderer Wichtigkeit ist die Forderung, dass jedem Schnitte nur 
eine Grésse zugeordnet sei. In dem_oben aufgestellten Systeme von ,,Unendlich* 
giebt es Schnitte, denen unziihlig viele Grissen entsprechen. So stellen die 
Gréssen U(a) — 0< « <1 — einer- und die Grissen U(2”) —» >1 — anderer- 
seits die Gruppen eines Schnittes dar, dem aber nicht allein die Grisse U(x) 
entspricht, sondern auch alle Grissen U(g,,), wo 


1, (@) 
iT, @) 


In™™ & 


("> 2). 


Fiir diese von Hrn. du Bois-Reymond a. a. O. angegebene Function ergiebt 
sich in der That 


n() ; 
Lim, ie =0 oder +, je nachdem uw > oder <1. 
z=+2 a 
Und es ist ferner fiir lim. a = -+ 
9, (#) 
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Zu 2. Es sei A < B. Wiirde die Reihe wachsender Grdéssen 
A,2A.-.nA-+ die Grésse B nicht tiberschreiten, so miisste sie 
einen Grenzwerth C < B haben, so dass C> nA aber C— A < mA. 
Darin liegt ein Widerspruch, da C < (m+ 1) A folgen wiirde. 

Es ist nur nachzusehen: ob der hier benutzte Satz (vgl. Dede- 
kind l. ce. p. 29): ,Wenn M,M,---M,--- eine unbegrenzte Reihe 
wachsender Grdéssen des stetigen Systemes 2X: (0, B) bezeichnet, welche 
die Grésse B nicht iiberschreiten, so existirt eine und nur eine Grésse 
C< B von der Art, dass C grésser ist als alle M@,; dass jedoch zu 
jeder Grésse D des Systemes eine ganze Zahl m gehdrt, welche der 
Bedingung geniigt M, > C — D fiir n > m* — nicht das Axiom des 
Archimedes voraussetzt. Das ist jedoch nicht der Fall. In der That, 
wiirde die Existenz einer solchen Grésse C nicht zugestanden, so wiire 
im Systeme (0, B) eine Liicke vorhanden. Die erste Gruppe wird 
gebildet von allen Gréssen P,, die kleiner sind als irgend ein M,; 
die zweite von denjenigen P,, die grésser sind als jedes M,. Diese 
beiden Gruppen entsprechen vollkommen den in Nr. 2 aufgestellten 
Bedingungen, wie leicht ersichtlich ist. So findet man z. B. in der zweiten 
Gruppe stets eine Grésse P < P,. Denn es darfzufolge Annahme nicht 
sein bei beliebigem D M, > P,—D fiir alle hinlinglich grossen Werthe 
von %:% >m; so dass, wie gross auch » vorausgesetzt werden mag, 
eine Zahl » > m vorhanden sein muss, woftr M,< P, — D. Somit 
muss es Gréssen D geben so beschaffen, dass wenn P beliebig ge- 
wihlt wird zwischen P, — D und P,, P>M,> M, ist. — Und 
zwar existirt nur eine Griésse C. Denn hiitte C’ dieselben Eigen- 
schaften, und wiire 0’ > C angenommen, so wire, wie klein auch D 
sein mag, C+ D>M,,+ D>’. Ebensowenig kann C’ < C sein. 
(Vgl. Nr. 5). 

Nunmehr folgt auch der Satz: ,,Das tiberall-dichte Gréssensystem 
TI, enthilt Gréssen kleiner als jede gegebene Grosse FE des stetigen 
Systemes 2X. Angenommen es seien alle Gréssen P von TI, > F 
folglich > EK’, Nun ist leicht einzusehen zufolge der 3. Kigenschaft 
von TT, (vgl. Nr. 2), dass es im Systeme TI, Gréssen Y giebt von der 
Art, dass n Y < P, wie gross auch » sein mag. Gemiiss der Voraus- 
setzung wiire nun auch Y > E’, folglich P> nZ’ gegen das Axiom 
des Archimedes. — Der vorstehende Satz ist identisch mit dem fol- 
genden: ,,Es seien im Systeme TT, (0, B) eine unbegrenzte Reihe 
wachsender Gréssen M,M,--- M, +--+ gegeben, welche B nicht tiber- 
schreiten, dieser Grésse aber niher kommen als irgend eine Grésse D 
von TT,. Ist nun das Gréssensystem 2 im Intervalle (0, B) stetig, so 
muss jede Grésse S von 2 die kleiner als LB und verschieden von den 
M,, ist, entweder kleiner als M, sein oder zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Gréssen M,, und M,,4;, der obigen Reihe liegen.* — In 
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der That, da D < B —S angenommen werden kann, so folgt schliess- 
lich M, > B— D> 8S. — Fir die ,,Unendlich® gilt keiner der beiden 
Sitze (P. du Bois-Reymond l. c.). 

Ferneres ergiebt sich: ,,Ist das System 2 zwischen seinen Grenzen 
A, B stetig wid TT ein daraus entnommenes Grdéssensystem, allent- 
halben zwischen den Grenzen A, B iberall-dicht; sind ferner M, N 
zwei beliebige Gréssen von 2, welche nicht zu TT gehdren, so gicbt 
es im Systeme TT Grissen P, welche zwischen M und N liegen“’. Es 
sei M < N. Nun giebt es in TT Gréssen P, so dass M< P< M+ D, 
wo D eine beliebige Grosse aus Tl, bedeutet. Wegen der Stetigkeit 
von kann man aber D < N — M voraussetzen, woraus der Satz 
unmittelbar folgt. 

4. Somit ist erwiesen, dass das Axiom des Archimedes fiir die 
Strecken im Sinne der alten Geometrie als Corollar erscheint, wenn 
man zu den ihnen von Eudlid beigelegten Eigenschaften noch die 
Stetigkeit des Systemes derselben .fiigt. Soll aber diese Annahme 
unterbleiben, so miisste der erwihnte Grundsatz fiir das System der 
Strecken (sowie auch fiir das der Winkel) unter die Axiome der Geo- 
metrie aufgenommen werden.*) 

5. Z“ufolge des oben angefiihrten Grassmann’schen Grdssen- 
begriffes lassen sich Dinge derselben Art nur dann als Gréssen an- 
sehen, wenn ein Verfahren angegeben wird, nach welchem die Ver- 
gleichung von irgend zwei derselben durchgefiihrt werden soll. Die 
griechischen Geometer schlugen hinsichtlich der Raumgebilde (Strecken, 
Flichenriume, Korper) gerade den umgekehrten Weg ein. Ihnen 
steht die Vergleichbarkeit von je zwei gleichartigen derselben von vorne- 
herein fest, d. h. ohne dass die Méglichkeit der Vergleichung auf 
geometrischem Wege nachgewiesen zu werden brauchte**). Ausser- 
dem legen sie den Raumgréssen die Eigenschaften 2) — 4) in Nr. 2 
bei, ferner die Theilbarkeit einer jeden in gleiche und mit ihr gleich- 


*) Es scheint mir sicher zu sein, dass Archimedes den oft erwiihnten 
Satz als Axiom bezeichnet hat, weil er ibn aus seinen Voraussetzungen itiber die 
geometrischen Gréssen nicht abzuleiten vermochte Wie ich bereits p. 269 an 
merkte, folgt er nicht aus den in Nr. 2 ungegebenen Kigenschaften 1) — 4) eines 
Griéssensystemes 2, sondern bildet neben ihnen eine nothwendige Voraus- 
setzung tiber ein System von linearen absoluten Griéssen. Es ist offenbar, dass 
diese Ansicht gerade durch die Bekanntschaft mit dem Systeme der ,,Unendlich“ 
begriindet wird. Ich sehe die von Hrn, du Bois-Reymond entdeckte Unter- 
scheidung zwischen linearen und nicht-linearen Grdéssen als einen fundamentalen 
Gedanken an und habe ihn demgemiiss (sowie auch die iibrigen in diesem Auf- 
satze entwickelten Ansichten) fiir meine Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik 
in W. 8. 1881|2 benutzt. 

**) Dieselbe Voraussetzung macht Hrn. de Tilly’s erstes Axiom der Geometrie. 
(Mémoires de Bordeaux 2 sér. ‘I’. III. p. 3). 
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artige Theile*) und die im Axiome des Archimedes ausgesprochene 
Eigenschaft. 

Fiir eine solche Darstellung sind Euclid’s Axiome 1—9 sémmtlich 
unentbehrlich. Sein 8. und 9. Axiom geben zwar die geometrische 
Erklirung specieller Fille der Gleichheit und Ungleichheit von Raum- 
gebilden (welche beziiglich der Strecken und Winkel allgemein aus- 
reichen), aber man sucht bei Euclid vergebens eine solche, in Betreff 
zweier gleichen Flachenriume und Koérper, die nicht gleich und ihn- 
lich sind. Um seine Darstellung der Siitze iiber die gleichen Polygone 
in obigem Sinne zu verbessern, hat man bekanntlich von der Definition 
auszugehen: Gleich sind zwei Zellen (d. i. von je einer einfachen ge- 
schlossenen Linie begrenzte Fliichen), wenn sie entweder gleich und 
iihnlich sind, oder aus Theilen bestehen, die gleich und ihnlich 
sind.**) Da eine geradlinig- und eine krummlinig-begrenzte Zelle 
,,weder congruent noch in congruente Flichentheile zerfallbar sind, 
so ist es, von dem hier angegebenen Standpunkte aus, insoferne man 
den Begriff der Gleichheit in dessen geometrischer Klarheit und Be- 
stimmtheit erhalten will, uicht wohl abzusehen, auf welche Weise 
sich jemals eine Vergleichung zwischen beiden Gattungen vou Flichen, 
dem Begriffe der Nothwendigkeit nach, werde zu Stande bringen 
lassen.“‘***) Hier giebt es eben keinen anderen Ausweg als den 
Flicheninhalt der letzteren Zelle mit Hiilfe von Infinitesimalbetrachtun- 
gen zu definiren. 

*) Genau genommen wird allerdings nur die Theilbarkeit durch 2 gefordert, 
wie aus Euclid, X prop. 1, Archimedes de quadratura parabolae prop. 20 etc. 
hervorgeht. 

**) P. Gerwien hat gezeigt (Crelle J. X. p. 229), dass zwei Dreiecke mit 
gleichen Grundlinien und Héhen in Stiicke zerschnitten werden kinnen, welche 
beziiglich gleich und fihnlich sind. Einfacher hat Duhamel (vgl. des Methodes 
dans les sciences de raisonnement II, p. 445) die Lehre von den gleichen Poly- 
gonen in der Ebene dargestellt. Kr bemerkt ausdriicklich, dass bei Zugrunde- 
legung der im Texte erwihnten Definition das 3. und 7, Axiom, welche Euclid 
im Beweise der Sitze Elem. I 35 - 38 beniitzt, nicht mehr zulissig seien. Die in 
diesen Axiomen ausgesprochenen Siitze erscheinen vielmehr als Folgerungen, 
nachdem die Vergleichbarkeit aller geradlinig begrenzten Zellen in obigem Sinne 
nachgewiesen ist, was tibrigens auch von Duhamel nicht vollstindig geleistet 
wurde. Hierzu ist noch zu zeigen, dass die in Euclid. Elem, |. prop. 43 als gleich 
bezeichneten Parallelogramme sich auch in gleiche und iihnliche Stiicke zérlegen 
lassen. Solche erhilt man, wenn man die, zweite Diagonale desjenigeu Parallelo- 
grammes, in welchem die ersteren liegen, zieht und zu ibr durch die gemein- 
same Ecke ebenderselben eine Parallele. 

***) Die angefiihrten Worte stehen in der Abhandlung von E. H. Dirksen: 
,», Ueber die Anwendung der Analysis auf die Rectification der Curven ete,““ (Abh. 
der kgl, Academie zu Berlin aus dem Jahre 1833), indess bezogen auf eine ebene 
und krumme Fliche, Wie mir scheint, passen sie auch auf zwei beliebige ebene 
Zellen z. B. auf einen Kreis und ein Quadrat. Erscheiat es, wie a. a. O. p. 128 
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Wesentlich davon verschieden musste das Verfahren der Griechen 
sich gestalten. Nachdem durch die Axiome 8. und 9. die Vergleichung 
von raumlichen Gréssen in gewissen Fiillen anschaulich gelehrt ist, 
wird vermdge der iibrigen Axiome rein dialectisch die Vergleichung in 
einigen Fiillen erzielt, die nicht unter die erstgenannten Axiome unter- 
zubringen sind, Diese Methode reicht jedoch nicht weit; es musste 
daher ein neues Mittel ersonnen werden, das allerdings von den Alten 
nicht ausdriicklich als der leitende Gedanke erklirt ist. 

Die Griechen geben vielmehr zu den von ihnen gefundenen Siitzen 
iiber die Quadratur krummlinig-begrenzter Zellen stets indirecte Beweise. 
Die Schwierigkeit, die man manchmal in denselben gefunden hat, 
verschwindet bei niherer Betrachtung. Sie lassen sich niimlich sémmt- 
lich auf folgenden Satz zuriickfiihren: ,Zwei geometrische Grdssen 
A,B sind einander gleich, falls sich zeigen lisst, dass bei der An- 
nahme A> B der Unterschied A— B, und bei der Annahme 
A < B der Unterschied B — A kleiner wiire als jede mit A, B gleich- 
artige Grésse.“*) Es- ist dies der einzige Ausweg, den die Alten 
einschlagen konnten. 

Die Beniitzung dieses Satzes wird erméglicht durch das Axiom 
von Archimedes. Dasselbe lisst sich, wenn es fiir die Strecken fest- 
gesetzt ist, fiir zwei beliebige Zellen A, B wenigstens in der Euclid’- 
schen Geometrie \eicht nachweisen, wie mir Herr Dantscher v. 
Kollesberg mittheilt. Ist A < B, so construire man ein Quadrat 


ausgefiihrt ist, nothwendig, vor Allem die Linge einer krummen Linie als Zahl 
zu definiren, so wird man dieselbe Forderung auch gegentiber den ebenen Zellen 
aufstellen miissen und den Inhalt einer solchen nicht als das geometrische Ver- 
hiltniss ihrer Grésse zu der Grisse. eines Quadrates, dessen Seite der Liingenein- 
heit gleich ist, definiren kénnen, wie es a, a. O. pag. 141 geschiecht. — Der Bogen 
CC’ wird hier so definirt, wie p. 273; jedoch beschriinkt sich Dirksen durch- 
aus auf die Annahme der gleichen Theilung des Intervalles a’ — a 


6, = 0, =--- = 4d, = (a —a):n. 


Auch, fehlt wenigstens im Sinne von p. 259, der Nachweiss, dass fiir lim n=-+- » 
ein Grenzwerth vorhanden sei. (Vgl. auch L. Ballauf: tiber die mathematischen 
Definitionen und Axiome, Programm Varel 1879). 

*) Vgl. Encyclopédie, Art. Exhaustion. Wenn Hankel (a.a. O. p. 126) 
bemetkt: » Von einer Exhaustionsmethode zu sprechen ist sonach insoferne 
kaum zulissig, als die Alten niemals jhr Verfahren der Quadratur und Kubatur 
unter einem allgemeineren Gesichtspunkte ... dargestellt u. s. w.‘t; so hat er 
allerdings Recht, Aber man sollte auch nicht unterlassen hervorzuheben, dass 
aus dem im Texte angefiihrten Satze und der Theorie der Verhiiltnisse in Euclid’s 
V. B., welche den Alten den Gebrauch irrationaler Zahien erspart, ihr geome- 
trisches System consequent und methodisch sich entwickeln lisst. Man wird ferner 
zugeben, dass auf diesem Standpunkte die Darstellung im Wesentlichen nicht 
anders ausfallen konnte, abgerechnet den Beweis des in Nr. 7 erwihnten Satzes. 
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FE, ganz innerhalb A gelegen, und lege soviele (p) Quadrate E neben- 
einander, bis B vollstindig bedeckt ist. Dann ist pA > B. 

6. Geht man das 5. Buch von Euclid’s Elementen durch, so wird 
man finden, dass gesagt wird, ein Verhiiltniss haben irgend zwei 
Gréssen eines Systemes von Gréssen, welche sich untereinander ver- 
gleichen , wie die absoluten Zahlen addiren, subtrahiren, theilen lassen 
und dem Axiome des Archimedes geniigen (vgl. Elem. V. def. 4, prop. 8). 
Dabei miissen also auch die Summe und Differenz zweier Groéssen, 
sowie jeder als méglich geltende aliquote Theil einer solchen wieder 
Gréssen des Systems bilden. Zufolge der Annahmen, welche nach 
Nr..5 die Griechen iiber die geometrischen Gréssen gemacht haben, 
sind sie sonach berechtigt, von dem Verhiiltnisse je zweier gleich- 
artiger unter denselben zu sprechen. Wenn man aber diese Voraus- 
setzungen nicht machen will, so ist schon der Nachweis nicht mehr 
méglich, dass zwei Kreisfliichen K, K’ ein Verhiltniss haben. Denn 
im Systeme der Kreisfliichen lisst sich zwar die Vergleichung unmittel- 
bar herstellen; aher es geht nicht an, die Fliiche K + K’, welche 
durch Aneinanderlegen beider Kreise entsteht, auf geometrischem Wege 
in einen Kreis zu verwandeln oder auch nur mit einem beliebigen 
Kreise zu vergleichen *) 

Es ist ein Verdienst R. Simson’s, des trefflichen Kenners der 
alten Geometrie, die Darstellung Euclid’s im 5. Buche mit vollem 
Verstindnisse gewiirdigt zu haben. Mit ihm stimmt Hankel iiberein.**) 
Fiir Euclid hat die Frage, was das Verhiiltniss zweier Gréssen sei, 
keinen Sinn, er setzt nur fest, unter welcher Bedingung der Ausdruck: 
», A steht in demselben Verhiltniss zu B, wie C zu D“ gebraucht 
werden soll, Daher giebt es fiir ihn auch nicht éodtyg tév Adywr 
(Gleichheit), sondern tavtéryg (Dieselbigkeit). Dadurch treten ,,Gréssen“ 
und ,,Verhiltnisse“ in einen fiir die alte (Geometrie charakteristischen 
Gegensatz, der ihre Darstellung ziemlich schwerfillig gemacht hat. 

Wenn wir aber den in Nr. 1 aufgestellten Gréssenbegriff gebrauchen, 
so kénnen wir auch die ,, Verhiiltnisse“ als Gréssen auffassen. Zuniichst 
ist uns die Nebeneinanderstellung zweier gleichartiger geometrischen 
Gréssen A, B mit Beachtung ihrer Aufeinanderfolge ein Gedanken- 
object, das wir ihre Beziehung nennen mdgen. Dann stellen wir 
durch Definitionen, die an sich willkiirlich sind (wenn sie nur den in 
Nr. 1 erwaihnten formalen Bedingungen Geniige leisten), die Vergleich- 
barkeit der ,,Verhiltnisse‘’ her und machen sie dadurch zu Gréssen. 


*) Demnach lassen sich auch die Kreisflichen fiir sich betrachtet, zufolge 
der in Nr. 2 aufgestellten Definition nicht unmittelbar als stetiges Grissensystem 
auffassen. ’ 

**) Vgl. R. Simson, The elements of Euclid. etc. 3. Edition 1767 und 
Hankel, zur Geschichte der Mathematik p. 389. 
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Bedienen wir uns hierzu der Erklirungen Elem. V. Def. 6,7; so er- 
geben sich die Siitze des 5. Buches; hitten wir aber z. B. festgesetzt, 
es soll (A: B) >, =, < sein als (C: D), falls A+ D>, =, < 
ist als B+ C, so wiirden wir zur Theorie der ,,arithmetischen Ver- 
hiiltnisse “ gelangen, welche aber nur dann etwas Neues liefern wiirde, 
wenn man bei positiven Differenzen A — B(A > B) stehen bleiben 
wollte. 

Voreilig ist es, die ,,Verhiiltnisse’ nun, nachdem sie zu Gréssen 
gemacht sind, sofort als absolute Zahlen im Sinne der Arithmetik zu 
erkliren — ein Verfahren, dessen sich schon Newton bedient, um 
diese Zahlen zu definiren (Arithmetica universalis 1732, pag. 4). Indem 
nach V. Def. 6 die Verhiltnisse zweier commensurablen Gréssenpaare 
A=ak B=bE; C=cF D=dF gleich sind, falls die Quotienten 
a:b—e:d, so kénnen diese Verhiltnisse der rationalen Zahl a:b 
zugeordnet oder gleich gesetzt werden. Nun steht es allerdings frei, 
auch das Verhiiltniss zweier incommensurabelen Grossen eine Zahl zu 
nennen; aber aus dem Vorstehenden lisst sich iiber die Kigenschaften 
dieser Zahlen nichts entnehmen. 

Man hat daher zuerst nachzuweisen, dass die Verhiiltnisse alle 
Kigenschaften der absoluten Zahlen besitzen, d. i. die vier Species 
nach den fiir die ganzen positivén Zahlen geltenden Gesetzen zulassen. 
Mit Hilfe der von Euclid a, a. O. gegebenen Begriffe und Siitze lisst 
sich dies wohl leicht machen; aber es darf nicht unterbleiben, wenn 
man auf dem von Newton benutzten Wege die absoluten Zahlen in 
die Arithmetik einfiihren will. 

7. Der Beweis, den Euclid zum 2. Satze des XII. B. seiner 
Klemente beibringt, wurde in neuerer Zeit wieder eingehend besprochen; 
doch ist hierbei ein Umstand. unbeachtet geblieben, der nach dem 
Zeugnisse des Jesuiten Claudius Richardus der Aufmerksamkeit 
iilterer Erklirer Euclid’s nicht entging.*) Der in Rede stehende 
Satz liisst sich, sowie der 5., 11., 12., 18. Satz desselben Buches, als 
specieller Fall des folgenden auffassen: ,,Wenn die wachsenden Grossen 
P,, P,...P,... einer Grosse K; die wachsenden Gréssen P,’, P,... Pi... 
einer Grésse K’ beliebig nahe kommen und dabei die Verhiltnisse 
P,: Py, Py: Py... Pa: Pa... demselben Verhiiltnisse A: A’ gleich 
sind, so ist auch K: K’ =A: A’.“* Nach der Methode der Alten 
wird der Satz indivect bewiesen. Wiiren die Verhiiltnisse K: K’ und 
A: A’ nicht einander gleich, so miisste es eine mit K, K’ gleichartige 
Grosse X geben, so dass K: X—A:A’. Und uun wird gezeigt, 


*) Vgl. Duhamel 1. @. Il, pag. 384, Hankel 1. c. pag. 123 und Euclidis 
elementorum geometricorum libros XIII . . . illustravit ... Cl. R. Autverpiae 
1645 pag. 143. 
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dass X weder grésser noch kleiner als K’ sein kann.*) — Die Existenz 
der Grésse X kann aber wenigstens im Allgemeinen, nicht dargethan 
werden; man steht also vor einem neuen Axiom.**) Die Geometrie 
der Alten hiitte sich dasselbe allerdings ersparen kénnen; denn es liisst 
sich unmittelbar zeigen, dass das Verhiiltniss K: K’ weder grdésser 
noch kleiner sein kann als das Verhiiltniss A : A’.***) 

8. Wirft man die Frage auf, was die Gleichheit zweier Raum- 
gebilde fiir die Anschauung zu bedeuten habe, so wird man in den 
Meisterwerken der griechischen Geometrie vergebens nach einer Ant- 
wort suchen, Nach Euclid. XII. prop. 5—7 sind Pyramiden von 
gleicher Grundfliche und Hohe einander gleich. Da nun solche 
Pyramiden bis auf den heutigen Tag nicht in gleiche und ihnliche 
Theile zerlegt werden konnten, so bleibt keine andere Antwort auf 
obige Frage iibrig, als dass ihnen gleiche Zahlen zugeordnet werden 
kénnen. Bei den Griechen, denen nur die rationalen Zahlen bekannt 
sind, wird man sie natiirlich nicht finden. Der Uebergaug von der rein 
dialectischen Darstellung der Griechen zu unserer mdglichst geome- 
trischen Auffassung, im Alterthume selbst in der geometrischen Praxis 
bereits durchgefiihrt (man denke an die Sehnentafelu des tole miius) 
hat sich gleichwohl sehr langsam vollzogen. Es diirfte wohl erst 
Legendre gewesen sein, der ihn abgeschlossen hat, indem er im 
lI. Buche s@iner Elemente der Geometrie den Satz aufstellte, dass 
die geometrischen Gréssen sich durch Zahlen ausdriicken lassen, 7+) 


*) Hierzu kann auch der in Nr. 5 erwiihnte Satz dienen. 
**) Dass in einem stetigen Grissensysteme zu K eine Grisse X gehirt, ist 
durch die Methode der Schnitte nachweisbar. 
***) Bezeichnet D eine beliebige Grésse, so gehirt nach Voranussetzung dazu 
eine Zahl m, so dass fiir » >m 


(a) P,<K<P,+D, PiL<K' <Ps+D 


Wiirde angenommen (K: K’) > (A: 4’); so miisste (Euclid. V, Def. 7) mindestens 
ein Paar ganzer Zahlen p, p’ existiren, so dass zugleich pK > pK’, pA<p'A, 
woraus wegen P,: Pj; = A:A’ folgen. wiirde pP,<p'P/ (V. Def. 5), wo 
m=1,2,... sein kann, Zufolge (a) hat man nun fiir n > m 


pK<pPi+pD<pK'+pDdD ai. pK—pK' <pD. 


Und da pD ebenfalls eine beliebig kleine Grisse darstellt, so kann unmdglich 
pK>p'K’ sein. Somit kann (K: K’) nicht grésser als (A: A’) sein; ebensowenig 
(K': K)>(A’: A) di. (K: K’) << (A: A); folglich ist K: K’ = A: A’. — Dieser 
aus der Theorie der Verhiltnisse nach Eudoxus abgeleitete Beweis des in Rede 
stehenden Satzes scheint Hankel entgangen zu sein (Vgl. |. c. p. 124 Note). 
Man kann sich tibrigens oben auf die Annahme pA <_p’ A’ beschriinken. 

+) Ich kann mich der Ansicht von Hankel (Theorie d. complexen Zahlen- 
systeme p. 66) nicht anschliessen, der Legendre’s Vorgang ein votegoy medtsgov 
nennt; sondern glaube vielmehr, dass derselbe, indem er den endgiiltigen Bruch 
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Auch Bolzano legte denselben seinen geometrischen Arbeiten zu 
Grunde. Der genannte Satz braucht nicht als ein Axiom betrachtet 
zu werden; er lisst sich erweisen zuniichst fir die Strecken der geraden 
Linie, nachdem die unbeschriinkte Theilbarkeit derselben gezeigt (in 
der Nicht-euclid’schen Geometrie vorausgesetzt) und das Axiom des 
Archimedes fiir sie angenommen ist. Ein Axiom aber ist es, wie 
Herr G. Cantor zuerst ausgesprochen hat*), dass umgekehrt auch 
zu jeder in der Arithmetik definirten reellen Zahl eine Strecke gehdrt. 
Damit gleichbedeutend:erscheint die Annahme, dass die Strecken ein 
stetiges Grissensystem im Sinne von Nr. 2 bilden (womit dann aber 
auch die gerade erwihnten Annahmen entfallen). Denn liegt eine 
arithmetische Theorie der irrationalen Zahlen vor, wie wir solche den 
Bemiihungen der Herren G. Cantor, Dedekind, Heine, Weier- 
strass verdanken, so kann auch der zuletzt erwihnte Satz durch 
einen Beweis erhirtet werden. — Es wiire jedoch voreilig, fiir die 
Bogen einer krummen Linie ohne Beweis auch nur den Legendre’- 
schen Satz zuzulassen. 


Ich benutze die hier gebotene Gelegenheit, um meinem Aufsatze 
iiber Bolzano im XVIII. Bande der Mathematischen Annalen p. 255ff. 
folgende Berichtigungen zuzufiigen: 

1. Man kann nicht behaupten, wie es a. a. O. pag. 256 heisst, 
dass Cauchy die gleichmissige Convergenz der Functionen zweier Ver- 
iinderlichen zu den dadurch sich ergebenden Grenzwerthen, dass eine 
der Veriinderlichen sich einem und demselben Grenzwerthe niihert, 
vollig unbekannt geblieben sei. . Vielmehr stimmt dasjenige, was er zur 
Richtigstellung seines Satzes iiber die Stetigkeit der Reihensummen**) 
dreissig Jahre spiiter vorbrachte,***) mit der durch den soeben erwihnten 
Begriff bewirkten Beschriinkung dieses Satzes iiberein. Die Hinfillig- 
keit desselben hat bekanntlich zuerst Abel durch das Verhalten der 
Function sin x — —* -} an Se —--+- in der Umgebung der Werthe 
x = (2m + 1)a dargethan.+) Abel gelangte jedoch nicht mehr 
zur vollstiindigen Kinsicht iiber die Bedingung, unter welcher auf die 
mit der Geometrie der Alten bedeutet, einen wesentlichen Fortschritt der Geometrie 
darstellt. Die franzésischen Geometer, wie die Herrn Rouché und Comberousse, 
thun daher wohl daran, diese Errungenschaft ihres grossen Landsmannes fest- 
zuhalten. 

*) Vgl. diese Annalen Bd. V. p. 128 
**) Vgl. Cauchy Cours d’Analyse (1821) pag. 131. 
*#*) Vogl. Comptes rendus T. 36 (1853) pag. 455. 
+) Vgl. Abel, Oeuvres complétes par Sylow et Lie. I, pag. 224. 
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Stetigkeit einer Function, die als die Summe einer convergenten un- 
endlichen Reihe 2f,(x) gegeben ist, geschlossen werden kaun. Er 
erledigte zwar den Fall der Potenzreihen,*) seine Ansicht iiber die 
Reihe 20"f,(”)**) erscheint aber heute nicht mehr sicher begriindet. 

2. Zu Il. a. a. O. pag. 257. Bolzano’s Definition eines Con- 
tinuums, woriiber er ausfiihrlicher Pr. § 38 sich verbreitet, entspricht 
nicht einmal einer in einem gegebenen Intervalle allenthalben iiberall- 
dichten Punktvertheilung. Denn nach derselben. bilden z. B. alle 
rationalen Zahlen &, geniigend einer der beiden Bedingungen 1<§< 2, 
V¥3<§<2, ein Continuum. ***) 

3. Ich war friiher der Ansicht, dass die Stetigkeit eines Gréssen- 
systemes}) die Annahme voraussetze, dass sich die Gréssen in eine 
fortlaufende Reihe ordnen lassen. Eben dieselbe Forderung schien mir 
(ausser der selbstverstiindlichen , dass die Theorie der irrationalen Zahlen 
begriindet sei) dem Bolzano’schen Beweise des Satzes von der oberen 
Grenze einer Verdnderlichen zu Grunde zu liegen, wie ich a.a.O. pag. 258 
2. Noteanmerkte. Diese Ansicht babe ich nun aufgegeben und ziehe daher 
die Aeusserung a. a. O.: ,,Es liegt ihm .... werden kénne“ zuriick. 
Heute halte ich dafiir, dass der erwihnte Beweis nichts weiter voraus- 
setze, als dass die Veriinderliche, d. h. alle ihre unendlich vielen 
Werthe definirt seien. ++) 


Innsbruck, den 10. Marz und 1. October 1883. 





*) Vgl. Oeuvres completes I, pag. 223. Theoréme IV, und A. Pringsheim 
diese Annalen Bd. XXI, pag. 376, dessen Kritik einer alteren, gegentheiligen 
Aeusserung von mir ich als zutreffend anerkennen muss. 

**) Vgl. 1. c. Theortéme V und die Note der Herren Herausgeber iiber diesen 
Satz T. Il, pag. 303. 

***) Die Miingel der in Rede stehenden Definition hat bereits Herr G. Cantor 
hervorgehoben (diese Annulen Bd. XXI, pag. 576). 

+) Vgl. diese Annalen Bd. XXII, pag. 508. 

+t) Zugleich berichtige ich folgende Druckfehler in meiner Arbeit: p. 273, 
Z. 5, lL. a’ statt b, p. 278, Z. 12, 1. < statt >. 
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Ueber conjugirte bintre Formen und deren geometrische 
Construction.*) 


Von 


Orro ScHLesmncer in Breslau. 


Einleitung. 


Nach einer von Herrn Prof. Rosanes eingefiihrten Bezeichnung**) 
nennt man zwei binire Formen des nten Grades: 


a," = (a,%, + a,%,)* = a)%," + (7) A, #,"—' x, +--+ + ay %," 


Og" = (Hy Hy Oy Hy)" = Oty H," + (f) ay" My +++ + On %” 


*) Die vorliegende Untersuchung ist im Jahre 1881 in Folge einer freund- 
lichen Anregung von Seiten meines verehrten Lehrers, Herrn Prof. Rosanes, 
begonnen worden, dem ich auch fiir mannigfachen Rath bei Fortfiihrung derselben 
zu lebhaftem Danke verpflichtet bin. Im Februar 1882 war ich in der Lage, Herrr. 
Prof. Rosanes von dem wesentlichen Inhalt der hier wiedergegebenen Arbeit 
Mittheilung zu machen. Nachdem ich sie alsdann Mai 1882 zum Zweck meiner 
Promotion der philosophischen Facultit der Universitit Breslau iiberreicht und 
im October desselben Jahres als Dissertation hatte drucken lassen, war es zuniichst 
meine Absicht, die erlangten Resultate noch eingehender zu verfolgen und spiiter 
in erweiterter Fassung einem griésseren Leserkreise zuzufiihren. Inzwischen hat 
Herr W. F. Meyer in Tiibingen ein Buch ,,Ueber Apolaritit und rationale 
Curven‘: (Mirz 1883) herausgegeben, welches neben Anderem einige Siitze dar- 
bietet, die auch in einem Theil meiner Arbeit (niimlich den §§ 1, 2 und 8) ent- 
halten sind*). Diese Publication liisst es mir wiinschenswerth erscheinen, einer- 
seits auf den abweichenden Gesichtspunkt hinzuweisen, der mich auf die von 
Herrn Meyer entwickelten Siitze gefiihrt hat, andrerseits die iibrigen Resultate 
meiner Abhandlung zu verdffentlichen, welche zur Lisung eines constructiven 
Problems hinfiihren und iiberdies jene ersterwihnten Siitze in neuem Lichte 
erscheinen lassen, 

**) Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen.“ Crelle’s 
Journal. Bd. 76. 


*) Auf Wunsch von Herrn Meyer fiige ich die Bemerkung bei, dass Herr Meyer bei 
Publication seiner Untersuchungen von der Dissertation des Herrn Schlesinger selbstverstind- 
licherweise keine Kenntnise gehabt hat. Man vergleiche iibrigens auch Herrn Meyer’s Noten in 
Bd, XXI dieser Annalen. F. Klein, 





*) 
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»zu einander conjugirt“, sobald die in den Coefficienten beider Formen 
lineare Invariante: 


(aa)” = Ay hn — (7) a, Qn—1 + ess aa (— 1)" An Oy 


den Werth Null hat. Vermége dieser Beziehung gehdren zu jeder 
biniiren Form nten Grades unendlich viele conjugirte Formen, welche 
alle derselben n-gliedrigen linearen Gruppe angehéren, wenn allgemein 
unter einer p-gliedrigen Gruppe die Gesammtheit der Formen verstan- 
den wird, welche sich aus gewissen p Formen linear zusammensetzen 
lassen. In gleicher Weise bilden die Formen, welche gleichzeitig zu 
q gegebenen biniiren Formen conjugirt sind, eine (n + 1 — q)-gliedrige 
lineare Gruppe; da indessen jedes Element der Letzteren zu jeder 
Form conjugirt ist, welche aus den qg gegebenen linear zusammengesetzt 
werden kann, so erkennt man, ,dass jeder q-gliedrigen Gruppe vou 
Formen nten Grades eine (n + 1 — q)-gliedrige als deren ,conjugirte‘ 
derart gegeniibersteht, dass jede Form der einen zu jeder Form der 
andern conjugirt ist“. Durch diese Gegeniiberstellung ist zugleich ein 
Mittel gegeben, jede lineare Identitaét zwischen biniiren Formen durch 
die Beziehung des Conjugirtseins zu interpretiren und umgekehrt die 
letztere auf die Existenz gewisser linearer Identitiiten zuriickzufiihren, 
da die Thatsache, dass eine Form nten Grades einer p-gliedrigen 
Gruppe angehért, zusammenfillt damit, dass sie zu einer bestimmten 
(n + 1 — p)-gliedrigen conjugirt ist. 

An diese algebraischen Definitionen kniipfen sich, sobald man 
irgend eine geometrische Repriisentation der biniren Formen (z. B. als 
Punktgruppen einer unicursalen Curve) ins Auge fasst, 2 Reihen von 
Aufgaben, namlich 

1) Die Aufgabe, zu einer oder mehreren gegebenen Formen 
die conjugirten zu construiren ; 

2) die Aufgabe, alle Elemente einer q-gliedrigen Gruppe zu 
coustruiren, welche durch q ihrer Formen gegeben ist. 

Wihrend die Lisung dieser Aufgaben fiir Formen 2ten Grades, 
d. h. die constructive Herstellung harmonischer und involutorischer 
Punktepaare seit langer Zeit bekannt ist, haben von den iibrigen darin 
geforderten Constructionen bisher nur wenige eine Erledigung gefun- 
den. Fiir Formen 3ten Grades, auf einer cubischen Raumcurve als 
Triiger, sind die Aufgaben (1) und (2) von Herrn Sturm*) geldst 
worden; anderseits hat Herr Serret**) indem er sich der Darstellung 
auf einem Kegelschnitt bediente, die Lésung der Aufgabe gegeben, 
alle Formen zu construiren, welche sich aus 4 gegebenen lormen des 
vierten Grades linear zusammensetzen lassen. 


*) Crelle’s Journal. Bd. 86. 
**) Comptes rendus 87, 2. 
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Im Nachfolgenden soll versucht werden, diejenigen der Aufgaben 
(1) zu behandeln, welche bei der Repriisentation der Formen auf 
einem Kegelschnitte einerseits, auf einer Raumcurve dritter Ordnung 
anderseits, eine lineare Liésung zalassen; ich werde mich also insbe- 
sondere mit der folgenden Aufgabe beschiiftigen: ,,Wenn auf einer 
ebenen Curve 2ter Ordnung (resp. einer Raumcurve dritter Ordnung) 
als Traiger eine Form pten Grades durch die sie repriisentirenden p 
Punkte gegeben ist, so sollen alle zu ihr conjugirten Formen construirt 
werden.“ 

Da indessen alle diese conjugirten Formen eine p-gliedrige Gruppe 
bilden, so wird die Ausfiihrung der letztgenannten Constructionen 
zugleich einen Einblick in den Zusammenhang gewiihren, der zwischen 
irgend (p + 1) Formen einer p-gliedrigen Gruppe besteht, und obwohl 
dieser Einblick nicht ausreicht, um die eutsprechenden Aufgaben (2) 
allgemein zu erledigen, so wird er doch erkennen lassen, in welcher 
Richtung die Lésung derselben zu suchen ist. 





Bevor ich an den Gegenstand meiner Untersuchung _herantrete, 
will ich eine Reihe von Siatzen und Detinitionen zusammenstellen, 
deren ich mich weiterhin bedienen werde. 

I. Wenn 2 biniire Formen nten Grades zu einander conjugirt sind, 
so lisst sich die eine derselben aus den nten Potenzen der Linear- 
factoren der andern linear zusammensetzen,*) 

ll. Kine Form ungeraden Grades ist zu sich selbst conjugirt. — 
Jeder Linearfactor einer Form nten Grades f stellt zur mten Potenz 
erhoben, eine zu f conjugirte Form dar.**) 

Ill. Liegt eine binire Form nten Grades a% = (a, *, + a, %,)" 
und eine ebensolche pten Grades a? vor, und ist p < , so versteht 
man unter der Polare von a? in Bezug auf a® die binire Form 
derjenigen Punkte, deren (n — p)te Polare in Bezug auf die Form 
nten Grades zu der Form pten Grades conjugirt ist. Diese Polare 
wird durch (aa)? a-? dargestellt.***) 

IV. Zwei binire Formen ungleiehen Grades nennt man ,,zu 
einander apolar“, wenn die Form des héheren Grades zu jeder 

. Form conjugirt ist, welche die des niederen Grades als Factor enthialt.+) 
Sollen demnach a® und a? (fiir m > p) zu einander apolar sein, 80 


*) Rosanes. l, ec. 

**) Rosanes. |. c, 
***) Reye, Crelle’s Journal, Bd. 78. 
+) Reye, Crelle’s Journal, Bd. 78, 
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muss (aa)? a%-” fiir jedes » verschwinden; mit Beziehung auf III. 
ergiebt sich demnach der Satz: 

V. Zwei bindére Formen sind davu und nur dann apolar, wenn 
die Polare der Form des niederen (pten) in Bezug auf die Form des 
hdheren (x ten) Grades identisch verschwindet, oder, was dasselbe sagt, 
wenn die (n — p)te Polare jedes Punktes in Bezug auf die Form des 
nten Grades zu der Form pten Grades conjugirt ist. 

Da ferner, wenn wir a” als fest gegeben ansehen, die Identitiit 
(aa)? ax” =0 mit (n—p-+ 1) Bedingangsgleichungen fiir die (p+ 1) 
Coefficienten von «? iiquivalent ist, so folgt: 

VI. Alle Formen pten Grades, welche zu einer Form nten Grades 
(fiir » > p) apolar sind, bilden eine-|(p+ 1)—(m— p+ 1)]=[2p—n]- 
gliedrige Gruppe. Ebenso bilden alle Formen pten Grades, welche 
zu q Formen nten Grades gleichzeitig apolar sind, eine [(p-+ 1) 
—q(n—p-+1)}-gliedrige Gruppe. . 

VII. Der Kiirze halber soll weiterhin eine p-gliedrige Gruppe von 
biniiren Formen des nten Grades als eine G* von Formen bezeichnet 
werden. Wenn nunmehr eine bestimmte G* und irgend eine Form 
iten Grades c gegeben ist (wobei 7 < m sein soll), so kann man nach 
denjenigen Formen (n — i)ten Grades fragen, welche mit ci multiplicirt 
ein Element der G* liefern. Man sieht sofort, dass alle solche Formen 
eine bestimmte G*-; bilden, von der wir sagen wollen, dass sie in 
der G* ,,enthalten“ sei, und dass sie innerhalb der G* der 
Form ¢ 

VIII. Der Beziehung, dass 2 biniire Formen zu einander conjugirt 
sind, entspricht im terniren (resp. quaterniren) Gebiet einer Relation 
zwischen einer Ordnungs- und eiper Classencurve (resp. Fliiche). Man 
uennt die Curven (Fliichen) a® = 0, ux =O ,,zu einander conjugirt“, 


oder auch den ¢ Punkten dieser Form zugeh@Ort. 


sobald die Invariante a verschwindet. Irgend einer p-gliedrigen Gruppe 
von Curven nter Ordnung (resp. Classe) steht eine 


(n+ 1) (n+2) 
—— a. g 


gliedrige Gruppe von Curven nter Classe (oder Ordnung) als ,,conjugirt “ 
gegeniiber, derart, dass jede Curve der einen zu jeder Curve der 
andern Gruppe conjugirt ist.*) 

In demselben Sinne besitzt jede p-gliedrige Gruppe von Flichen 
nter Ordnung (resp. Classe) eine ‘ 

*) Rosanes |. c. — Fiir n= 2 ist der Begriff der conjugirten Curven be- 
handelt worden von Smith, proceedings of the London Math. Society, vol. 2, 
Darboux, Bulletin des Sciences Mathématiques t. I, sér. 1, 
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(n + 1) (mn + 2) (n + 3) 
= 1-28-35 =4 — »|- 
gliedrige Gruppe von conjugirten Fliichen nter Classe (resp. Ordnung). 

IX. Ist eine Curve (resp. Fliiche) mter Classe wu" = 0 gegeben 
und ist ein System von » Geraden (resp. Ebenen), als Curve (Fliche) 
nter Ordnung aufgefasst, zu u* = 0 conjugirt, so bezeichnet man diese 
n Geraden (resp. Ebenen) als ein ,conjugirtes n-Seit (resp. 
n-Flach)“ der Curve, resp. Fliiche*). Die gemischte Polare von irgend 
(wn — 1) Geraden (Ebenen) eines solchen n-Seits (n-llachs) in Bezug 
auf w= () ist ein Punkt, der auf der nten Geraden (resp. Ebene) 
gelegen ist. 

X. Hat man eine Curve (Fliche) nter Classe u® == () und eine 
Curve (Fiche) pter Orduung a2 = 0, so versteht man, falls p << 


ist, unter der Polare von a2 = 0 in Bezug auf ut =0 die Curve 


(resp. Flache) (n — p)ter Classe a? ux? = 0, d. h. den Ort der Ge- 
raden (Ebenen), deren (n — p)te Polare in Bezug auf a*=—0 wu 
a? = ( conjugirt ist.**) Ist p >, so ist analog a? a?—" = 0 die Polare 
von ux» =) in Bezug auf a? = 0. 

XI. Man nennt eine Ordnungs- und eine Classencurve von ungleicher 
Ordnungs- resp. Classenzahl ,,zu einander apolar“, wenn die Curve 
der héheren Zahl zu allen Curven conjugirt ist, welche die Curve der 
niederen Zahl als Theil enthalten.***) Sollen demnach a? = 0 und 
ux == () fir » > p zu einander apolar sein, so muss die Gleichung 
a? 4%? =) identisch in w erfiillt werden, d. h. 

XII. Damit eine Curve pter Ordnung C” zu einer Curve nter 
Classe K" fiir » > p apolar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Polare von C? in Bezug auf A” identisch verschwinde. 





Was den Inhalt der folgenden Abschnitte anbetrifft, so bemerke 
ich, dass die §§ 1—6 die conjugirten biniren Formen unter der Voraus- 
setzung betrachten, dass ein Kegelschnitt als Triger derselben gewihlt 
sei. Die Siitze, welche fiir diesen Fall die Lésung der oben fixirten 
Aufgaben erméglichen, gestatten eine sehr ausgedehnte Erweiterung 
und fiihren so auf eine Reihe von curventheoretischen Siitzen, welche 
ich in § 7 zusammengestellt und bewiesen habe. Der iibrige Theil 
ist der Betrachtung der biniiren Formen auf der Raumeurve dritter 
Ordnung gewidmet. 


*) Rosanes l. c. 
**) Reye |. c. 
***) Reye |. c. 
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§ 1. 
Die apolaren Curven eines Kegelschnitts als ,,beigeordnete Curven* 
der binadren Formen geraden Grades auf demselben. 


Ich gebe nunmehr dazu iiber, die biniren Formen auf einem 
Kegelschnitt zu betrachten: Bekanntlich kann jede nicht zerfallende 
Curve 2ter Ordnung durch geeignete Wahl des Coordinatensystems in 
der Gleichungsform z,? — 2,2, = 0 dargestellt werden, und ich werde 
daher fiir das Folgende den Kegelschnitt dieser Gleichungsform als 
Grundkegelschnitt S wihlen. Zu jedem Punkte x(a, 2,3) von S 
gehoért alsdann ein Parameterpaar x, x, derart, dass die Relation: 

(1) Ly: Ly i Ly = H,? s H, Hy 2 HQ? 
besteht Der Punkt soll daher auch als Punkt x bezeichnet werden. 
Trifft eine Gerade wu (wu, uw, u,) den Kegelschnitt in den Punkten 
Aw, so sind (A, 4,) und (u, w) Wurzelpaare der Gleichung: 
Uy Hy? + Uy %, %, + UyH,.? = 0 
und mithin sind die Gréssen u, 4, vu, den elementar-symmetrischen 
Kunctionen von Aw proportional, welche wir der Reihe nach mit 
(Au),, (Aw)o, (Aw), bezeichnen, so dass wir schreiben kénnen: 
(2) Uy 2 Uy 2 Uy = Ayty = — (Ay My Ag My) Ay my 
= (Au), : (Au), : (Am). 

Daraus folgt, dass jede symmetrische homogene Function von A wu 
vermége (2) in eine homogene Function von w iibergefiihrt werden 
kann, d. h. jede soleche Function f/(Aw) = /f(wA) kann als linke Seite 
der Gleichung einer bestimmten Classencurve angesehen werden. 
f(Aw) =O stellt alsdann die Bedingung dar, welche zwischen zwei 
Punkten von S erfiillt sein muss, damit ihre Verbindungslinie die be- 
treffeude Curve tangirt. Diese Art, die Gleichung einer Classencurve 
darzustelleu, soll auf eine besondere Gattung von Curven Anwendung 
finden: 

Nach XI. der Kinleitung ist niimlich eine Curve nter Classe K* 
zu der Curve 2ter Orduung S apolar, sobald alle Curven nter Ord- 
nung, welche S als Theil enthalten, zu K” conjugirt sind. Ich will 
im Folgenden die Classencurven dieser Eigenschaft niher untersuchen. 

Weun c? = 0 eine Curve nter Ordnung sein soll, welche S als 
Theil enthilt, so ist nach (1) nothwendig und hinreichend, dass: 

(3) (Cy #1? + Cy Hy Hy + C x,”)" = O 

sei fiir jedes x, x,. Aus dieser Identitiit (3) kénnen andere durch 
Differentiation nach x resp. durch Polarenbildung abgeleitet werden, 
Kine solche sei durch: 
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(4) f (Cy Cy C3, % %_) = 0 
dargestellt, wo f die Symbole ¢ nur zum nten Grade enthilt. Setzt 
man nun auf der linken Seite von (4): 


C, = A, Wy = (Am), 

(5) Cy = — (Ay My + Ay Wy) = (A w)p, 
C, = A, wy, = (A Uy) 

so stellt das Resultat, gleich Null gesetzt: 


(6) FUCA #); (4 Ho (A M)s #] = 0 

fir jeden Werth von x eine Classencurve dar, die in Folge der 
Gleichung (4) zu jeder die Gleichung (3) erfiillenden ‘Curve ct = 0 
conjugirt, d. h. zu S apolar ist. Wir erhalten also auch eine zu S 
apolare Curve, wenn wir die Potenzen und Producte von x, x, durch 
irgend welche Gréssen, oder, was dasselbe ist, wenn wir x, x, durch 
irgend welche Symbole binirer Formen ersetzen. 

Die Gleichung (6) lisst sich jedoch noch einfacher herstellen; 
denn wir hatten sie erhalten, indem wir (3) nach x differentiirten und 
dann fiir die ¢ die Substitution (5) anwandten. Da jedoch die Symbole 
e durch die Differentiation nicht beriihrt werden, so kann man um- 
gekehrt zuerst die Substitution (5) und dann die Differentiation aus- 
fiihren. Durch Kinfiihrung von (5) geht aber die linke Seite von (3) 
iiber in: 

(% A)” (x w)" 
und wir erhalten demnach den fiir das Folgende fundamentalen Satz: 

1. Wenn man aus (kA)"(xu)" = m(xAwu) durch Differentiation 
nach « irgend eine Form f(x Aw) abgeleitet hat, so stellt f(x Aw) = 0 
(sobald u; = (Au); gesetzt wird) fiir jeden wirklichen oder symbolischen 
Werth von x eine 2u S apolare Curve dar. 

Kine derartige Curve wird demnach insbesondere erhalteu, wenn 
man in m(xAwm) selbst die x durch irgend welche Symbole ersetzt. 
Hat man also eine biniire Form 2nten Grades a2" und fiibrt man 


SG, Bye — 4, 
in (x A)", (xu)" ein, so ergiebt sich: 
(7) aya" = 0 


als Gleichung einer zu S apolaren Curve nter Classe. Indem man 
A=w=~x setzt, erhilt man aus (7) eine Gleichung fiir diejenigen 
Punkte x des Kegelschnitts, deren Tangenten die Curve (7) beriihren 
und man erkennt so, dass diese Curve die 2n Tangenten in den 
Punkten der binairen Form a?" beriihrt. 


Nun ist aber sofort ersichtlich, dass eine Curve nter Classe u" 0, 


welche zu S(s; =) apolar sein soll, durch 2n weitere Bedingungen 











fes 
die 


(8) 
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festgelegt ist; denn die Forderung der Apolaritaét besteht darin, dass 
die Gleichung: 

(8) # ur—* = 0) 


in Bezug auf u identisch stattfinde, und diese Forderung ist daher 
aiquivalent mit 
@-—37 HO-5t8 2-3 
2 2 
linearen Bedingungsgleichungen. Diese, zusammen mit den 2” weiteren, 
m (n + 3) 
2 


geben aber in der That Bedingungen, d. h. so viele als zur 


Bestimmung einer Curve nter Classe erforderlich sind. 

Wenn wir insbesondere die Forderung stellen, dass eine Curve 
nter Classe zu S apolar sein und die Tangenten ¢,, f,, ..., &, in den 
Punkten %,, %, ...+, %n der biniiren Form a2" beriihren soll (wobei 
ein é-facher Punkt der Form durch ¢ unendlich benachbarte Punkte 


- min+3 . : 
ersetzt werden kann), so haben wir Rs J lineare Bedingungen, 


welche niemals abhingig sein kénnen, wie immer auch a2” beschaffen 
sein mag. Denn wiiren sie abhiingig, so miisste jede apolare Curve 
nter Classe, die ¢,, t,,..., ten beriihrt, auch &, zur Tangente 
haben. Ist aber 02" die binire Form der 2n Punkte 2, #,,..., Van—12, 
wo « ein beliebiger von a, verschiedener Punkt ist, so stellt by bm =0 
eine Curve jener Art dar, die aber ¢2, nicht beriihrt. Wir sehen also*): 
duss es stets eine und nur eine Curve nter Classe 
giebt, welche zu einem Kegelschnitt S apolar ist 
und 2n beliebig gegebene Tangenten desselben be- 
riihrt. Ist a2" die binire Form der 2n Beriihrungs- 
punkte, so bezeichne ich jene Curve als ,,beige- 
ordnete“ Curve der Form az", 
oder mit anderen Worten: 

Ist eine Curve nter Classe zu S apolar und ist a2" die 
binire Form der 2m Punkte von S, deren Tangenten sie be- 
riihren, so ist ihre Gleichung a% a”, = 0 (fiir (Am); = ). 

Es liegt hier nahe, sich nach einem Kriterium umzusehen , welches 
an einer symmetrischen Form f(A) direct erkennen liesse, ob 
f (Aw) =0 au S apolar ist, Ich will ein solches ableiten, obwohl ich 
spiterhin nur voriibergehend Gebrauch davon machen werde; man 
wird auf dasselbe gefiihrt, sobald man versucht, die bekannte Reihen- 
entwicklung fiir Functionen mit 2 Reihen von biniiren Veriinderlichen 


*) Dieser Satz ist bereits von Herrn Lindemann ausgesprochen worden. 
Cfr. Bulletin de la Soc. Math. de France, V. 
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auf ay a" anzuwenden. Indem man nimlich die dabei zu benutzenden 
Operationen *): 


_ 1; Of of 
Df= : oi, H + Oly ty, 
ae ee aDf 
ADf= n-+ 1 Ou, A, + Ole A,}, 
ys — ae 
of= n? Od, d0s Sibu | 
an f = azar ausfiihrt, so bemerkt man, dass 
(9) f=ADf 


ist und mithin wegen der Relation 
f = SDf + 5 Au) of 
auch : 
(10) Qf = 0 
ist fiir jedes A und w. Wir sehen also, 
dass fiir die linke Seite f(Aw) jeder zu S apolaren 
Curve die gleichbedeutenden Relationen (9) und (10) 
gelten. 
Ks besteht aber auch die Umkehrung: 
Ist ADf=f, so ist f(Aw) = 0 eine zu S apolare Curve 


denn setzen wir 
3 n 
fap) =u = ( > aul ws) 


1 
so ist: 


Df = (Xai(Au)"* [Lai (uu), 
(mn + 1) ADf = (nm — 1) |La; (Aw) (La; (Ad),| [Lai(ue)i) 
+ 2[2a;(Au))". 

Also, weil ADf =f und [La;(Au),;)" =f ist, so gilt: 
(11) f= [2ai(A mu)" [Sa(4)| [Lei(wa)c) 
als eine in 4 und @ identische Gleichung: Wenn nun ¢ irgend eine 
Tangente vop f= u" = 0 ist, welche S in den Punkten Au schneidet, 
und welche demnach die Coordinaten (A); besitzt, so wird die rechte 
Seite von (11) durch 42 und w annulirt. Da aber die drei Gréssen 
(AA); = 1, die Coordinaten der in 4 an S gezogenen Tangente | vor- 
stellen und die Bedeutung von (wu); = m, analog ist, so folgt, dass 


das Geradenpaar 1m zur conischken Polare von ¢ in Bezug auf f 


(welche K heissen mége) conjugirt ist, oder was dasselbe besagt, dass 
die durch den Schnittpunkt von 7 und m an K gezogenen Tangenten 





*) Clebsch, Binare Formen, S. 15. 
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t,t, ein conjugirtes Geradenpaar von S bilden. Der erwihnte Schnitt- 
punkt ist offenbar Pol von ¢ in Bezug auf S; mithin bilden ¢¢,¢, ein 
Polardreiseit von S. Alle drei Seiten desselben beriihren die Curve 
K, t,t, niimlich nach Construction, und ¢t, weil es Tangente von f ist 
und als solehe von seiner Polarcurve K_ beriihrt wird. Die Curve 
2ter Classe K ist demnach zu der Curve 2ter Ordnung S = s? = 0 
coujugirt; d. h. die Gleichung ¢-*s? = 0 besteht fiir jedes ¢, fiir 
welches é» = ( ist, und weil die letztere Gleichung von héherem Grade 
in ¢ ist, als die erste, so gilt (~*s? = 0 fiir jedes ¢ tiberhaupt; oder 
mit anderen Worten: f=w*=0 ist zu S apolar, wie behauptet 
wurde. 


§ 2. 


Eigenschaft der beigeordneten Curven conjugirter (resp. apolarer) 
binarer Formen geraden Grades. Serret’s Construction. 


Aus der Identitiit: 
f 9 ” 
aan = [a,*(Am), — aya, (AM)y + a?(Au), |" 

folgt, dass die Gleichung der der Form a?" ,,beigeordneten“ Curve 
sich schreiben liisst: , 

O = u® = |a,? us — a, a, U, + a,’ u, |” 
und dass demnach fiir v; = (AM); 

9 qn—| — u—1l _n-1 

(12) VU) = a dy Wy an! = 0 
die erste Polare der Verbindungslinie von A und M in Bezug auf 
a,a), = 0 vorstellt. Die Gleichung (12) ist aber nichts anderes als 
die Gleichung der beigeordneten Curve von a ,a@,,a2"~* und es folgt 
demnach der Satz:*) 

2. Jeder bindren Form 2nten Grades ist eine bestimmte Curve 
nter Classe beigeordnet. Der gemischten Polaren 2er Punkte in Bezug 
auf die bindre Form ist in demselben Sinne eine Curve (n — 1)ter 
Classe beigeordnet. Diese letztere ist die erste Polare der Verbindungs- 
linie beider Punkte in Bezug auf die erstgenannte Curve. 

Sind nunmehr x,%, +--+ %, irgend 2” Punkte von S und 
(U,V. +++ Un) m Geraden, die siimmtliche Punkte enthalten, so ergiebt 
sich in derselben Weise wie (12) die Gleichung: 

Ax, Ax, * * * Ong, == Vial2a** * Una- 
Verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, so gilt dasselbe 


fiir die linke, mithin folgt: 


*) Auch dieser Satz ist von Herrn Lindemann l. c. angefiihrt worden. 
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3. Irgend ein conjugirtes n-Seit der Curve a” a0 schneidet den 
Kegelschnitt in den Punkten einer 2u a2" conjugirten Form. 

Es seien ferner: 

hdz=O0, dy, =O0--- din,x = O 
lineare Formen von der Beschaffenheit, dass a,,dg, - + - don, ZU 
a2" conjugirt ist; dann gilt (cfr. Kinleitung I) die Identitiit in x: 
22 — 2n 2n . << 2a 
a, 0%, + 0,43, + Gon an, we? 
also ist auch fiir jedes 2 und uw: 
ran — n n n n oe A n n 
a a, ae 0,424, + 0,45) %%,, + + Conan, 2 ten,u° 

Nun ist aber [fiir u; = (Aw);| aaj, = offenbar nichts anderes 
als die Gleichung des Punktes a;,—=0; wenn demnach die Coordi- 
naten dieses Punktes x;;2;2%;3 sind, so besteht die in u; = (Aw); iden- 
tische Gleichung: 

nan n n ree aan 
a4, = 7, wv, + 9,4, + + Qyn i 

Daraus folgt: 

4. Haben wir 2n Punkte des Kegelschnitis, deren bindre Form 
zu a2" conjugirt ist, so ist jede durch diese Punkte gehende Curve 
nter Ordnung zu aya = 0 conjugirt. 

Ks gilt aber auch die Umkehrung: 

5. Wenn durch 2n Punkte von 8 eine Curve b® = 0 gelegt werden 
kann, die zu a® a* = 0 conjugirt ist, so hat jede durch diese Punkte 
gehende Curve nter Ordnung dieselbe Eigenschaft und die binére Form 
der 2n Punkte ist zu a2" conjugirt. 

Denn ist ct = eine 2te Curve, welche durch jene 2n Punkte 
geht, so schneiden sich 0% =O und ct = 0 ausser in diesen, noch in 
n(m — 2) Punkten, durch welche bekanntlich eine Curve (m — 2) ter 
Ordnung m"~* hindurch gelegt werden kann, d. h. es ist: 

a == 7” n—2 
cm = obs + os_me. 
Da aber beide rechtsstehende Curven zu ata" = 0 conjugirt sind, 


die erste nach Voraussetzung, die zweite, weil a’ a. = Ow &%&=—0 


apolar ist, so ist auch c& = 0 zu aj} a’ = 0 conjugirt. Demnach stellt 
ein System von » Geraden, die simmtliche 2 Punkte enthalten, ein 
conjugirtes -Seit von aja* = vor, und aus Satz 3 folgt also, dass 
die binire Form der 2m Punkte zu a2" conjugirt ist, womit der Satz 5 
volistiindig bewiesen ist. 

Specielle Fille der angefiihrten Sitze ergeben sich, wenn man 
die zu a2" apolaren Formen betrachtet. Es gilt insbesondere der Satz: 
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6. Wenn 2p Punkte (p <n) eine apolare Form von a” bilden, 
so ist jede Curve pter Ordnung, welche durch diese Punkte hindurch- 
geht, 2u aia" = 0 apolar. 

Die Sitze 4 und 5 kénnen noch in anderer Weise ausgesprochen 
werden. Zuniichst bemerke man, dass die duale Betrachtung natur- 
gemiiss darauf fiihrt, jeder Form a2" auch die bestimmte Curve nter 
Ordnung ,,beizuordnen“‘, welche zu S als Classencurve apolar ist und 
durch die 2” Punkte der Form hindurchgeht. Diese Curve ist auch 
nichts anderes als die reciprok-polare Figur der beigeordneten Classen- 
curve in Bezug auf den vorliegenden Kegelschnitt S. Es folgen jetzt 
unmittelbar die Siitze: 

4a. Sind 2 binire Formen geraden Grades conjugirt, so ist die 
beigeordnete Ordnungscurve der einen zur beigeordneten Classencurve der 
andern conjugirt. 

5a. Haben wir 2 biniére Formen geraden Grades und ist die bei- 
geordnete Ordnungscurve der einen zur beigeordneten Classencurve der 
andern conjugirt, so sind die bindren Formen zu einander conjugirt. 

Weiterhin kann man von der Betrachtung der zu einer Form 
conjugirten Formen zur Betrachtung der Gruppen tibergehen. Einer 
G2 steht eine conjugirte Gj", gegentiber und jeder Form der 
Letzteren ist eine Curve mter Classe beigeordnet. Man erhiilt so eine 
(2n + 1 — p)-gliedrige Gruppe [, welche nur aus apolaren Curven 
besteht. Dieser steht wiederum eine 


etpets on (2 + _ Pp) = ain 1) +. p- 


gliedrige Gruppe G von Ordnungscurven gegeniiber. Legt man nun 
durch die 2m Punkte einer zu G2" gehérigen Form irgend eine Curve 
nter Ordnung, so ist dieselbe nach Satz 4 zu der ganzen Gruppe [ 
conjugirt und gehért also der Gruppe G an; umgekehrt folgt aus 5, 
dass simmtliche zur Gruppe G gehérige Curven, welche S nicht in 
sich enthalten, auf S Formen der G3" ausschneiden. Ks folgt demuach: 

7. Haben wir auf S(p-+ 1) binire Formen derselben G° und 


legen durch die 2n Punkte einer jeden eine beliebige Curve nter Ord- 
nung, so bilden diese (p+ 1) Curven, zusammen mit der ops. 
(n- 


gliedrigen Gruppe der S enthaltenden Curven nicht eine [eons +p+ 1] - 


sondern nur eine [s5"" + P| -gliedrige Gruppe. 

Dieser Satz gewihrt einen deutlichen Einblick in den Zusammen- 
hang, der zwischen einer Anzahl von biniren Formen geraden Grades 
obwaltet , welche durch eine lineare Identitiit verbunden sind, und er 
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lasst erkennen, worauf es bei der Lisung derjenigen Aufgaben ankommt, 
welche ich in der Kinleitung unter (2) angefiihrt habe. 

Ich will dies ftir den Fall erliiutern, dass p= 2n ist. Wenn 
eine G2" vorliegt, so steht ihr eine bestimmte Form 2nten Grades 
a" als conjugirt gegeniiber und dieser wiederum ist eine Curve nter 
Classe K" beigeordnet. Irgend n Gerade, welche alle 2n Punkte einer 
Form der G2" enthalten, bilden ein conjugirtes n-Seit der Curve K*. 
Diese aber ist eindeutig bestimmt, sobald ors) conjugirte n-Seite 


derselben gegeben sind; mithin miissen sich auch alle conjugirten 
n-Seite von K" (und damit alle Formen der Gruppe) construiren 


lassen, sobald irgend (et 8) solcher m-Seite bekannt sind. Diese 


kénnen jedoch stets hergestellt werden, wenn 2 Formen der Gruppe 
2 ? PI 
gegeben sind, da hierzu nur néthig wiire, dass durch 2m Punkte sich 
mehr von einander verschiedene n- Seite legen lassen (die alle 2n Punkte 
; : n-+ 3 . . : 
enthalten), als die Zahl + angiebt. Aus alledem folgt, dass die 
Aufgabe: ,,alle Elemente einer G3" zu construiren, wenn 2 Formen 
derselben gegeben sind“, sich zuriickfiihren liisst auf die folgende: 
n(n + 3) 
2 


» Wenn conjugirte n-Seite einer (nicht bekannten) Curve 


nter Classe gegeben sind, so sollen alle conjugirten n-Seite derselben 
construirt werden“. 

Da eine Lésung dieser letztgenannten Aufgabe bisher nur fiir 
nm = 2 bekannt ist, so kann diese Betrachtung nur fiir die Construction 
der G4 verwerthet werden, welche, wie schon erwihnt, Herr Serret 


angegeben hat. Wenn nimlich 4 Formen einer Gi yegeben sind, 
welche resp. aus den Punkten: 
aj b; Gj d; (a = 3 2, 3, 4) 

bestehen, so bestimme man die 5 Geradenpaare 

a,b, —e,d,, 

a,b, — ¢,d,, 

a;b, — eds, 

a,b, — d,, 

a,d, — bye,. 


Ist alsdafin a,b, c,d, ein 5tes Quadrupel der G4, so gehért nach 


Satz 7 jedes durch dies Quadrupel gehende Geradenpaar mit den 5 
eben angegebenen Paaren ein und derselben 5-gliedrigen Gruppe von 
Curven 2ter Ordnung an; d. h. sie sind alle ein und derselben Curve 
2ter Classe K conjugirt. Wir wissen auch, dass dieser Kegelschnitt 
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nichts anderes ist, als die beigeordnete Curve derjenigen biquadra- 


tischen Form, welche zu den ganzen G‘ conjugirt ist. Durch die 5 


erstgenannten conjugirten Geradenpaare ist jedoch dieser Kegelschnitt 
K vollstiindig bestimmt und man kann nach bekanntem Constructions- 
verfahren, ohne ihn selbst herzustellen, zu jeder Geraden den Pol in 
Bezug auf denselben construiren, Wenn mithin 3 beliebige Punkte 
a,b;¢, zu einem Klement der G4 ergiinzt werden sollen, so hat man 
nur den Pol von a,b; in Bezug auf K zu bestimmen und denselben 
mit ¢, zu verbinden. Wird der 2te Schnittpunkt dieser Verbindungs- 
linie mit S durch d, bezeichnet, so stellt a,b,¢,d, ein Quadrupel der 
G4 vor, wie es verlangt wurde. 


§ 3. 
Erweiterung fiir Formen ungeraden Grades. 


Um die Betrachtungen der vorigen Paragraphen fiir Formen un- 
geraden Grades zu verwerthen, muss man auf die ersten Polaren dieser 
Formen zuriickgehen. Liegt nimlich die Form a?"+' vor, so ist der 


Polaren jedes Punktes og (d. h. der biniiren Form a,a;,”) die Curve 


ng = q"* =) 
4,4, 0), = a 


beigeordnet. Wir kénnen also sagen, 

dass jeder Form (2m + '1)ten Grades eine Curvenschaar 

nter Classe derart ,,beigeordnet“ ist, dassjedem Punkte 

eo von S eine bestimmte Curve derselben zugehort. Die 

Punkte des Kegelschnitts und die Curven der Schaar 

sind dadurch projectivisch zugeordnet. 

Sind nun %,%, +++ %2, irgend 2m Puukte von S und (v,%, - - - Up) 
n Geraden, welche siimmtliche Punkte enthalten, so gilt nach Friiherem 
die Gleichung: 

(lg Any Ang *** Ang, = Vag V2 a9 de, Vnag> 
mithin folgt: 

8. Ein conjugirtes n-Seit der zu @ gehirigen Curve der beigeord- 
neten Schaar schneidet den Kegelschnitt in 2n Punkten, welche mit @ 
zusammen eine bindre Form bilden, die eu a2"*" conjugirt ist. 

Sind ferner @ix =O, doy =O +++ Gonx = Punkte (mit den 
Coordinaten 21 %2%;3) derart, dass (@%) Qixdex*** G2n,x Zu a2"t" con- 
jugirt ist, so gilt die Identitéit in x, x,: 

i=2n 
aznt! = e(ox)tt + a tarot, 


s=1 


Mithin ist: 
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2n 
2n — : > 2n 
aa, = = t,4,4%, 
1 


und es gilt fiir (Aw); =u; die in wu identische Gleichung: 


2n 


Ry —— > Sa wt n 
a9) a. = 1,40, %;,, = a,v,,° 
1 


Daraus folgt: 

9. Ist die binire Form von (2n-+ 1) Punkten en a2"** conjugirt, 
so ist jede Curve nter Ordnung, welche durch 2n pas Punkte geht, 
zu der dem (2n + 1)ten Punkte zugehirigen Chaves conjugirt, 
und umgekehrt: 

10.. Wenn durch 2n Punkte von S eine Curve nter Ordnung hin- 
durch geht, die zu a, az an = 0 conjugirt ist, so hat jede durch diese 
Punkte gehende Curve dieselbe Eigenschaft und die 2n Punkte zusammen 
mit @ bilden eine bindre Form, die zu a2"*' conjugirt ist. 

Der letzte Satz folgt aus 9 mit Hiilfe von 8 ebenso, wie 5 aus 4 
mit Hiilfe von Satz 3. 

Man kénnte ohne Schwierigkeit Theoreme aufstellen, welche den 
Siitzen 4a und 5a entsprechen, doch wiirden diese nicht von der 
gleichen Einfachheit sein. 

Ein dem Satz 7 correspondirendes Theorem fiir Formen ungeraden 
Grades kann man erhalten, wenn man allen Formen einer G*"+" einen 
beliebig fixirten Punkt hinzofiigt und auf die so entstehende G®"t* den 
Satz 7 anwendet: 

11. Haben wir auf S (p+ 1) Formen einer G?2"*' und legen 
durch die (2n-+-1) Punkte einer jeden und einen beliebig fixirten Punkt 
von S je irgend eine Curve (n + 1)ter Ordnung, so bilden die so er- 


n(n as 1) 


haltenen (p + 1) Curven zusammen mit der - gliedrigen Gruppe 


der S enthaltenden Curven (n +1) ter Ordnung, nicht eine % er) +p+ 1] - 


sondern nur eine en » + »|- gliedrige Gruppe. 


§ 4. 
Projectivische Erzeugung der beigeordneten Curven. 


Ich kehre nunmehr zu dem Satze 1 zuriick, um eine weitere An- 
wendung aay zu geben. — ich auf m = (xA)"t! (xu)"t' die 


Operation : <i \e, a + 0» oe. anwende, erlange ich: 
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= (%A)" (xm)” [(%A)(@m) + (xu) (eA)). 


Ist nun a2"t' eine beliebige binire Form (2 + 1)ten Grades 
und setzen wir in (13) 


(13) 


&, = @,, Ho — 4, 

so ergiebt sich nach Satz 1 fiir uj; = (Au); 
(14) 0 = azan[(oA) au + (9M) aa] 
als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar ist es die der Form 
(ox) a2"+" beigeordnete Curve (mn + 1)ter Klasse. 

Die Gleichung (14) kann jedoch aus: 
(15a) 0 = ajar dg 
erhalten werden, indem man die Identitit in x: 


(%6) = (94) (xm) + (ou) (A) 
gelten liisst, d. h. wenn man annimmt, dass: 
(15) 0 = (eA) (6u) + (eu) (64). 

Die Gleichung (14) ist also das Eliminationsresultat von 6,6, aus 
(15a) und (15b). Fir (Aw); = u, ist (15a) die Gleichung der dem 
Punkte 6 zugehiérigen Curve K, derjenigen Curvenschaar, welche der 
Form a2" beigeordnet ist; (15b) dagegen ist die Gleichung des 
Punktes s, im dem die Tangente in g von der Tangente in 6 geschnitten 
wird. Dieser Punkt s und jene Curve sind einander eindeutig zu- 
geordnet, und wenn man 6 variirt, so beschreibt K, die beigeordnete 
Schaar und s eine dazu projectivische Punktreihe. Demnach stellt 
(14) das Erzeugniss dieser beiden projectivischen Reihen vor, und man 
hat den Satz: 

12. Wenn eine bindre Form ungeraden Grades a?"*' gegeben ist, 
so gehirt zu jedem Punkte 6 von S eine bestimmte Curve der beigeord- 
neten Schaar. Fixirt man nun auf S einen Punkt @ und schneidet 
die Tangente in @ durch die Tangente jedes Punktes 6 im Punkte s, 
so ist mittelbar jedem Punkte s eine Curve der Schaar zugeordnet. Das 
Erzeugniss der so erhaltenen projectivischen Punktreihe und Schaar ist 
diejenige Curve (n + 1)ter Classe, welche der bindren Form (9x) a2"+ 
beigeordnet ist. 

Wenn eine biniire Form geraden Grades a2" vorliegt, so kénnen 
wir den Satz 12 fiir die Polare eines beliebigen Punktes @ anwenden, 
welche vom (2 — 1)ten Grade ist. Die zu dieser Form (a,%"*) ge- 
hérige Schaar wird durch: 

a, a, ay ar = 0 


Mathematische Annalen. XXII. 
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bei variablem 6 dargestellt; sie besteht daher [nach Gl. (12), Seite 528] 
aus denjenigen Curven (w — 1)ter Classe, welche erste Polaren der 
einzelnen Strahlen des Strahlbiischels um @ in Bezug auf die Curve 
a; a" = sind. Wendet man nun den Satz 12 auf die biniire Form 
a,a,"—* an, indem man gerade den Punkt 9 als festen Punkt wilt, 
so wird schliesslich diejenige Curve erzeugt, welche der Form (@ x) aa 


beigeordnet ist. Diese Form aber kénnen wir ansehen als die erste 
Polare von @ in Bezug auf (gx) a2". Die erzeugte Curve gehirt also 
dem Punkte @ innerhalb derjenigen Schaar zu, welche der Form 
(ox) a2" beigeordnet ist. Es ergiebt sich mithin der Satz: 

13. Liegt eine bindre Form geraden Grades a2" vor, deren bei- 
geordnete Curve K sei, und nimmt man auf S einen Punkt @ beliebig 
an, construirt alsdann zu irgend einer durch @ gehenden Geraden die 
erste Polare in Bezug auf K und schneidet die Tangente in @ durch 
die Tangente des 2ten Schnittpunktes 6 der Geraden in s, so sind jene 
erste Polare und dieser Punkt s eindeutig zugeordnet. Man erhiilt also, 
wenn man. die Gerade durch @ variirt, eine Curvenschaar (n — 1) ter 
Classe und eine zu ihr projectivische Punktreihe. Das Erzeugniss beider 
ist diejenige Curve nter Classe, welche dem Punkte @ in derjenigen 
Curvenschaar zugehirt, die der Form (9x) a2" beigeordnet ist. 

Man sieht sofort, worin der Nutzen der Siitze 12 und 13 besteht: 
Wenn man nimlich weiss, wie zu jeder Form 2nten Grades die bei- 
geordnete Curve zu construiren ist, so ist man nach Satz 13 im Stande, 
die Curvenschaar, welche einer Form (2” + 1)ten Grades beigeordnet 
ist, zu construiren und die projectivische Beziehung derselben zu den 
Punkten des Kegelschnittes festzulegen; denn man kann mit Hiilfe 
dieses Satzes zu den (2%-+ 1) Punkten der Form die zugehirigen 
Curven der Schaar projectivisch erzeugen, und die projectivische Be- 
ziehung ist dadurch mit bestimmt, weil 2m + 1 schon fiir m = 1 den 
Werth 3 hat, 

Weil man nunmehr zu jeder Form (2” + 1)ten Grades die bei- 
geordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten von S be- 
stimmen kann, so darf der Satz 12 angewandt werden und fiihrt zur 
projectivischen Erzeugung der Curve, welche einer beliebigen Form 
(2n + 2)ten Grades beigeordnet ist, Indem man so fortfihrt, ab- 
wechselnd die Saitze 13 und 12 anzuwenden, gelangt man dazu, die 
beigeordneten Curven jeder Form héheren Grades zu erzeugen unter 
der alleinigen Voraussetzung, dass man zu jeder Form 2nten Grades 
die beigeordnete Curve construiren kann. Da aber diese Voraussetzung 
fiir n= 1 erfiillt ist, so ist tiberhaupt die Construction dieser bei- 
geordneten Curven und Curvenschaaren im Princip erledigt. 

Ks mége hier, obwohl ich weiterhin keinen Gebrauch davon 
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mache, noch angedeutet werden, welche Resultate man erlangt, wenn 
man den Satz 1 fiir die mehrfach polarisirte Form (x A)"(xu)" an- 
wendet. Indem man niimlich die Gleichung (13) der Operation 


6 ie + 6, * unterwirft, ergiebt sich: 


(16) Co 6, + 3 @, 
= n(%Ad)r—!(xmw)"— [(% A) (Qu) + (xm) (@4)] [(xA) (OM) + (xm) (64) 
+ (% 4)" (x w)"[(6 4) (Qu) + (ou) (@A)). 


Setzt man nunmehr x,=a,, *,—=—d,, so erhalt man nach 
Satz |: 


(17) SS ee ee ee 
a, a” [(64)(ou)+(6u)(eA)] 


als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar ist es die der 
biniiren Form a2"(@x) (6x) beigeordnete Curve (n + 1)ter Classe. 
Die Gleichung (17) entsteht aber aus: 


(18) 0 = at ‘- a, 4,5 


indem man die folgende Identitit in x gelten lisst: 


(xt) (%@) = n[(QA)(x%w) + (@u)(%A)] [(6A) (Hm) + (Om) (%A)] 
+ [(6A)(@M) + (6m) (@A)] (%A) (xp), 


d. h. wenn man annimmt, dass die rechts stehende quadratische Func- 
tion von x, welche ich abkiirzend mit w(x) bezeichnen will, fiir 
“= 7, und x; =, verschwindet. Die Gleichung (17) ist demnach 
das Eliminationsresultat von t@ aus der Gleichung (18) und den 
2 weiteren Gleichungen: 


a y(tr) =0, 
[193] i 
(oo) = 0. 
Jede der Gleichungen (19) ist fiir u; == (Am); die Gleichung eines 
bestimmten Kegelschnitts; beide beriihren die Tangenten in @ und 6, 
der erste beriihrt itiberdies S im Punkte rt, der zweite ebenso in o. 


Wir kénnen jedoch die Kegelschnitte (19) noch niiher charakterisiren: 
Setzt man niimlich in (16) x, —=1,, x, = t,, so erhalt man offenbar 
(cay (rp) v(er) 
und dies ist nach Satz 1 die linke Seite einer zu S apolaren Curve. 

Wir sehen also, 
dass der Kegelschnitt w(tt) = 0 mit dem (n—1)-fach 
gezihlten Punkte t zusammen eine zu S apolare 
Curve (n+ l)ter Classe bildet. 
Man kénnte also, indem man nur sehr spezielle Fille der Siitze 
35* 
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13 und 12 in Anwendung briichte, projectivische Punktreihen angeben, 
welche ~(tr) = 0 oder ¢(@@) = 0 erzeugen wiirden. 

Die Curven (19a) und (19b) haben 4 gemeinschaftliche Tangenten, 
von denen 2, niamlich die Tangenten von S in g und o fest, die beiden 
andern mit t@ variabel sind. Jedem Punktepaar t @ entspricht also 
ein Geradenpaar und eine Curve (m — 1)ter Classe (18), welche da- 
durch einander eindeutig zugeordnet sind. Es wird einfach unendlich 
viele Male vorkommen, dass eine Gerade des ‘‘eradenpaars die zu- 
gehérige Curve tangirt. Die Geraden dieser Eigenschaft amhiillen die 
Curve (17), d. h. die beigeordnete Curve von a?" (9x) (6%). 

Man sieht, wie diese Betrachtung unter fortwihrender Anwendung 
des Satzes 1 fortgesetzt werden kann und zu Erzeugungsarten 
derjenigen Curven fiihrt, welche den Formen a2"(g) (6 x) (rx), 


a*" (9x) (Gx) (tx) (wx) etc. beigeordnet sind, sobald die beigeordnete 
Curve von a2" bekannt ist. 


§ 5. 
Lésung einer Hilfsaufgabe. 

Die Siitze 12 und 13 gestatten ganz allgemein die Construction 
der zu einer biniiren Form conjugirten Formen, sobald die Lésung 
der folgenden Hiilfsaufgabe bekannt ist: 

14. Eine Schaar von Curven nter Classe (fiir n > 1): 

(20a) un + qu, = 0 

sei nicht selbst gegeben, aber es sei miglich, zu jeder einzelnen Curve 
derselben sitimmtliche conjugirte n-Seite linear zu construiren*). Es sei 
ferner eine 2u dieser Schaar projectivische Punktreihe 1: 

(20b) UA of OuZ = O 

gegeben (wobei die Elemente desselben Parameters sich entsprechen). Es 
sollen alle conjugirten (n + 1)- Seite der von den beiden projectivischen 
Rethen erzeugten Curve: 


(21) wt = |“ “a pay” 
v Ua UR 


construirt werden. 

Ich nehme an, dass die entsprechende Aufgabe fiir eine 
Curvenschaar (mn — 1)ter Classe bereits gelést sei, und werde 
zeigen, dass und wie sie alsdann fiir die (vorliegende) Curvenschaar 
nter Classe zu lésen ist. 


*) Darunter soll stets verstanden werden, dass man im Stande sei, die ge- 
mischte Polare von irgend (n — 1) Geraden in Bezug auf die betreffende Curve 
linear herzustellen. 
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Zu diesem Zweck will ich die Punkte der Punktreihe (20b) mit 
,%,...%..., die entsprechenden Curven der Schaar (20a) mit 
K,K,...K; ... und das Erzeugniss beider Reihen mit (x — K) be- 
zeichnen. Ausserdem soll allgemein K, die Polare der Geraden v in 
Bezug auf eine Classencurve K bedeuten. Danach wird (7 — K), die 
Polare von v in Bezug auf (a — K), dagegen (x — K,) das Erzeugniss 
der projectivischen Reihen (2,m,...2%;...) (Ky Ky... Kio. . .)*) 
vorstellen. Ich behaupte nun, dass die Curve (a — K), derjenigen 
Schaar angehért, welche gebildet wird: 

1) von der Curve (x — K,), 
2) von derjenigen Curve, welche innerhalb der Schaar 
der Curven K dem Schnittpunkt von TT mit v eutspricht. 

In der That folgt aus (21) durch Polarenbildung die in w iden- 
tische Gleichung: 


ue} v url Uu" u® 

299 * aan oF Be ae 
(22) (n + 1) v, uy =n ; 

Ua Up VA UB 














welche das Gesagte bestiitigt. 

Schreibt man nunmehr v, an Stelle von v und bestimmt in Bezug 
auf die 3 genannten Curven, welche derselben Schaar angehéren, die 
gemischten Polaren von (nm — 1) weiteren Geraden v,...v,, sO er- 
hilt man 3 Punkte, welche auf derselben Geraden liegen. Der Punkt 
(x — K)o,o,...0, liegt demnach auf der Verbindungslinie der folgenden 
2 Punkte: 

1) des Punktes (2 — K,,)o,,...0,- Dieser Punkt ist linear con- 
struirbar, weil wir angenommen haben, dass die Aufgabe 14 geldst 
sei, sobald an Stelle der Curvenschaar nter Classe eine Schaar von 
Curven (w — 1)ter Classe gesetzt wird, wie hier der Fall ist. Um 
aber darzuthun, dass die Voraussetzungen der (ftir (n — 1) an Stelle 
von ® ausgesprochenen) Aufgabe 14 erfiillt sind, hat man nur zu 
zeigen, dass man zu jeder einzelnen der Curven K,,, Koo, ... simumt- 
liche conjugirte (n — 1)-Seite construiren kann. Dies ist in der That 
mdglich, weil jedes solche (n — 1)-Seit fiir K;,, mit v, vereinigt, ein 
conjugirtes m-Seit fiir K, bildet und wir nach der Voraussetzung der 
urspriinglichen Aufgabe in der Lage sind, fiir jede der Curven K 
siimmtliche conjugirte n-Seite herzustellen. 

2) des Polarpunktes von v,...v, in Bezug auf diejenige Curve 
der gegebenen Schaar, welche dem Schnittpunkt von v, und TT ent- 
spricht. Dieser Punkt ist nach der Voraussetzung der Aufgabe ohne 
Weiteres construirbar. 

Wird die Verbindungslinie von (1) und (2) mit V, bezeichnet, 
so liegt der Polarpunkt der Geraden v,v,...0, in Bezug auf die 





*) Damit diese Curven angebbar seien, musste m > 1 angenommen werden. 
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Curve (a — K), auf dessen Aufsuchung wir hinzielen, jedenfalls auf 
der Geraden V,. Auf diese war man jedoch gelangt, indem man », 
aus der Reihe der Geraden v,, v,,...,0, hervorhob; verfahrt man 
also in derselben Weise mit v,, so erlangt man eine 2te Gerade V,, 
welche ebenfalls den gesuchten Polarpunkt enthilt. Dieser ist dem- 
nach identisch mit dem Schnittpunkt von V, und V, und die Aufgabe 
14 ist demnach gelést, einstweilen noch unter der Voraussetzung, dass 
die analoge Aufgabe des (n — 1)ten Grades gelést ist; d. h. die Auf- 
gabe des nten Grades ist auf die entsprechende des (n— 1)ten Grades 
reducirt. 

Danach ist insbesondere die Liésung von 14 fiir » = 2 auf die 
folgende Aufgabe zuriickgefiihrt: ,, Wenn 2 projectivische Punktreihen 
gegeben sind, welche einen Kegelschnitt erzeugen, so sollen saimmt- 
liche conjugirte Geradenpaare derselben coustruirt werden. Da aber 
diese Aufgabe in der That sehr leicht lésbar ist, so ist die in 14 
geforderte Construction fiir n=2, also tiberhaupt allge- 
mein vermége der oben gegebenen Methode ausfiihrbar. 


8 6. 


Constructionen auf einem Kegelschnitt. 


A. Formen dritten Grades. 

I. Ks sei eine binire Form a’ gegeben, welche aus den Punkten 
1, 2,3 (des Grundkegelschnitts S) bestehen médge. Derselben ist als 
Form (2 + 1)ten Grades (fiir n= 1) nach § 3 eine Punktreihe P 
beigeordnet, derart, dass zu jedem Punkte o des Kegelschnitts ein 
Punkt p, der Punktreihe gehért und aus Satz 9. folgt, dass, wenn 
die Punkte 67 @ eine zu a’ conjugirte Form bilden, die Gerade t@ 
durch ps hiudurchgeht. Die Strahlen durch p, schneiden also auf S 
diejenige quadratische Involution aus, welche innerhalb der zu a’ con- 
conjugirten G,° dem Punkte 6 zugehdrt (cfr. Einleitung VII). Nun 
kann man sehr leicht p, p, p, construiren, denn es bildet, wie aus den 
beiden Sitzen Il der Einleitung hervorgeht, sowohl der dreifach ge- 
zihlte Punkt 1, als auch (123) selbst je eine Form der conjugirten 
G3. Die Tangenten in 1 und die Grade 23 schneidén sich demnach 
im Punkte p,; ebenso ist: 


p, = t, — 31, Ps = t, — 12 
wenn ¢, allgemein die Tangente des Punktes 6 bedeutet, eine Be- 
zeichnung, welche auch fiir das Folgende stets festgehalten werden 


soll. Dass die 3 Punkte p, p, p, in der That auf derselben Geraden 
liegen , ist die Folge eines bekaunten Satzes. 
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Durch Construction der Punkte p, p, p, ist nun die Punktreihe P 
und ihre Zuordnung zu den Punkten des Kegelschnitts vollstindig 
bestimmt; man kénnte nach den gewohnlichen Regeln der Construction 
projectivischer Gebilde zu jedem Punkte 6 den zugehdrigen pg con- 
struiren. In unserem Falle jedoch vereinfacht sich diese Construction 
bedeutend und kann kurz so angegeben werden: Man bestimme den 
2ten Schnittpunkt o’ von p,6 mit S und den Schnittpunkt von o 1 
mit P; der letztere ist Po} denn da nach Construction 160’ ein Element 
der G} ist, so ist lo ein Element der zu 6 innerhalb der Gj ge- 
hérigen Gi, Po muss also auf der Geraden 16 und zug'eich oul P 
liegen, wie behauptet wurde. 

Um also zu einem Punktepaar r@ den Punkt 6 zu finden, welcher 
es zu einem Element der conjugirten G3 ergiinzt, bestimmt man 
(ra — P) = pg, fixirt den 2ten Schnittpunkt o von 1p, mit S und 
erhalt alsdann 6 als 2ten Schnittpunkt von S mit p,o. 

Es mége hervorgehoben werden, dass die angegebenen Construc- 
tionen giiltig bleiben, wenn man an Stelle von 1 und p, iiberall o 
und pe setzt, wo g einen beliebigen Punkt des Kegelschnitts bedeutet. 
Ist nimlicgh die Gerade P und sind iiberdies die zugehérigen Punkte 
@ und p, gegeben, so wird zu irgend einem Punkte 6 des Kegelschnitts 
der zugehérige Punkt p, gefunden, indem man (op, — S) =o’ und 
(69 — P) pz bestimmt. In der That gehdrt alsdann vermége der 
Construction des Punktes o das Tripel 6go’ der G3, und demzufolge 
go derjenigen Iuvolution an, welche dem Punkic. 6 zugehért, Die 
Verbindungslinie der Punkte 96 muss in Folge dessen den Punkt po 
enthalten, der iiberdies auf P liegt; es ist mithin (o @ — P) = pg, 
wie behauptet wurde, 

Ebenso kann unter derselben Voraussetzung, dass die Punktreihe 
P und zwei zugehdrige Punkte g@ und pp gegeben sind, zu irgend 
einem Punktepaare + @ derjenige Punkt 6 bestimmt werden, welcher 
dasselbe zu einem Element der G3 erganzt. Man hat zu diesem 
Zwecke nur (to — P)=po, (@~Pe —S)=o, (6 ppe—S)=—o6 w 
bestimmen. 

Wenn wir an Stelle von t und @ die Schnittpunkte der Geraden 
P mit der Curve treten lassen und die letzte Construction auszufiihren 
versuchen, so sehen wir, dass jeder Punkt von P als Schnittpunkt 
(co — P) ps und mithin jeder Punkt von S als ein Punkt 6 an- 
gesehen werden kann, welcher t@ zu einem Element der G3 oder 
mit andern Worten, zu einer conjugirten Form von a’ erginzt. Das 
erwihnte Punktepaar stell, mithin die einzige apolare Form von a3 
dar, welche nach VI der Einleitung existirt. Man erkennt leicht auch 
auf geometrischem Wege, dass diese quadratische Form die Hesse’ sche 
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Covariante von a’ vorstellt, weil sie zu allen ersten Polaren dieser 


Form conjugirt ist. Das Punktepaar, welches P auf S ausschneidet, 
ist bekanntlich zu allen Punktepaaren harmonisch, welche die Be- 
rihrungssehnen der Punkte von P auf S bestimmen. Diese Punkte- 
paare sind aber nichts anderes, als die ersten Polaren der Form a3; 
denn jeder Punkt der ersten Polare von 6 muss, doppelt gezihlt, durch 
6 zu einer conjugirten Form von a3 ergiinzt werden. Seine Tangente 
geht mithin nach dem Obigen durch p, oder, was dasselbe ist, die 
Polare von pz in Bezug auf S, schneidet auf S die Polare von 6 in 
Bezug auf die gegebene cubische Form aus. Die ganze Involution der 
ersten Polaren wird mithin von denjenigen Geraden ausgeschnitten, 
welche durch den Pol der Geraden P in Bezug auf S hindurchgehen 
und ist mithin zu der quadratischen Form der Schnittpunkte von P 
und S conjugirt. Diese letztere ist also in der That mit der Hesse’- 
schen Form von a3 identisch. 


II. Ich gehe nun zur Betrachtung zweier Formen dritten Grades 
a3 b® iiber, welche resp. aus den Punkten (1 23) (1' 2’ 3’) bestehen 
mogen. Ihnen steht eine G3 von conjugirten Formen gegeniiber. Die 
beigeorduete Punktreihe von a3 sei P(po...), die von b% sei Q(qo.--) 
die Gerade py qo schneidet alsdann auf S das zu 6 innerhalb der con- 
jugirten G3 gehérige Punktepaar aus. Die projectivisch auf einander 
bezogenen Punktreihen (po pr...) und (dg qr. .-) erzeugen demnach 
die Involutionscurven*) der erwiihnten G3, d. h. diejenige Curve 2 ter 
Classe, welche den von den Tripeln derselben gebildeten Dreiecken 
eingeschrieben ist. Die Gleichung dieser Curve entsteht fiir uj—=(Aw); 
durch Elimination von 6 aus: dg aa a, =0, be bi by = 0, welche Glei- 
chungen fiir variables 6 die beiden projectivischen Punktreihen vor- 
stellen. Die Curve wird demnach repriisentirt durch: 

(23) f = (ab) a, ay bab, = 0. 

Ein specieller Fall bietet besonderes Interesse dar. Wenn niimlich 
a? und 6% zu emander conjugirt sind, so steht die Iuvolution a3+ 9b? 
sich selbst als conjugirte gegeniiber, und die Curve (23), die wir in 
diesem Falle J nennen wollen, ist auch Involutionscurve von a+ 0b. 
Als solche hat sie die Gleichung: 

1 | aj b} 
~~ (ap) e & 
weil sie von denjenigen Geraden beriihrt wird, deren Schnittpunkte 
Ap mit S demselben Element der Involution angehéren, ihre Gleichung 
demnach durch Elimination von @ aus: 


(23a) 9 = (ab) [az bi + aabu aybs + aj bi), 








*) Weyr, Crelles Journal, Bd, 72. 
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aj + eb} =0, 
tm 
ay + eb = 0 
erhalten wird, wobei die Lésung 4 = w auszuschliessen ist, 
Dass fiir (ab)’ = 0 die Curven (23) und (23a) in der That iden- 
tisch sind, bestiitigt man sofort, indem man die identische Gleichung: 
(ab) (Aw)? = (ab) [az bi — 2a, a, ba by + ajpbi] =O 
mit (23) verbindet. Ebenso erhilt man aber auch 
(23 b) 4f = (ab) (aabs + a, ba)? = 0 
als eme neve Gleichungsform derselben Curve. Bildet man fiir diese 
(nach Seite 527) Df und ADf, so ersieht man aus den Gleichungen: 

2-4 Df =4(ab) (abu + aubr) dub, ; 

6. 4A Df = 4(ab) (ag Du + Qu ba)? -f- 8 (ab) aa by On ba 
unter Benutzung von (23) und (23b), dass 

ADf=f 
ist, und dass also J als Curve 2ter Classe zu S als Curve 2ter Ord- 
nung conjugirt ist. Nun wird aber die Bedingung dafiir, dass einem 
Kegelschnitte 
0 = a2 =a,’ = a,* =a,” 

uneudlich viele einem andern s; — s,? = 0 eingeschriebene Dreiecke 
umschrieben werden kénnen, dargestellt durch :*) 
(23 c) 3[(aa's)*)? = 4(aa’ a”) (a ss’)? 

Mithin hat die Curve J, wenn sie nicht zerfallt, was offenbar nur 
bei ganz specieller Beschaffenheit der zu einander conjugirten Formen 
a> b> eintreten kann, die Kigenschaft, dass sie auch als Orduungs- 
curve zu S conjugirt ist. Daraus folgt aber wiederum, dass, wenn man 
in (23c) die Coefficienten der Curven a? und s? vertauscht, die Glei- 
chung nichts destoweniger erfiillt bleibt; d. h. dass auch J unendlich 
viele Dreiecke eingeschrieben werden kénnen, die S umschrieben sind. 
Es gilt also der Satz. 

15. Wenn 2 Punktetripel auf einem Kegelschnitt S zwei eu einan- 
der conjugirte Formen dritten Grades vorstellen, so ist der den Dreiecken 
der beiden Tripel eingeschriebene Kegelschnitt J sowohl als Ordnungs- 
als auch als Classencurve zu S conjugirt und man kann J unendlich 
viele Dreiecke einschreiben, die S wumgeschrieben sind, 

Da nun J als Classencurve zu S conjugirt ist, so folgt auch, 
dass, wenn die Gerade Au Tangente von J ist, &¢, conjugirte Geraden 
in Bezug auf J vorstellen; d, h. 


*) Salmon Fiedler, Theorie der Kegelschnitte, 2te Aufl, p. 448. 


544 O. Scuuesinern. 


16. Wenn a3b3 conjugirt sind, so schneidet jede Tangente des 
Involutionskegelschnitts J der von den beiden Formen gebildeten In- 
volution die Curve S in 2 Punkten, deren Tangentenpaar zu J con- 
jugirt ist. 

Ist also ¢6t@ ein Tripel der erwiihnten Involution, so ist tg t, ty 
ein Polardreiseit der Involutionscurve. 

Ill. In der Einleitung habe ich erwihnt, dass sich an den Begriff 
der conjugirten biniren Formen 2 Reihen von Aufgaben naturgemiiss 
ankuiipfen. Fir Formen des dritten Grades ist die erste Reihe der 
Constructionen, soweit sie linear ausfiihrbar sind, durch das Vorher- 
gehende erschépft; von den anderen Aufgaben: der Construction einer 
cubischen Involution aus 2 ihrer Elemente und der Construction einer 
G3 aus 3 ihrer Formen, ist die letztere bisher nicht behandelt worden. 
Ich will daher zeigen, dass sie mit Hiilfe der bekannten Construction 
der G3 (aus 2 ihrer Elemente) ausfiihrbar ist. Letztere Construction 
kann folgendermassen ausgesprochen werden: 

»,Um innerhalb der von b3(1' 23’) und ¢3(1"2"3") gebildeten 
Involution zu einem Punkte @ das zugehérige Punktepaar 61 zu con- 
struiren, bestimme man zuniichst den Punkt O = 2°3' — 2”3”, alsdann 
den 2ten Schnittpunkt 9 von Og mit S und fixire die Punkte 

g l —2"3’, go 1” — 23. 
Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte schneidet S in den ge- 
suchten Punkten ot.“ 

Die Richtigkeit dieser Construction, welche Herr W eyr (Sitzungs- 
berichte der Prager Academie 1873) angegeben hat, kann man mit 
Hiilfe des Satzes 11 leicht bestiitigen, wenn man in demselben n= 1 
p=2 und @ als den beliebig zu fixirenden Punkt wihlt. Alsdann 
gehen niimlich die Geradenpaare 

ol — 23, 
g 1” — 2”3", 
oe —6t 
nach Construction durch dieselben 4 Punkte und stellen demnach drei 
Kegelschnitte desselben Biischels vor. Als solche schneiden sie auf S 
3 Elemente derselben G4 aus, niaimlich die Punktquadrupel: 
oe 123, 
o’ 1” 2" 3", 
@ Oot. 


Da diese simmtlich den Punkt 9 enthalten, so gehéren (1 2’ 3’), 
(1°2”3"), (@¢7) derselben cubischen Involution an, was zu beweisen war. 


IV. Ks seien nunmehr 3 Formen dritten Grades a3b3c3 gegeben, 
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welche resp. aus den Punkten 123, 1° 2’ 3’, 1” 2” 3”, bestehen. Ich 
stelle mir die Aufgabe, innerhalb der von ihnen gebildeten G3 zu 
irgend 2 Punkten den zugehérigen dritten zu construiren. Es sei a’ 
die Form, welche zu der G3 conjugirt ist; dann ist die Aufgabe ge- 
lést, wenn es gelingt, fiir diese Form die beigeordnete Punktreihe 
TI(z,) zu bestimmen. Das kann folgendermassen geschehen: Man con- 
struire das zu 1 innerhalb der Involution (b8c%) gehérige Punktepaar 
6,7, und ebenso die zu 2 und 3 gehdrigen 6, tr, und 6, 1;. Da als- 
dann sowohl 123, als auch 1 6, t, der G,* angehdren, so sind 23 
und 6, t, Elemente der zu 1 gehérigen quadratischen Involution. Es 
ist mithin (nach A. 1), da Analoges fiir die Punkte 2 und 3 gilt, 

a, =23—6,1,, m,=—31—6,1,, m= 12 —6,1;. 
Dadureh ist die Punktreihe TT und ihre Zuordnung zu den Punkten 
des Kegelschnitts festgelegt, und um nunmehr zu irgend 2 Punkten 
6t den zugehdrigen Punkt @ zu bestimmen, hat man nur nach der 
Methode von I zu verfahren, nimlich den Schnittpunkt 6+ — TT = ap 
zu fixiren, 7 1 *- S =o’ und g’x, — S = g aufzusuchen. 

Ich fiige noch die folyende Bemerkung hinzu: 

17. Wenn die Punkte (6) eines Kegelschnitts S projectivisch sind 
zu einer Punktreihe P = pg derart, dass fiir 3 Punkte (123) p, auf, 
23, p. auf 31 und p, auf 12 liegt, so erhilt man allgemein po aus 6 
indem man 6p,— S=o, o1— P=p, bestimmt; d. h. P ist die 
beigeordnete Punktreihe einer Form, die zu der bindéren Form der Punkte 
123 conjugirt ist. 

Beweis: Wenn man die Operationen 

(6p,—S)=06, (61—P)—qG 

in Anwendung bringt, so wird jedem Punkte 6 eindeutig ein Punkt 
qo zugeordnet und umgekehrt; vermége dieses Verfahrens erhilt man 
also jedenfalls eine zu den Punkten 6 von S projectivische Reihe q, 
auf dem Trager der Punktreihe P. Nun ordnet aber die erwiihnte 
Operation nach der Voraussetzung von 17 den drei Punkten 123 resp. 
die Punkte p, p, p, zu; d. h. es ist py = G,, Po = Qo, Ps = 4g, folglich 
allgemein po = qo, wie behauptet wurde. 

Man kann nunmehr bemerken, dass die Aufgabe, die durch 3 
Tripel gegebene G3 zu construiren zusammenfillt mit der folgenden 
Aufgabe, welche dadurch mit gelést ist: 

18. Es sind 3 einem Kegelschnitt S eingeschriebene Dreiecke ge- 
geben. Es soll eine Gerade TT so bestimmt werden, dass die 3><3 
Eicken der Dreiecke (123, 1° 2'3', 1” 2"3”) projectivisch sind resp. zu 
den Schnittpunkten von TT mit den Gegenseiten (x, 2, ay My ...). 

Dass diese Aufgabe stets eine Lésung zuliisst, ist aus der ange- 
gebenen Construction der Geraden TT zu ersehen; dass sie nicht mehr 
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als eine Lésung besitzt, erkennt man mit Hiilfe des Satzes 17. Denn 
nach diesem Satz ist jede Punktreihe TT, welche der Aufgabe geniigt, 
beigeordnete Punktreihe einer Form, die sowohl zu 123, als zu 1'2°3’ 
und 1” 2” 3” conjugirt ist; da es aber uur eine solche Form giebt, so 
giebt es auch nur eine Gerade TT. 


B. Formen vierten Grades. 


I. Es sei eine biniire Form a‘ gegeben, welche aus den Punkten 
1234 bestehe. Zu der von 1, 2,3 gebildeten biniren Form dritten 
Grades sei nach A. 1 die beigeordnete Punktreihe P mit den Punkten 
P; Pop, coustruirt. Ich ziehe nunmehr im Punkte 4 die Tangente ¢, 
und bezeichne die Schnittpunkte derselben mit ¢, ¢,¢, resp. mit s, 5, sy. 
Die durch (p, p. py), (8; 8, 53) definirten projectivischen Punktreihen 
erzeugen nach Satz 12 die beigeordnete Curve K, von a4, Nuumebr 
kanu man vermége einer einfachen linearen Construction (ohne die 
Curve K, wirklich herzustellen) zu irgend einer Geraden v den Polar- 
punkt in Bezug auf K, construiren. Es moége niimlieh jedem Punkte 
@ des Kegelsehnitts der Punkt p, auf der Punktreihe P und der Punkt 
8. auf der Geraden ¢, entsprechen. Wenn alsdanu v die Punktreihen 
in p, und gs, trifft, so hat man s, und p,, herzustellen. Ist nun o der 
Schnittpunkt der Geraden v — s,p,, so ist der vierte harmonische 
Punkt von o in Bezug auf s, und p, der gesuchte Punkt 0. In der 
That ist niimlich das Geradenpaar (p,0 — v) harmonisch zu dem Tan- 
gentenpaar (P—p,s,) der Curve K,; ebenso das Geradenpaar (s. 0 — v) 
harmonisch zu dem Tangentenpaar (¢, — s,,p). O ist mithin der 
Schnittpunkt 2er zu v in Bezug auf K, conjugirten Geraden, wie be- 
hauptet wurde. ; 

Wenn nunmehr die Gerade v mit S die Punkte g6 gemein hat, 
so schneiden die Geraden durch O auf S diejenige G3} aus, welche 
innerhalb der zu a‘ conjugirten G{ den Punkten go zugehért. Man 
kann demnach alle Elemente dieser G4 construiren. 

Nach Satz VI der Einleitung besitzt a‘ eine Involution von 
apolaren Formen dritten Grades. Jede soleche Form bildet mit jedem 
Punkte von S zusammen ein Quadrupel, dessen binire Form zu a! 
conjugirt ist. Zu einem beliebig gewihlten Punkte @ gehdrt also ein 
ganz bestimmtes Punktepaar ot derart, dass gor ein Tripel der G3 
vorstellt und mithin fiir jeden Punkt ¢, das Quadrupel egor zu a! 


conjugirt, oder was fiir uns dasselbe bedeutet, das Geradenpaar 
(eg —6r) zu K, conjugirt ist. Die Gerade 6t muss mithin so be- 
schaffen sein, dass jede durch @ gehende Gerade zu ilr in Bezug auf 
K,, conjugirt ist oder mit andern Worten: 67 muss Polare von @ in 
Bezug auf K, sein. Da die Punktreihen gegeben sind, welche K, 
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erzeugen, so ist es unschwer, die Polare des Punktes @ zu construiren 
und so die Punkte 6 t zu bestimmen, welche g zu einer apolaren Form 
von as erginzen. 

I]. Wenn 2 Formen a!‘ vorliegen, so kann man in derselben 
Weise Punktreihen herstellen, welche die beiden beigeordneten Curven 
aja* = 0, b3b2 = 0 erzeugen. Alsdann ist die Construction der zu 
beiden Formen conjugirten G} ohne Schwierigkeit; denn um e6 zu 
einem Klement dieser Gruppe zu ergiinzen, hat man nur die Polar- 
punkte der Geraden go in Bezug auf aja? = 0 und b;b2 = 0 nach 
Massyabe von I zu construiren, die Verbindungslinie beider herzustellen 
und die Schnittpunkte derselben mit S zu bestimmen. 

Die Construction der zu 3 und 4 biquadratischen Formen con- 
jugirten Formen kann offenbar nicht mehr linear ausgefiihrt werden. 


C. Formen fiinften Grades. 


Die Form a5 bestehe aus den Punkten 12345. Ich denke die 
beiden Punktreihen construirt, welche die beigeordnete Curve K der 
biquadratischen Form (1234) erzeugen. Alsdann kann ich zu jeder 
durch 5 gehenden Geradén 56 den Pol p, in Bezug auf K, wie unter 
B. I construiren, oder was dasselbe ist, denjenigen Punkt herstellen, 
dessen Biischel die zu 56 auf (1284) gehdrige Involution auf S 
ausschneidet. 

Diese Punkte p, bilden eine Punktreihe, welche zu derjenigen 
projectivisch ist, die man erhilt, wenn man die Tangente in 5 durch 
ts schneidet und den Punkt o auf S variirt; das Erzeugniss beider 
Reihen ist aber nach Satz 13 die zu 5 innerhalb der beigeordneten 
Schaar von (12345) gehdrige Curve 2ter Classe K,. Ohne diese 
selbst herzustellen kann man nunmehr, wie unter B, zu jeder Geraden 
v den Pol in Bezug auf K, linear construiren. Das will, wenn v den 
Kegelschnitt S in den Punkten 96 schneidet, sagen, dass man zu 
jedem Punktepaar 96 die Gesammtheit der Punktepaare herstellen 
kann, welche go5 zu einem Element der G% ergiinzen. Man kann 
also itiberhaupt innerhalb der zu a’ conjugirten G3 alle Klemente con- 
struiren, welche den Punkt 5 selbst enthalten. Hierbei war der Punkt 
5 bevorzugt worden, und indem man analog mit 4 verfaihrt, ist man 
im Stande, alle diejenigen Elemente der G} herzustellen, welche den 
Punkt 4 enthalten. Um nun die zu 3 beliebigen Punkte I, I], III 
innerhalb der G3 gehérige G3 zu construiren, suche man, was nach 
dem Gesagten sofort ausfiihrbar ist, den Punkt: 


« welcher IILIN5 
6B welcher IIIT 4 


und 
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zu je einem Element der Gruppe erginzt. Der Schnittpunkt der Ge- 
raden 5a — 46 ist sodann der Punkt, dessen Strahlbiischel die gesuchte 
G3 auf S ausschneidet. 

Die zu a§ apolaren Formen 4ten Grades bilden nach Satz VI der 
Kipleitung eine G}?. Um 2 Punkte 96 zu einem Element derselben 
zu erginzen, hat man nur die beiden G} zu construiren, welche resp. 
@ 65 und go 4 innerhalb der zu a5 conjugirten G3 zugehéren. Das 
gemeinsame Klement t@ beider G3 bildet mit @6 zusammen ein Element 
der erwihnten G4. Das Quadrupel t@@6 wird alsdann niimlich von 
2 verschiedenen Punkten (4 und 5) mithin von allen Punkten von S 
iiberhaupt zu einem Element der G} ergiinzt. Aus Satz 9 folgt, dass 
jedes ein Quadrupel der G4 enthaltende Geradenpaar zu der ganzen bei- 
geordneten Curvenschaar von a° conjugirt ist. 

Ueberdies giebt es nach Satz VI eine Form dritten Grades, welche 
zu a® apolar ist. Sind 4myv die 3 Punkte derselben, so miissen sie 
durch jeden Punkt zu einer Form 4ten Grades ergiinzt werden, die 
za a@® apolar ist und mithin der vorerwihnten G} angehért. Nach dem, 
was eben gesagt wurde, muss also 


jede durch v gehende Gerade mit*Aw zusammen, 
jede durch w gehende Gerade mit 2v zusammen, 
jede durch 4 gehende Gerade mit uv zusammen 


je ein conjugirtes Geradenpaar der ganzen beigeordneten Schaar von 
a® liefern. Jeder der 3 Punkte 4 uw v ist mithin Pol der Verbindungs- 
linie der beiden andern in Bezug auf alle Curven der Schaar oder mit 
andern Worten: Das Dreiseit mit den Ecken A uy ist das gemeinsame 
Polardreiseit aller Curven der beigeordneten Schaar. 

Wie nach Massgabe des Vorhergehenden die Construction der zu 
2 Formen 5ten Grades conjugirten Formen zu geschehen hat, bedarf 
keiner niheren Auseinandersetzung. 


D. Construction der conjugirten Formen 


einer Form 2nten Grades a" (n> 2) 
unter der Voraussetzung: 
dass die Aufgabe gelést sei, die conjugirte G2"—! einer 
beliebigen Form (2n — 1l)ten Grades zu construiren. 


Die Form a?” bestehe aus den Punkten a,, a,,..., dan. Ich will 
die biniire Form der Punkte a,, @,,..., @z,—1 mit b2"-! bezeichnen. 


Die letztere besitzt eine beigeordnete Schaar von Curven (nm — 1) ter 
Classe, welche den Punkten von S in der Art zugeordnet ist, dass 
dem Punkte 6 die Curve K, der Schaar entspricht. Da ick alle con- 
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jugirten Formen von b?"~' construiren kann, so bin ich in der Lage, 
zu jeder einzelnen Curve Kg siimmtliche conjugirte (nm — 1)-Seite an- 
zugeben, Ich ziehe nunmehr die Tangente &, im Punkte ag, und 
bestimme den Schnittpunkt s derselben mit der Tangente in 6. Der 
Punkt s und die Curve K, sind alsdann einander eindeutig zugeordnet, 
und indem ich 6 variire, erhalte ich 2 projectivische Reihen, deren 
Erzeugniss nach Satz 12 die Curve azan = 0 ist. Um nunmebr alle 
n-Seite der letztgenannten Curve, d. h, alle zu a2" conjugirten Formen 
zu construiren, hat man nur auf die (fir m — 1 an Stelle von m aus- 
gesprochene) Aufgabe 14 zuriickzugehen, deren 2 Voraussetzungen hier 
erfiillt sind (die eine nach der eben angestellten Betrachtung, die 
andere weil oben » > 2 angenommen wurde), und deren Lisung be- 
reits bekannt ist. 


EK. Construction der zu einer Form (2n+1)ten Grades a?™+! 
conjugirten Formen (n> 2). 

Indem ich die unter D gemachte Voraussetzung festhalte, bin ich 
vermoge des Obigen in der Lage, zu jeder Form 2nten Grades simmt- 
liche conjugirte Formen zu construiren.: 

Nun bestehe die vorgelegte Form a2"+* aus den Punkten a,,a,,.. 
.->@n4i1- Ich bezeichne die binire Form der Punkte a,, a,,..., den 
mit 6%", die derselben beigeordnete Curve ist alsdann b7b" = 0. Da 
ich alle conjugirten Formen von b2" construiren kann, so bin ich im 
Stande, simmtliche conjugirte n-Seite von b7b" = 0 anzugeben, oder 
mit anderen Worten: Wenn v eine Gerade und TT die erste Polare 
derselben in Bezug auf b7b%—=0 ist, so kann ich alle conjugirten 
(nw — 1)-Seite dieser Curve TT linear construiren. 

Ich verbinde nunmehr den Punkt a2,4; mit allen Punkten 6 von 
S, denke die erste Polare K, der Geraden Gd2n.4; in Bezug auf 
b" b, = 0 hergestellt und bestimme den Schnittpunkt o von ¢, mit der 
Tangente in dg,4,.s und K, sind alsdann eindeutig zugeordnet, und 
indem man 6 variirt, erhilt man 2 projectivische Reihen, deren Er- 
zeugniss eine Curve K ist. Da ich, wie schon bemerkt, zu jeder 
Curve K, simmtltche conjugirte (m — 1)-Seite herstellen kann, so 
sind die Voraussetzungen der (fiir n —1 an Stelle von m auszusprechen- 
den) Aufgabe 14 erfiillt und ich kann demnach simmtliche conjugirte 
n-Seite von K construiren. K ist aber nach Satz 13 diejenige Curve, 
welche innerhalb der beigeordneten Schaar von a?"+! dem Punkte 
Gen4i zugehdrt. Ich kann also simmtliche Elemente derjenigen G3” 
construiren, welche innerhalb der zu a2" conjugirten G2"+! dem Punkte 
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Ganj. zugehdrt, d. h. ich kann alle diejenigen zu a?"+' conjugirten 
Formen linear herstellen, welche den Punkt az,,; enthalten. 

Auf demselben Wege aber ist es mir mdglich, alle diejenigen 
conjugirten Formen zu construiren, welehe den Punkt ae, enthalten. 

Um nunmehr die zu (2m — 1) beliebigen Punkte @,, @.,.--, @2n—1 
innerhalb der conjugirten Geeti gehérige G,* herzustellen, verfahre 
ich folgendermassen: Ich bestimme, was nach dem Vorhergehenden 
sofort ausfiihrbar ist: 


den Punkt g2,, welcher @,, @,,..-, Qen—1 a2, und 


den Punkt Q2n4:, welcher 0,, Q,.--, Qznti Genqi Zu einem Element 
der G2"t' ergiinzt. Alsdann sind (Q2, d2n), (@2n+1 Gzn41) Punktepaare 
der gesuchten G,? und der Schnittpunkt der Verbindungslinien dieser 
Paare ist derjenige Punkt, dessen Biischel die erwahnte Involution 
auf S ausschneidet. 

Nach dem soeben unter D Gesagten kann folgendes Resultat aus- 
gesprochen werden: 

» Die Aufgabe, die 2u einer Form iten Grades conjugirten Formen 
linear zu construiren, kann fiir i=2n, i=2n-+ 1 (sobald n > 2) 
als erledigt angesehen werden, sobald sie fiir i= 2n — 1 geldst ist. 
Da dies aber nach C fiir n =3 in der That der Fall ist, so ist die 
Aufgabe allgemein gelist.“ 


§ 7. 


Allgemeine Siatze iiber projectivische Erzeugung conjugirter und 
apolarer Curven. 


Die projectivische Erzeugung der beigeordneten Curven, wie sie 
durch die Saitze 12 und 13 gegeben wird, gewinnt ein weitergehendes 
Interesse durch die merkwiirdige Beziehung, in der die beiden auf- 
tretenden projectivischen Reihen: die Punktreihe und die Curvenschaar 
zu einander stehen. Bei der im Satz 13 erérterten Erzeugungsart ent- 
steht die auftretende Schaar aus der Punktreihe, indem man zu jedem 
Punkte der Letzteren die Polare in Bezug auf eine bestimmte Curve 
2ter Ordnung (nimlich den Kegelschnitt S) und zu jeder dieser 
Polaren wiederum die erste Polare in Bezug auf eine gewisse Classen- 
curve aufsucht. 

Man kann nun allgemeiner eine Curve pter Ordnung C? (ar—=() 
und eine Curve qter Classe K*(u? = 0) gegeben denken: jede Curve 
rter Classe uz = 0 besitzt alsdann (wofern r < p ist) eine bestimmte 
Curve (p —r)ter Ordnung als Polare (cfr. Einleitung X) in Bezug 
Cr and diese Curve (p — r)ter Ordnung bestimmt wiederum (wofern 
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p—r <q ist) eine gewisse Curve (q — p-+ 1) ter Classe als Polare 
in Bezug auf Ke. Die letztgenannte Classencurve hat die Gleichung: 
(24) 0 = ay ar user 
und ich will sie als ,,correspondirende“ Curve von ug in Bezug 
auf die beiden festen Curven bezeichnen. 

Setzt man fiir «3 — 0 der Reihe nach die Curven einer Schaar: 
(24a) O == xu + Aur 
so bildet die Reihe der correspondirenden Curven eine zu jener Schaar 
projectivische Schaar von Curven (q — p + r)ter Classe: 
(24b) O = nag arr use + hay ap—r yt—Ptr , 

Das Erzeugniss dieser beiden projectivischen Reihen hat zur Glei- 
chung das Eliminationsresultat von x und A aus (24a) und (24b): 


us our 
(25) 0 = uP Pr = ae—r yI—P+r , 
@ r r a a 
as ay 








Diese Curve geht, wenn gq — p+r=—p-—r, d. h. 
q=2p — 2r 
gesetzt witd, in eine Curve der pten Classe iiber, und ihre Gleichung 
wird alsdann dargestellt durch: 


us ur 
¢ an = p-—r r 
(26) Om a=). |r. 
as a, 








Bezeichnet nun b ein mit «a gleichwerthiges Symbol und setzt man in 

die rechte Seite von (26) u; =; so ergiebt sich ein Ausdruck, der 

bei Vertauschung von a und b nur das Vorzeichen iindert; mithin ist: 
be = 0. 

Daraus folgt der Satz: 

19. Liegt eine Curve pter Ordnung und eine Curve (2p — 2r)ter 
Classe vor und construirt man in Bezug auf diese beiden 2u einer 
Schaar von Curven rter Classe die Schaar der ,,correspondirenden“ 
Curven, so ist das Erzeugniss dieser beiden projectivischen Schaaren 
eine Curve pter Classe, die zu der gegebenen Curve pter Ordnung con- 
jugirt ist, , 

Fir p = 2 und r = 1 hat man eine Curve 2 ter Ordnung C? und 
eine Curve 2ter Classe K? festzulegen und zunichst zu den Punkten 
Pi>Po,+-+ einer Punktreihe d@ie Polaren g,,g,,... in Bezug auf C? 
herzustellen, welche ein Strahlbiischel bilden. Die Pole von g,,g,,... 
in Bezug auf den Kegelschnitt K? bilden alsdann eine Punktreihe 
4:1, G2» --. und das Erzeugniss der projectivischen Punktreihen p und 
q ist zu C? conjugirt. Daraus folgt, dass, wenn man zu den Strahlen 
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eines Strahlbiischels (g,, g,, . . .) die Pole in Bezug auf 2 Kegelschnitte 
C? und K? construirt, das Erzeugniss der entstehenden projectivischen 
Punktreihen, als Classencurve aufgefasst, zu C*® als Ordnungscurve 
conjugirt ist, Da aber bei dieser Betrachtungsweise K? ganz dieselbe 
Rolle spielt wie C*, so folgt, dass auch K?,,sobald es als Ordnungs- 
curve angesehen wird, zu dem erzeugten Kegelschnitt conjugirt ist; es 
ergiebt sich demnach der Sate: 

19a. Hat man 2 Kegelschnitte C, und C, und construirt man zu 
den Strahlen eines Strahlenbiischels die Pole sowohl in Bezug auf C, 
als auch in Bezug auf C,, so erhilt man 2 projectivische Punktreihen. 
Das Erzeugniss K' derselben ist als Curve 2ter Classe zu C, und C, 
conjugut. 

Ich fiige folgenden geometrischen Beweis dieses Satzes hinzu: 

Wenn y das Centrum des Stralilbiischels ist, so sind die Traiger 
der beiden Punktreihen die Polaren v, v, von y in Bezug auf C, resp. 
C, und jeder durch y gehenden Geraden X entspricht auf o, der Punkt 
az, als Pol von X in Bezug auf C, und auf v, der Punkt z, als Pol 
von X in Bezug auf C,, so dass (X, yxz,) ein conjugirtes Geraden- 
paar von C, und (X, ya) ein ebensolches fiir C, ist. 

Man verbinde nun beide Punktreihen mit y und suche die Doppel- 
elemente der erhaltenen concentrischen projectivischen Biischel, d, h. 
die von y an K' gehenden Tangenten. Sind x, und z, 2 ent- 
sprechende Punkte, die mit y in gerader Linie liegen, so ist die 
Gerade x, x, = 2, y = x,y ein Doppelelement; ich behaupte, dass als- 
dann X das 2te Doppelelement ist. In der That muss der Pol] der 
Geraden z, 2, in Bezug auf C, auf X liegen, und da er iiberdies auf 
v, liegen muss, mit (X — v,) identisch sein; ebenso ist (X — v,) der 
Pol der Geraden a, 2, in Bezug auf C,. Die Pole dieser Geraden 
liegen demnach mit y in gerader Linie und ihre Verbindungslinie X 
ist ein Doppelelement, wie behauptet wurde. 

Wird also die eine der von y an K' gelegten Tangenten mit X 
bezeichnet, so ist die andere die Gerade X' = yx, = yax,. Da aber, 
wie oben gezeigt (X, yx,), und (X, yz,) conjugirte Geradenpaare resp. 
von C, und C, sind, und y den Pol von v, in Bezug auf C, darstellt, 
so sieht man, dass X X'v, ein Polardreieck von C, ist. Ebenso bilden 
die Geraden X X'v, ein Polardreiseit von C,. Da aber beide Dreiseite 
der Curve K' umschrieben sind, so folgt, dass K' in der That so- 
wohl zu C, als zu C, conjugirt ist. 

Ich kehre nunmehr zu der Glei@hung (25) zuriick. Die Curve, 
die sie reprisentirt, war das Erzeugniss einer Schaar von Curven 
rter Classe und der ihr ,,correspondirenden “ Schaar unter Zugrunde- 
legung 2er beliebigen Curven von resp. pter Ordnung und qter Classe. 
Ieh will nunmehr r=1 annehmen. Die Curve (25) geht alsdann iiber in: 
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U 
(27) Q = ur—Pte =|“ “| ge UI-P+1 
a a 








ag Ay 


Sobald ¢q —p+2>p ist, folgt fir beliebiges » und wu die 
Identitit: 
Uo Uy 


(28) uP ur—*Pt? — @ Us Uy 
7 a 








P—1 yp—1 qq—2 p42 p—l —2p-+i 
a" ve" ut +o at—* vn ut 


ag Ay 








ag Ay 


wobei g und 6 gewisse Zahlenfactoren bedeuten. Ist nun wiederum b 
ein mit a gleichwerthiges Symbol und setzt man v; = b;, so geht der 
erste Term der rechten Seite in einen Ausdruck iiber, der bei Ver- 
tauschung von a und 6 nur sein Zeichen wechselt, und also identisch 
verschwindet. Es folgt demnach die Identitéit in w: 


| 
Us wu 

(28 a) b? ur? 9 = 6 | es u| aP-1 DP ys—2P+4 , 
|aoe Gy 


Man bemerke aber, dass die rechte Seite dieser Gleichung aus 
dem Ausdruck (27) fiir uw2-?+* hervorgeht, indem man dort wu? durch 
bv ut” ersetzt, und dass die linke Seite die Polare von b2? =O in 
Bezug auf w2-?+* — () vorstellt. Es folgt aus Alledem der Satz: 

20. Wenn man eine beliebige Curve pter Ordnung C? und eine 
beliebige Curve qter Classe K*% zu Grunde legt (wobei gq > 2p — 2 sein 
soll) und zu den Punkten einer Punktrethe die Schaar der thnen in 
Bezug auf C? und K* correspondirenden Curven construirt, so ist das 
Erzeugniss jener Puniktreihe und dieser zu ihr projectivischen Schaar 
eine bestimmte Curve (q — p + 2)ter Classe. Die Polare von C” in 
Bezug auf das Erzeugniss ist identisch mit dem analogen Erzeugniss, 
welches erhalten wird, wenn man K* durch die Polare von C” in Bezug 
auf K% ersetat. 

Wenn indessen die Curve -C? zu KK‘ apolar ist, d. h. wenn 
peur” fiir jedes w verschwindet, so wird die rechte Seite von (28a) 
und mithin auch die linke fiir jedes Werthsystem der uw annulirt, d. h. 
es sind auch w?-?+* und C? zu einander apolar und es folgt: 

21. Wenn man eine beliebige Curve pter Ordnung C? und eine 
zu thr apolare Curve qter Classe K*« zu Grunde legt (wobei q>2p—2 
sein muss), so ist das Erzeugniss irgend einer Punktrethe und der ihr 
in Bezug auf C? und K* correspondirenden Schaar eine Curve (q —p +-2)ter 
Classe, welche zu C? apolar ist. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass der wesentliche Inhalt des Satzes 
i3 ein specieller Fall desjenigen Satzes ist, der fiir p = 2 aus 21 hervor- 
geht, und der sich auch in einer dem Theorem 19a thnlichen Form 
folgendermassen aussprechen liisst: 

2la. Hat man einen Kegelschnitt C? wnd eine zu C? apolare 
36* 
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Curve qter Classe K?, und construirt man zu den Strahlen eines Strahl- 
biischels die Pole in Bezug auf C? und die ersten Polaren in Bezug 
auf K*%, so ist das Erzeugniss der erhaltenen projectivischen Punktreihe 
und Curvenschaar eine Curve qter Classe, die zu C* apolar ist. 

Aus der Ableitung der Siitze 19—21 ist klar, dass dieselben sich 
unmittelbar auf riiumliche Verhiiltnisse tibertragen lassen, indem man 
iiberall fiir Curve das Wort ,,Fliche“, fiir Gerade aber ,, Ebene“ sub- 
stituirt; die Anfiihrung dieser Siitze, ebenso wie der dual gegeniiber- 
stehenden kann demnach unterlassen werden. 

7 


§ 8. 
Die apolaren Flachen einer cubischen Raumcurve als ,,beigeordnete 
Flichen“ der biniren Formen auf derselben. — Eigenschaften der 
beigeordneten Flachen conjugirter Formen. 


Alles, was ich im Vorhergehenden fiir die binairen Formen auf 
einem Kegelschnitt abgeleitet habe, findet sein genaues Analogon bei 
Betrachtung biniirer Formen auf einer beliebigen Raumecurve dritter 
Ordnung C,. Durch Beziehung auf ein geeignetes Coordinatensystem 
kann bekanntlich stets bewirkt werden, dass die Coordinaten der Punkte 
der C, sich als Functionen 2er homogener Parameter darstellen durch 
die Gleichungen : 

(29) Ly 2 qt Hy 2 Hy = H,9: Hy? wy: 4, HQ? : H,*. 
Soll alsdann « die Verbindungsebene der Punkte (A, ,), (u,u.), (v)%%>) 
sein, so miissen diese Parameterpaare Wurzeln der Gleichung: 


= 3 2 2 3 
O = Uy Hy” PF hy Hy? Ly PF hg Hy Hy? Uy Hy 
vorstellen, d. h. die Gréssen u miissen den elementarsymmetrischen 


Funetionen von 4 mv proportional sein, welche ich der Reihe nach 
mit (Auyv),, (Auv),, (Awv),, (Aw), bezeichnen will, so dass: 
(30) My Fy 2 My t thy = Ay fh My t — (Ay yy + AQ Vy My fy MAj) 
+ (Ag MyM HE Med, My, VQ Ay My) = — Aya 
= (Aur), : (Amr), : (Amr), : (Apr). 

Daraus folgt wiederum, dass jede gauze homogene symmetrische Fune- 
tion von Awy als die linke Seite der Gleichung einer Classenfliche 
angesehen werden kann, sobald man von den Gleichungen (30) Ge- 
brauch macht. 

Des Folgenden wegen mégen einige Gleichungsformen dieser Art 
hervorgehoben werden: 

Sind @ ort irgend 3 Punkte der C,, so ist 


(31) 0. = 2(eA) (Gu) (rv) 








die 
(d. 
stii 


(31 


die 
der 
Pu 


any 


det 
ein 
hal 
ap 


sol 
we 
(3% 
fiir 
Po 
(38 
un 
(34 
in 

ge 
(38 
fiir 


fa 


ha 
Su 
clic 


iib 


Pe 
ave 
bol 














Conjugirte binére Formen. 555 


wenn die Summe auf alle Vertauschungen von 44 v sich erstreckt, 
die Gleichung des Schnittpunktes der Osculationsebenen von @ 6 t 
(d. h. des Pols der Ebene g 6 t in Bezug auf C,) wie man sofort be- 
stiitigt, indem man 4 = uw = v = x setzt. Speciell ist demnach: 
(31a) O— 2(eA) (Gp) (ev) 

= 2[(@4) (Gu) (ov) + (eH) (64) (Gv) + (ev) (ou) (64) 
die Gleichung des Punktes, in dem die Osculationsebene von @ von 
der Tangente 6 getroffen wird, weil bekanntlich die Tangente eines 
Punktes als Schnittlinie 2er unendlich benachbarter Osculationsebenen 
angesehen werden darf. 

Ich gehe nun dazu iiber, die Flichen nter Classe zu betrachten, 
welche zu der Gesammtheit der durch die cubische Raumeurve gehen- 
den Flichen nter Ordnung conjugirt sind und werde zeigen, dass sie 
eine den apolaren Curven eines Kegelschnitts analoge Bedeutung 
haben; ich will eime solche Flache daher auch als eine zu der C, 
apolare Fliche bezeichnen. 

Wenn 6% = (¢,2, + C,%, + CX, + ¢,2,)" = 0 eine Fliche sein 
soll, die durch die C, hindurchgeht, so ist nach (29) hierzu noth- 
wendig und hinreichend, dass die Gleichung: 

(32) = (6, 4,9 + Cy Hy? + C,H, %Q” + €,%,°)* 

fiir jedes x, x, besteht. Aus dieser Identitiit kénnen andere durch 
Polarenbildung abgeleitet werden; ist eine solche: 

(33) O =f (C, ¢ Cy *) 

und setzen wir: 

(34) ce, = (Aur),, C= (Aur), C= (Apr)s, ¢, = (Aur), 


in die rechte Seite von (33) ein, so stellt das Resultat, gleich Null 
gesetzt: : 

(35) O=S[(Aur,, (dure, (Aurs), (Aur), *] 

fiir jeden wirklichen und symbolischen Werth von x, x, eine Classen- 
fliche dar, die nach Gleichung (33) zu der Raumeurve apolar ist. 
Aber auch hier kénnen wir die Operationen, welche auf (35) gefiihrt 
haben, in umgekehrter Reihenfolge ausfiihren und auf (32) zuerst die 
Substitution (34) und dann die Polarenbildung anwenden. Da aber 
die rechte Seite von (32) durch die Substitution (34) in (*A)"(xu)"(xv)" 
iibergeht, so folgt das zu Satz 1 analoge Theorem: 

22. Wenn man aus (%A)" (xu)" (xv)”" durch Differentiation oder 
Polarenbildung nach x eine Form f(x Awv) abgeleitet hat, so stellt 
diese, sobald u;,= (Av), gesetet wird, fiir jeden wirklichen oder sym- 
bolischen Werth von x eine eu UC, apolare Fliche dar. 

Ist demnach a’" eine beliebige binire Form 3nten Grades, und 
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fiihrt man x, = a,%, = — a, in den Ausdruck (%A)" (xw)" (xv)” ein, 
so ergiebt sich: 
(36) a; ax ay = 0 


als Gleichung einer zu C, apolaren Fliiche ater Classe, welche die 
Osculationsebenen in den Punkten der binairen Form a’ 
berithrt. ) 

Da jede Fliche ch 0, welche die Raumeurve enthilt, der Iden- 
titit (32), also (8n + 1) linearen Bedingungen und nur diesen zu 
geniigen hat, so bilden alle Flichen dieser Eigenschaft eine 

[a+ ets (m+3) 3, 1 ; 
gliedrige Gruppe. Dieser steht demnach eine (3 + 1)-gliedrige Gruppe 
von Classenfliichen als coujugirte Gruppe gegeniiber, in der offeubar 
alle zu C, apolaren Flichen und nur diese enthalten sind. Daraus 
folgt, dass eine zu der C, apolare Fliiche nter Classe durch 3n weitere 
Bedingungen vollstiindig festgelegt ist. 

Wird insbesondere gefordert, dass eine Fliche nter Classe zu C, 
apolar sein und die Osculationsebenen in 3” bestimmten Punkten der 
Curve beriihren soll (deren biniire Form durch a3" bezeichnet werde), 
so kanu in vollstaindiger Uebereinstimmung mit der auf Seite 9 an- 
(m+ 1) (+2) (M43) 1 

1-2-3 
linearen Bedingungsgleichungen, welchen die Coefficienten der Fliche 
alsdann unterworfen sind, niemals von einander abhiingig sein kénnen, 
wie immer auch a3* beschaffen sein mége: 


gewandten Methode gezeigt werden, dass die 


Es giebt demnach stets eine und nur eine Fliche nter 
Classe, die zu C, apolar ist und die Osculationsebenen in 
den Punkten einer gegebenen biniren Form a’ beriihrt. 
Ich nenne sie die ,,beigeordnete“ Fliche der Form. Ilhre 
‘ ; i Nn Qh gr — 

Gleichung ist durch aja" at =0 gegeben. 

Man kann nunmehr folgende den Theoremen 2, 4 und 5 analogen 
Satze beweisen: 

23. Die erste Polare einer Ebene oot in Bezug auf ara®a"=0 

s y ad ae 
ist identisch mit der beigeordneten Fliiche von a,a,a,as"—*, 
S 

24. Haben wir 3n Punkte der ©;, deren bindre Form zu ai" 
conjugirt ist, so ist jede durch diese Punkte gehende Fliiche nter Ord- 
4 Z Rgr qr — 02): 
nung zu ayanay = 0 conjugert. 


25. Wenn durch 3n Punkte der C, eine Fliiche nter Ordnung 
gelegt werden kann, die zu ajana, = 0 conjugirt ist, so hat jede durch 
diese Punkte gehende Fiche dieselbe Eigenschaft und die bindre Form 
der 3n Punkte ist zu a" conjugirt. 
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Der Beweis dieser Siitze ist dem Beweise der entsprechenden Siitze 
fiir die Ebene ganz analog. 

Auch hier ‘kane jeder Form 3nten Grades nicht nur eine Classen-, 
sondern auch eine Ordnungsfliiche beigeordnet werden; niimlich die- 
jenige Ordnungsfliche, welche durch die 3n Punkte der Form hin- 
durchgeht und zu der C, als Classencurve apolar, d. h. zu allen den- 
jenigen Flichen nter Classe conjugirt ist, welche siimmtliche Oscula- 
tionsebenen der C, beriihren. Aus dieser Bemerkung folgt, dass die 
Siitze 24 und 25 auch folgendermassen ausgesprochen werden kénnen: 

24a. Haben wir 2 conjugirte bindre Formen 3nter Ordnung, so 
ist die beigeordnete Ordnungsfliche der einen zur beigeordneten Classen- 
[liiche der andern conjugirt. 

25a. Wenn 2 bindre Formen 3nter Ordnung so beschaffen sind, 
dass die beigeordnete Ordnungsfliche der einen zur beigeordneten 
Classenfliche der andern conjugirt ist, so sind die bindren Formen 
selbst conjugirt. 

Um ein dem Satz 7 entsprechendes Theorem su erhalten, bemerke 
man, dass jeder G3" von Formen eine G3", von conjugirten Formen 
gegeniiber steht. Jeder Form der letzteren Gruppe ist eine Classen- 
tliiche beigeordnet und der so erhaltenen (3n + 1 — p)-gliedrigen 
Gruppe [ von Flichen nter Classe steht eine 


(n + 1) (n+ 2) (n+ 8) 
* i on. < ee 3n — 1 + p]- 


gliedrige Gruppe von Flichen nter Ordnung gegeniiber. Jede Fiche, 
welche dieser letzten Gruppe G angehért und die C, nicht in sich 
enthilt, muss nach 25 ein Klement der gegebenen _ ausschneiden; 
umgekehrt muss jede Fliche mter Ordnung, welche durch die 3n 
Punkte eines Elements der G3 hindurchgeht, zu allen Flichen von 
conjugirt seit und mithin der Gruppe G angehdren. Es folgt also: 
26. Haben wir auf der C,(p +1) Formen derselben Gin und 
legen wir durch die 3n Punkte einer jeden Form irgend eine Fiche 
nter Ordnung, so bilden die so erhaltenen (p + 1) Flichen zusammen 
mit der Gruppe der die Raumeurve enthaltenden Fliichen, nicht eve 


ie » de *)— 3n—1+p+ 1|- sondern mur eine ("3 t 7 — 3n—1+ r|- 


gliedrige Gruppe. 

Um schliesslich entsprechende Sitze fiir Formen (3 + 1)ten 
Grades abzuleiten, wuss man auf die ersten Polaren derselben und auf 
die beigeordueten Fliichen dieser Polaren die Theoreme 24 und 25 in 
Anwendung bringen; desgleichen hat man bei Formen (3 + 2)ten 
Grades die gemischten 2ten Polaren dieser Formen und ihre beigeord- 
neten Flachen zu betrachten. Dadurch ergeben sich folgende Sitze: 
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27. Zu jeder Form (3n + 1l)ten Grades a’**' gehdrt eine ,, bei- 
geordnete Flichenschaar a,aza"a == derart, dass jedem Punkte 6 
der C, eime Fliiche der Schaar ezugehirt. Ist die binére Form von 
(3m + 1) Punkten zu a**+ conjugirt, so ist jede Fliche nter Ordnung, 
welche durch 3n dieser Punkte geht, zu derjenigen Fliche der Schaar 
conjugirt, welche dem (3n + 1)ten Punkte zugehirt. 

28. Wenn durch 3n Punkte eine Fiche gelegt werden kann, 
welche zu a, a} a” ay = 0 conjugirt ist, so hat jede durch diese Punkte 
gehende Fliche dieselbe Eigenschaft und die 3n Punkte, zusammen mit 
6 bilden eine bindre Form, die zu a’"* conjugirt ist. 

29. Zu jeder Form (3n + 2)ten Grades ai»+* gehirt ein ,,bei- 
geordnetes“ Fliichengewebe a, a, a a" ay = derart, dass irgend 2 
Punkten 6 der Rawmcurve eine bestimmte Fliche des Gewebes zugehirt. 
Ist die bindre Form von (3n + 2) Punkten zu ai"*+> conjugirt, so ist 
jede Fliche nter Ordnung, welche durch 3n dieser Punkte hindurch- 
geht, zu derjenigen Fiche des Gewebes conjugirt, welche den beiden 
iibrigen Punkten zugeordnet ist. 

30. Wenn durch 3n Punkte eine Fliche gelegt werden kann, die 
au a,a,a;ara" =) conjugirt ist, so bilden die 3n Punkte, mit or 


vereinigt, eine bindre Form, die zu ai"** conjugirt ist. 


§ 9. 
Projectivische Erzeugung der beigeordneten Flachen. 


Eine weitere Anwendung des Satzes 22 fiihrt mich auf Resultate, 
welche mit dem Inhalte der Siitze 12 und 13 correspondiren. Ich 


wende auf pm = (x A)" (xu)"(xv)" die Operation 9, oe. + 0, de 
1 


a 0 Xe 
an und erhalte: _ 
p 1 4@ é 
(31) 212% 9, + 2% ont —{(ndy\(xpy ‘(xvyt] D) (0) (xm) [x») 


wobei die Zahl unter dem Summenzeichen die Anzahl der Summan- 
den angiebt. Ist nun a*"—' eine beliebige binaire Form (3m — 1) ten 


Grades, und setze ich in (37) rechts x,=—a,, x, = — a,, so folgt 
aus Satz 22, dass 
(38) at an = ge Ay, dy = 0 


die Gleichung einer zu C, apolaren Fliche ist, sobald (Auv); = u; ge- 
setzt wird. Offenbar ist es die der Form (gx) a3"-' beigeordnete 
Fliche nter Classe. 
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Die Gleichung (38) geht jedoch aus: 
(39a) ayt a ae) a, a, = 9 


hervor, sobald man die Identitit in x, x, 
(x6) (xt) = a (4) («m) (xv) 


gelten lisst; d. h. wenn man annimmt, dass die 2 Gleichungen be- 
stelien : 


(39b) >’ (ed) (6) (ov) =0, 
3 

(39¢) - > (ea) (eu) (ev) = 0; 
3 


(38) ist also das Resultat der Elimination von ot aus 39a, b und e. 
Kir (Awy); =u; ist aber nach einer auf Seite 554 gemachten Be- 
merkung (39b) die Gleichung des Punktes, in dem die Osculations- 
ebene von @ die Tangente in 6 trifft und ebenso ist 39¢ der Schnitt- 
punkt der Schmiegungsebene vou @ mit der Tangente in t. Da die 
Bedeutung von (39a) unmittelbar klar ist, so folgt: 

31. Wenn eine bindire Form (3n — 1)ten Grades ai*—' vorliegt, 
und wir fiigen derselben einen beliebigen Punkt 9 hinzu, so erhalten 
wir eine Form 3nten Grades, der eine bestimmte Fliche nter Classe 
beigeordnet ist. Diese Fliche kann folgendermassen erhalten werden: 
Jeder Punkt 6 bestimmt auf der Osculationsebene von @(O,) einen 
Punkt s, als Schnittpunkt von O, mit der Tangente in 6; jedem Punkte- 
paar 6t gehirt also eine bestimmte Gerade st in Og zu und umgekehrt 
gehort zu jeder Geraden in O, nur ein Punktepaar 6x. Zu jedem Paar 
6t gehirt aber auch eine Fliiche des der Form a%*-' beigeordneten Ge- 
webes. Jene Gerade st und diese Fliche sind also einander projectivisch 
zugeordnet*) und die Fliiche K ist das Erzeugniss dieser projectivischen 
Grebilde, d. h. sie ist der Ort der Tangentialebenen, welche von jeder 
Geraden an die entsprechende Fliche gelegt werden kinnen. 

Wenn eine Form 3nten Grades a3” gegeben ist, so kann der eben 
ausgesprochene Satz auf die Form a 2 a," * augewandt werden und fiihrt 
alsdann zur Erzeugung der Fliiche, welche der Form (ox) a, _* 
beigeordnet ist, oder, was dasselbe sagt, der Fliiche, welche dem 
Punkte @ innerhalb der beigeordneten Fliichenschaar von (gx) a3" zu- 
gehért. Bemerkt man iiberdies, dass das der Form a, a’! beigeord- 


nete Gewebe a, «, a, ay an * ast == 0 nach Satz 23 aus den ersten 


*) ,, Zuordaung nach dem Typus der Reciprocitaét cfr. Salmon-Fiedler. 
Geom, des Raumes. Th. I, 8S. 7. 
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Polaren der durch @ gehenden Ebenen in Bezug auf aj a® a} = 0 be- 
steht, so folgt der Satz: 

32. Es sei eine bindre Form a" mit der beigeordneten Fiche K 
gegeben. Ist @ ein beliebiger Punkt der C,, so ist der bindren Form 
(gx) a3” eine Flachenschaar beigeordnet und dem Punkte @ gehirt eine 
bestimmte Fliiche Ky derselben zu. K, kann nun folgendermassen er- 
halten werden: Zu jedem- Punktepaar 6c der Curve gehirt, wie unter 
31 auseinandergesetat wurde, eine Gerade der Ebene O,; weiterhin aber 
kann dem Paare ot diejenige Fliche (n — 1)ter Ordnung zugeordnet 
werden, welche erste Polare der Ebene oor in Bezug auf K ist. Diese 
Fliiche und jene Gerade sind projectivisch zugeordnet und das Erzeugniss 
der so entstehenden projectivischen Gebilde ist die Fliiche Ko. 

Wenn endlich eine Form (3n + 1)ten Grades vorliegt, so muss 
man den Satz 32 fiir die erste Polare eines Punktes @ anwenden; man 
erhalt alsdann: 

33. Es sei eine Form a’"+' gegeben und K, sei diejenige Fliiche, 
welche innerhalb der der Form beigeordneten Schaar dem Punkte 9 zu- 
gehirt. Innerhalb des der Form (9x) a"+' beigeordneten Gewebes 
midge dem 2fach gezihlten Punkte @ die Fliiche Keg entsprechen. Diese 
Letztere kann folgendermassen erzeugt werden: Man ordne die dem 
Punktepaar 6t auf Og zugehirige Gerade st der ersten Polaren der 
Ebene (o6t) in Bezug auf K, zu; indem man alsdann 6t variirt, 
erhilt man 2 projectivisch zugeordnete Gebilde, deren Erzeugniss die 
Curve Ko ist. 

Man kaun auch hier, in Uebereiustimmung mit der entsprechenden 
Bemerkung fiir den Kegelschnitt, hervorhebeu, dass durch die 3 letzten 
Siitze die Coustruction der beigeordneten Flichen, Fliichenschaaren 
und Gewebe im Princip erledigt ist. Nehmen wir nimlich an, dass 
man in der Lage sei, zu jeder Form 3nten Grades die beigeordnete 
Fliche zu construiren, so kann man nach Satz 32, wenn eine Form 
(3n + 1)ten Grades a3"+' vorliegt, zu jedem der (3% + 1) Punkte 
der Form diejenige Fliche herstellen, welche ihm innerhalb der bei- 
geordueten Fliichenschaar von a’"+' zugehdrt. Dadurch ist aber zu- 
gleich die projectivische Beziehung zwischen den Punkten der Curve 
und den Fliichen der Flichenschaar festgelegt, da 5n + 1 stets grésser 
als 3 ist; man kann also zu jedem Punkte der C, die zugehdrige Fliiche 
der Schaar construiren. 

Da man nunmehr zu jeder Form (3n + 1)ten Grades die bei- 
geordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten der C, be- 
stimmen kann, so darf der Satz 33 in Anwendung gebracht werden; 
dieser fiihrt zur Construction des beigeordneten Gewebes einer be- 
liebigen Form (3 + 2) ten Grades a3"+*, da man in der Lage ist, zu 
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(3n + 2) Punktepaaren (nimlich den doppelt geziihlten Punkten der 
Form selbst) die innerhalb des Gewebes zugehérigen Flichen zu con- 
struiren. Die eindeutige Beziehung zwischen den Punktepaaren der 
C; und den Fliichen des Gewebes kann aber stets auf die reciproke 
Zuordnung 2er Ebenen zuriickgefiihrt werden, und da 3” + 2 stets 
grosser als 4 ist, so ist auch jene Beziehung direct bestimmbar. Jetzt 
darf der Satz 31 benutzt werden, der die Construction derjenigen Fliche 
ergiebt, welche einer beliebigen Form (3n + 3)ten Grades _beige- 
ordnet ist. 

Man sieht also, dass man alle beigeordneten Flichen, Flichen- 
schaaren und F'liichengewebe von Formen héheren Grades herstellen 
kanu, sobald man weiss, wie zu jeder Form 3nten Grades die bei- 
geordnete Fliche zu construiren ist. Da man dies aber fiir » = 1 in 
der That weiss, so ist die obige Behauptung erwiesen. 


§ 10. 
Hilfsaufgabe. 

Die beigeordneten Fliichen kénuen, wie soeben gezeigt wurde, 
durch gewisse projectivische Reihen erzeugt werden, Die Zuordnung, 
welche dabei auftritt, ist von der Art, dass immer 2 Punkten einer 
Kbene F eine Fliiche eines Gewebes und umgekehrt entspricht. Wenn 
daher alle Punkte der Ebene, resp. alle Klichen des Gewebes durch 
die Gleichungen: 

(40a) ua+ Aug+ Mur =0, 
(40 b) un + Aw’ + pur =0 


dargestellt werden, so muss irgend 2 Werthepaaren von A, M ein 
Werthepaar Au zugehdren und umgekehrt, dh. die Zuordnung der 
beiden Gewebe muss vermittelt werden durch eine Gleichung von 
der Form: 


(aA + bM+ c)A+ (dA+eM+f)ut+ (gGA+AM+ hk) =0. 
Die durch diese Zuordnung erzeugte Kliiche, d. h. die Kinhiillende 
der ‘langentialebenen, welche von jedem Punktepaar, oder, was das- 
selbe ist, von jeder Geraden an die entsprechende Fliche gelegt werden 
kénuen, hat demnach die Gleichung*): 


ee £ € 


abe uw | 
(40) O == ur = B 
ght ur | 
| 
| UA Up ur 0 | 
*) Salmon-Fiedler, Geometric des Raumes. Th. Il, S. 7, 
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Ich will, wenn 9, 9.9;... die Geraden der Ebene E und K* Kx Kx... 
die entsprechenden Fliichen des Gewebes bedeuten, das Erzeugniss 
dieser Zuordnung, also die Fliiche (40) mit (g — K") bezeichuen. 
Ausserdem soll, wenn K irgend eine Classenfliiche ist, die Polare der 
Ebene v in Bezug auf K mit K, bezeichnet werden. 

Aus (40) ergiebt sich nun durch Polarenbildung die fir jedes u 
und v giltige Gleichung: 





| abe wu abe wy, 
ld e u def um, 
(41) (n+1) mv, = f B +n f B "8 | 
ve ghk uw ghk ye 
g ioe g wis Te | 
VavURUr O UA UR UP 0 


Die erste Determinante der rechten Seite stellt offenbar, gleich 
Null gesetzt, diejenige Fliche des Gewebes vor, welche der Schnitt- 
geraden von E und v entspricht, und wir sehen also, dass diese 
Flache, zusammen mit den Flichen (g— K"), und (g— K®*) der- 
selben Schaar angehdrt. 

Aus dieser Bemerkung resultirt die Lésung der folgenden Aufyabe: 

34. Kin Gewebe von Fliichen pter Classe (K® Ke...) sei nicht 
selbst gegeben, aber es sei miglich, zu jeder einzelnen Fliiche siimmtliche 
conjugirte p-Flache linear zu construiren*). Den Flichen des Gewebes 
seien die Geraden (g,g,...) emer Ebene E projectivisch zugeordnet. 
Es sollen stimmtliche conjugirte (p + 1)-Flache von (g — K”) her- 
gestellt werden. 

Ich nehme an, die Aufgabe sei fir p=n—1 geldst. 
Um alsdann fiir den Fall p =.» den Punkt (g — K*)u.u,...u, 4. bh. die 
gemischte Polare der m EKbenen u,u,..., in Bezug auf die Fliiche 
(g — K*) zu construiren, stelle ich folgende 2 Punkte her: 

1) den Punkt (g — K*), welcher nach der eben gemachten 
Aunahme linear construirbar ist; 

2) den Polarpunkt von u,...u, in Bezug auf diejenige Fliiche 
des Gewebes, welche der Schuittgeraden (u,, £) entspricht. Dieser 
Punkt ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe selbst construirbar. 

Der gesuchte Punkt (g — K*),,.,...u, liegt uun nach dem Obigen 
auf der Verbindungslinie der Punkte (1) und (2). Aber diese Gerade 
wurde durch Hervorhebung von u, aus der Reihe der Ebenen w, u,... vn 
erhalten; verfahrt man ebenso mit u,, so resultirt eine 2te Gerade, 
welche der ersten in dem gesuchten Punkte begegnet. 


’ 
seen 


*) Darunter soll stets verstanden werden, dass man die gemischte Polare 
von irgend (py — 1) Ebenen in Bezug auf die Fliche linear construiren kénne. 
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Die Aufgabe (34) ist demnach fiir p = n gelést, sobald man ihre 
Lésung fiir p = n — 1 kennt; sie ist also allgemein gelést, weil die 
gewiinschte Construction fiir p = 1 keine Schwierigkeit bietet. Fiir 
nm = 1 geht niimlich die Gleichung (41) iiber in: 


|a b € te | abe % | 
de f up| de f | 
42) Qujvy = bie 
( Uj V5 gh k ty + ghk v Uy + ux 
va Up or O | U4 Up ur 0 | 


Ist demnach e die Ebene von tw¢=—, ug =0, uy =, oder, 
was dasselbe ist, von K!Ki..., so liegt der Punkt (g — K"'), auf 
der Geraden, welche den Punkt x, der (v, EZ) innerhalb e entspricht, 
mit dem Punkt X verbindet, der (v, e) innerhalb E zugehirt. 
Aber weil: 

Ue — Ux = 0 


die Gleichung des Punktes ¢ ist, in dem die Gerade xX von wv ge- 
troffen wird, so ist der gesuchte Punkt (g — A'), der vierte harmo- 
nische des Punktes zg in Bezug auf # und X. 

Die Aufgabe 34 ist demnach fiir p= 1 geldst und ihre allge- 
meine Liésung ist auf eine Reihenfolge bekannter Constructionen 
zuriickgefiihrt. 


§ 11. 
Constructionen auf der cubischen Raumcurve, 


A. Formen dritten Grades*), 


I. Sind 1, 2, 3 die Punkte der biniiren Form a’, so wird der der 
Form ,,beigeordnete“ Punkt (f'liche erster Classe) erhalten als Schnitt- 
punkt der Ebene O0,0,0,, wenn QO, allgemein die Osculationsebene des 
Punktes g@ angiebt. Der beigeordnete Punkt, den ich mit p,,, be- 
zeichnen will, ist (nach Satz 24) Centrum des Biindels derjenigen 
Ebenen, welche C, in drei Punkten treffen, deren biniire Form zu a’ 
conjugirt ist. 

Als speciellen Fall hebe ich die im Folgenden zu benutzende Con- 
struction der ersten Polare eines Punktes g in Bezug auf a’ hervor: 


Man ziehe gp,., und bestimme die 2 Tgngenten, welche ausser der 
Tangente in @ dieser Geraden begegnen. Sind dieselben ¢,¢, (wobei 





*) Sturm, Darstellung biniirer Formen auf der cubischen Raumcurve. 
Crelle’s Journal. Bd. 86. Vergl. auch die Abhandlungen von Pitarelli und 
d’Ovidio im ,,Giornale di matematiche’ vol. 17. 
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t, allgemein die Tangente des Punktes @ angiebt), so sind or die 
Punkte der gesuchten ersten Polare. 

I]. Bestehen die beiden Formen a’b® resp. aus den Punkten (1 23) 
(I. II. Ill), so ist die Verbindungslinie von p,., und prim, die Axe 
des Biischels, dessen Ebenen die Elemente der zu a’ und 6° conju- 
girten G3 auf der Curve ausschneiden. 

Wie alle Elemente einer durch 2 ihrer Formen gegebenen G? 


und einer durch 3 ihrer Formen gegebenen G? zu construiren sind, 
ist unmittelbar klar. 


B. Vorbemerkungen fiir die folgenden Constructionen. 


Wenn im Folgenden gesagt wird, dass ,,man eine G® construiren 
kénne“, oder dass es ,,méglich sei, alle Elemente dieser G" zu con- 
struiren“, so soll (ebenso wie friiher) darunter verstanden werden, dass 
die Aufgabe geldst ist, zu irgend (n — 1) Punkten denjenigen Punkt 
zu finden, welcher sie zu einem Element der G* ergiinzt. Offen- 
bar ist: 


(1.) die Construction einer G* ausgefiihrt, wenn man zu irgend 
(m — 3) Punkten die ihnen innerhalb der Gt zugehérige G3 construiren 
kann; d. h. wenn man den Punkt angeben kann, dessen Ebenenbiindel 
diese G3 auf der Curve ausschneidet. 
(2.) Man kann eine Gantt construiren, sobald man «lie zu irgend 
3 Punkten innerhalb derselben einzeln zugehdrigen drei G3" con- 
struiren kann; 
denn sind diese Punkte «By, und will man die zu den be- 
liebigen Punkten 9,0, ..- Qsn—-2 gehdrige G3 ermitteln, so be- 
stimme man, was nach der gemachten Annahme modglich ist: 
irgend ein Punktepaar «,a, welches mit Q, 0)... Qs,-24 zusammen 


irgend ein Punktepaar £, B, i 9» = Qn + - « Osn—eB ” 


dto. dto. Vi V2 ” » = 04 Qa - - + O3n—27 ” 
je ein Element der G§nti bildet. Da alsdann die Punktetripel (aa, a,) 


(BB, B.) (y7¥:72) der gesuchten G3 angehdren, so ist dieselbe voll- 
stiindig bestimmt, und nach (1) ist also die Construction der Grr 
ausgefiihrt. 

(3.) Die Construction einer G$nt? ist ausgeftihrt, sobald man die 
zu irgend 3 Punktepaaren gehérigen drei G3" herstellen kann; 


denn sind diese Punktepaare a, a, 6,6, y,y. und will man die 
zu den beliebigen Punkten 9, . . - Qs.—1 gehérige G* bestimmen, 
so construire man: 
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den Punkt a, welcher 9,0)... Qsn—1 @;@, 


d. P. B, » 0, 02+. + Osn—1 By By, 
=) ae ” Q1Q2 ++ + O3n—1 7472 


zu je einem Element der G3rt) ergiinzt. Die gesuchte G} ist alsdaun 


durch die 3 Elemente (@,a,@) (6, 8,8) (y,y.y) vollstiindig festgelegt, 
was zu zeigen war. 


C. Formen vierten Grades. 


I. Die Form a‘ bestehe aus den Punkten 1234. Derselben ist 
eine Punktreihe P beigeordnet, derart, dass jedem Punkte @ der C, 
ein Punkt py, der Punktreihe entspricht; pp selbst ist alsdann das 
Centrum desjenigen Ebenenbiindels, welches die innerhalb der con- 
jugirten G4 zu @ gehoérige G3 auf der Curve ausschneidet. 

Die Punkte p,p.p,p, sind sofort zu construiren; um z. B. p, zu 
erhalten, bestimme man den Punkt p,,., (efr. A. 1.) und verbinde ihn 
mit 4. Die 2 nicht durch den Punkt 4 gehenden Tangenten, welche 
der Verbindungslinie begegnen, seien ¢, und ¢,. Dann ist der Schnitt- 
punkt von O,0,0, der gesuchte Punkt p,; denn nach A. I. ist ot. 
die erste Polare von 4 in Bezug auf die biniire Form der Punkte (1 2 3), 
also 467 die erste Polare von 4 in Bezug auf a4, und es geht mithin 
jede der Ebenen 0,040, in der That durch den Punkt p,. 

Daraus folgt, dass man die dreigliedrigen Gruppen construiren 
kann, welche innerhalb der zu a‘ conjugirten G4 den einzelnen Punkten 
1, 2,3,4 zugehéren; nach B. 2. ist demnach iiberhaupt die Construction 
dieser G4 ausgefiihrt. 

Die zu a‘ apolaren Formen dritten Grades bilden eine G3. Diese 
wird offenbar auf C, von dem Ebenenbiischel ausgeschnitten, welches 
die Gerade P zur Axe hat, 

Il. Zwei Formen ab! steht eine G4 als conjugirt gegeniiber. 
Die beigeordneten Punktreihen von a‘ und b4 seien resp. (p,P»--. Py. ++) 
(4:92++-e---)» Um 2 Punkte go zu einem Element der G{ zu er- 
giinzen, bestimme man die Ebene Gpgq a. Diese schneidet die Curve 
in noch 2 Punkten t@ von der Beschaffenheit, dass 967 @ ein Quadrupel 
der G4 ist. 

Die Geraden ppg, sind die geraden Erzeugenden eines Hyperbo- 
loids, welches die Eigenschaft hat, die Seiten aller Tetraeder zu be- 
riihren, deren Ecken ein Quadrupel der G4 bilden. Diese Fiche 
2ten Grades hat fiir die 3-gliedrige Gruppe auf der C, analoge Be- 
deutung, wie die Involutionscurve fiir die Involution auf einem Kegel- 
schnitt. 
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Ill. Nicht minder leicht wird die G4 construirt, welche zu 


3 Formen atb‘c conjugirt ist, deren beigeordnete Punktreihen resp. 
(DP) Po -++De-+-) (GG --+Ae---) (My%---%---) Sem mobgen. Die 
Ebene pe G7 schneidet C, in 3 Punkten, welche mit @ zusammen 
ein Element der G4 bilden. 


D. Formen fiinften Grades. 


Es sei eine binire Form 5ten Grades a gegeben, welche aus 
den Punkten 1 2 3 45 bestehe. Derselben ist eine Ebene E von 
Punkten derart beigeordnet, dass zu jedem Punktepaar eo der C, ein 
bestimmter Punkt q)¢ von FE gehért, der Centrum desjenigen Ebenen- 
biindels ist, welches die zu go innerhalb der conjugirten G° gehdrige 
G auf der Raumcurve ausschneidet. 


Um den Punkt q,, zu erhalten, welcher dem doppelt gezihlten 
Punkte 5 entspricht, construire man die beigeordnete Punktreihe P 
der Form (1 23 4) and fixire den innerhalb derselben zu 5 gehdrigen 
Punkt p,. Die Verbindungslinie 5p, begegne den beiden nicht durch 
' 5 gehenden Tangenten ¢,¢,; alsdann ist der Schnittpunkt von O, 0,0, 
der gesuchte Punkt g;,. In der That ist nach den unter A. und C. 
angegebenen Constructionen (56r) die 2te Polare des Punktes 5 in 
Bezug auf a> und die Ebenen 0,0,0, gehen demnach durch q,, hin- 
durch. In derselben Weise aber kann man q,4, 33 Go» 4,, herstellen; 
d. h. man kann die zu 5 Punktepaaren innerhalb der conjugirten G* 
gehérigen dreigliedrigen Gruppen construiren. Die Construction der 
G; selbst ist damit nach B, 3. erledigt. 

Hieraus ist unschwer die“ Construction der zu 2 und 3 Formen 
5ten Grades conjugirten G> und G§ abzuleiten. 


4 


E. Formen sechsten Grades. 


Sind 123456 die Punkte der biniiren Form a’, EF die nach D. 
zu construirende beigeordnete Ebene det Form (1 2345) und qog der 
zu dem Punktepaar go gehérige Punkt von EF, so wird nach Satz 31 
die beigeordnete Fiche K von a® auf folgende Weise erhalten: Auf 
O, schneiden tt, 2 Punkte rs aus, deren Verbindungslinie yg, heissen 
soll. K ist alsdann das Erzeugniss.der Zuordnuug von ggg und duo 
und man kann demnach, wie im § 10 hervorgehoben wurde, den 
Polarpunkt irgend einer Ebene in Bezug auf XK linear construiren. 
Ist die Ebene die Verbindungsebene von 3 beliebigen Punkten «, a, a, 
der C,, so ist der Polarpunkt Centrum des Biindels, dessen Ebenen 
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diejenige G3 auf der Curve ausschneiden, welche den Punkten a, a, a, 
innerhalb der zu a’ coujugirten G$ zugehért. Man kann demnach 
irgend 5 Punkte zu einer conjugirten Form von a® ergiinzen. 


F. Construction 
der zu einer Form (3n-+ 1)ten Grades ai"™*" conjugirten 


Ginti (fiir m > 1) 


unter der Voraussetzung: 


dass man alle conjugirten Formen einer beliebig gegebenen 
Form 3nten Grades linear construiren kann. 


Die Form a3"+" bestehe aus den Punkten a, a... G3n@3nyi1- Ich 
bezeichne die biniire Form der Punkte a, ... a3, mit 63" und die der- 
selben beigeordnete Fliche nter Classe mit K. Innerlalb der bei- 
geordneten Fliichenschaar von a3"t* gehdre zu djn4i die Fliche Kgn41. 
Dieselbe wird nach Massgabe des Satzes 32 projectivisch erzeugt durch 
Zuordnung der Geraden der Schmiegungsebene von d3,4; zu den ersten 
Polaren, welche die Ebenen eines bestimmten Biindels in Bezug auf 
K besitzen (damit diese Polaren angebbar seien, musste » > 1 voraus- 
gesetzt werde.). Da ich nach der oben gemachten Voraussetzung 
alle conjugirten Formen von }3" construiren kann, so bin ich in der 
Lage, siimmtliche conjugirte n-Flache von K oder was dasselbe sagt, 
siimmtliche conjugirte (n — 1)-Flache jeder ersten Polaren von K her- 
zustellen; d. h, ich kann fiir jede Fliiche des auftretenden Gewebes 
simmtliche conjugirte (mn — 1)-Flache construiren. Damit ist die 
Voraussetzung der Aufgabe 34 erfiillt, und ich kann mit Hiilfe der in 
§ 10 angegebenen Lisung dieser Aufgabe alle conjugirten n-Flache 
von Kgn4: herstellen, oder, was dasselbe ist, ich kann alle diejenigen 
Elemente der zu a3"*" conjugirten Gat construiren, welche den 
Punkt dsn4: enthalten. In derselben Weise aber kann ich die zu dsp 
resp. @3n—1 innerhalb der Gj"ti gehdrigen 3n-gliedrigen Gruppen 
erhalten und damit ist nach B. 2 die Construction der conjugirten 
Girt; tberhaupt erledigt. 


G. Construction 

der zu einer Form (8n+2)ten Grades a3" conjugirten Gjrts. 
Die Form bestehe aus den Punkten a, ... @3n42; b3"t' sei die 
binire Form der Punkte a,a,..-@s3n4: und innerhalb der beigeord- 
neten Flichenschaar der letzteren mdge dem Punkte ajn42 die Flache 
Ksn42 zugehdren. Andererseits entspreche dem doppelt gezihlten 
37 
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Punkte as.;2 innerhalb des beigeordneten Fliichengewebes von a3"+* 
die Flaiche Ksn+2,s242- Diese letztere wird nach Satz 33 projectivisch 
erzeugt durch Zuorduung der Geraden der Schmiegungsebene von dsy42 
zu den Flaichen des Gewebes, welches aus den Polaren der Ebenen 
des Biindels um den Pankt a 3,42 in Bezug auf die Fliiche Ky,19 be- 
steht. Da man nach F. alle conjugirten Formen von 03"+' construiren 
kann, so kann man auch alle conjugirten n-Flache von K3,42 und 
mithin auch simmtliche conjugirte (n — 1)-Flache fiir jede einzelne 
Fliche des erwihnten Gewebes herstellen. Hierdurch sind wiederum 
die Voraussetzungen der Aufgabe 34 erfiillt, und man ist mit Hiilfe 
der dort angegebenen Construction in der Lage, alle conjugirten 
n-Flache vor Kgns2,3n42 Oder, was dasselbe ist, alle diejenigen Ele- 
mente der conjugirten Gj"t> zu construiren, welche den doppelten 
Pankt dsn+42 enthalten. Da dasselbe gilt, sobald man fiir as3,4 irgend 
einen anderen Punkt von a3"** eintreten lisst, so ist nach der unter 


¢ P > ; ‘ ; 13n+2 o ach 
B. 3 gemachten Bemerkung die Construction der Goats erledigt, 


H. Construction 


der zu einer Form (3n-+3)ten Grades ai"+ conjugirten G3xts: 


Besteht eine Form aus den Punkten a, a, . . . d3n43 und bezeichnet 
man die biniire Form der Punkte a, . . . @jn4» mit bint? so wird die 


beigeordnete Fliche K von a3"** nach Satz 31 projectivisch erzeugt 
durch Zuordnung der Geraden der Osculationsebene von ds, 3 zu den 
lichen des beigeordneten Gewebes der Form 03"+*. Da man aber 
nach G. alle conjugirten Formen von )'"+* erhalten kann, so ist man 
auch in der Lage, fiir jede Fliiche des genannten Gewebés siimmtliche 
conjugirte »-Flache zu construiren. Die Voraussetzungen der Auf- 
gabe 34 sind dadurch erfiillt und die bekannte Lisung derselben ge- 
stattet demnach, alle (n + 1)-Flache von K, d. h. alle conjugirten 
Formen von a’"+* herzustellen. 

Aus F. G. H. folgt nunmehr: ,,Die Aufgabe, zu einer Form p ten 
Grades siimmtliche conjugirte Formen zu coustruiren, ist fiir p—=3n-+-1, 
p=3n+ 2, p=3n-+ 38 geldst, sobald sie fiir p= 3n geldst ist 
(wobei » > 1 sein muss). Da aber diese Aufgabe nach E. fiir 
p =—3-2—6 in der That geldst ist, so darf sie als allgemein gelést 
angesehen werden. 
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Ueber Collineation und Correlation. 
Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


Das Theorem, welches Clebsch*) ohne Beweis mitgetheilt hat: 

», Bei allen co* Collineationen zweier (ebener) Felder, bei denen die 
Punkte, welche fiinf gegebenen Punkten A,, A,, ...,°A, des einen A 
im andern B entsprechen, auf gegebenen Geraden b,, b,,..., b;, liegen, 
giebt es noch einen sechsten festen Punkt A,, der ebenfalls seine ent- 
sprechenden Punkte auf einer festen Geraden b,, hat,“ 

ist, nachdem es von einigen Geometern in Zweifel gezogen worden 
war, gleichzeitig von den Herren Voss**) und Rosanes***) bewiesen 
worden. 

Ich habe erst neuerdings den engen Zusammenhang bemerkt, in 
dem der genannte Satz sich zu meinen ersten Untersuchungen tiber 
Projectivitat}) befindet; ich will nun im ersten Abschnitte des Folgen- 
den zeigen, dass der Satz von Clebsch im Grunde nichts anderes 
ist, als eine Folge des Satzes vom achten gemeinsamen Punkte aller 
Flichen 2. Grades durch 7 Punkte. 

In II schliesse ich daran die Ermittelung der Zahl (6) der Central- 
collineationen oder Homologien, die sich in dem erwihnten linearen 
Systeme 3. Stufe von Collineationen befinden; wobei sich ergeben wird, 
dass, wenn die 5 gegebenen Punkte und dementsprechend auch die 
5 gegebenen Geraden auf beide Felder beliebig vertheilt werden, diese 
Zahl sich nicht iindert. 

In III wird die Verbindung der Collineation mit zwei linearen 
Connexen und insbesondere die Unbestimmtheit der mit einem sogenann- 
ten speciellen linearen Connexe verbundenen Collineation besprochen. 
Kerner wird der Weg, auf welehem Clebsch seinen Satz jedenfalls 
gefunden hat, ermittelt und am Schlusse erkannt, dass die Axen und 





*) Math. Ann. Bd. VI, 8. 203 (am Schluss von § 1). 
**) Ebenda Bd. XV, 8. 355. 
***) Journal fiir Math. Bd. 88, 8. 241 (insbes, 8. 249). 
+) Math, Ann. Bd, I, 8. 533 (citirt mit: ,, Eb, Proj.‘ 
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Centra der 6 Homologien eines linearen Systems 3. Stufe von Colli- 
ueationen (II) ein eben solches System bilden, wie die ftinf definiren- 
den Elementenpaare A,, b,, ..., A;, 6b, des Collineationssystems und 
das mit ihnen verbundene Paar A,, by. 

In IV wird eine Eigenschaft apolarer (conjugirter) Connexe (Colli- 
neationen, bez. Correlationen) bewiesen, wiihrend in V anhangsweise 
eine vom Vorhergehenden unabhiingige Anwendung eines Satzes iiber 
das Polarsystem, als Specialfall der Correlation, besprochen wird. 


1. 


1. Fiir meinen Beweis des Satzes von Clebsch ist es besser, ihn 
als Correlationssatz auszusprechen, also in der Form, in der ihn auch 
Herr Rosanes meistens nimmt: 

Alle co* Correlationen (reciproken Beziehungen) zweier Felder A, B, 
welche fiinf Paare conjugirter Punkte A,, B,; ...; A,, B, gemein. 
haben, haben auch noch ein sechstes Paar A,, B, gemein. 

Conjugirt sind bekanntlich in zwei correlativen (reciproken) Feldern 
zwei Punkte, wenn einer und in Folge dessen jeder auf der Polare 
(entsprechenden Geraden) des andern liegt. 

Die beiden Gruppen A,, ..., A;; B,, ..., B; in A,B vervoll- 
stindigen wir durch die unendlich fernen Kreispunkte der Ebenen zu 
siebenpunktigen Gruppen und erhalten, nach dem bekannten Satze des 
», Problems der Projectivitaét‘**), 3 Paare von Punkten A, B, aus denen 
nach den siebenpunktigen Gruppen projective Biischel, also in unserm 
Falle nach den fiinfpunktigen Gruppen gleiche Strahlbiischel gehen. 
Mit zwei solchen gleichen Strahlbiischeln (von denen mindestens ein 
Paar reell ist) legen wir die Felder auf einander, so dass nun A, und 
B,, A, und b,,..., A, und B, mit einem festen Punkte O je in 
gerader Linie liegen (,,allineirt‘ sind). Projiciren wir sie sodann aus 
%, B, die aif einer Geraden durch O ausserhalb der nun beide Felder 
tragenden Ebene sich befinden, so werden die nach A, und B,,..., 
A, und B, gehenden Strahlen je sich schneiden: in P,, ..., P;. 

Die oo* Correlationen zwischen den beiden Feldern geben eben 
so viele Correlationen zwischen den Biindeln, bei denen allen die 
Strablen U(A,,...,.A,;) bez. zu B(B,,..., B;) conjugirt sind. 

Nach dem bekannten Satze des Herrn Schréter*™) wird durch 


*) Cf. z. B. ,,Eb. Proj.“‘ Abschn. IV. — In Bezug auf die drei bei zwei 
siebenpunktigen Gruppen sich ergebenden Paare A’ B’, A” B’, A’” B”’ gilt, wie 
Herr 8. Kantor (Denkschriften der Wiener Akademie Bad. 96, 8. 92) bemerkt, dass 
z. B. in den projectiven Biischeln um A’, B’ die Strahlen nach A”, A” den nach 
B’’, B” gehenden homolog sind. 

**) Journ. f. Math. Bd. 62, 8. 215; Oberfliichen 2. Ordnung § 52. 
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je co' von diesen Correlationen die nimliche Fliche 2. Grades erzeugt; 
bei jeder dieser oo? Flichen sind zwei Strahlen, welche nach dem- 
selben Fliichenpunkte gehen, conjugirte Strahlen in allen sie erzeugen- 
den Correlationen. Wir erhalten durch unsere oo® Correlationen die 
siimmtlichen Flichen des Netzes durch &, B, P,, ..., P;; und die 
Strahlen von AM, B nach dem achten gemeinsamen Punkte P, sind 
conjugirt in allen co® Biindelcorrelationen und ihre Spuren A,, B, in 
der Ebene der Felder in allen oo* Correlatignen zwischen diesen; was 
nun auch fiir die urspriingliche Lage der beiden Trigerebenen gilt. 

Damit ist das Theorem bewiesen. — 

2. In der Lage, wo A, und B,,..., A; und B, je auf demselben 
Strahle des Biischels O sich befinden, gilt dies auch ftir die sechsten 
conjugirten Punkte A,, B,, weil die sie projicirenden Biindelstrahlen 
sich in P, schneiden; damit haben wir einen synthetischen Beweis 
des von Herrn Rosanes gefundenen ersten Satzes auf Seite 254 des 
erwihnten Aufsatzes. 

Bemerken wir aber auch fiir die allgemeine Lage der beiden 
Ebenen, dass es stets drei Punktepaare giebt, aus denen unsere beiden 
fiinfpunktigen Gruppen durch (projectiv-) gleiche Biischel projicirt wer- 
den, und dass entsprechende Strahlen derselben auch nach den beiden 
sechsten Punkten gehen. 

3. Ferner, dass diese sechsten Punkte A,, B, diejenigen Punkte 
sind, welche ich im Abschnitt II von ,,Eb. Proj.“ die den beiden 
Gruppen verbundenen Punkte genannt habe, (was Herr Rosanes 
S. 253 analytisch nachweist), ergiebt sich unmittelbar aus den Be- 
trachtungen des Abschnitts VII meines Aufsatzes, insbes. aus Nr. 29, 
wo ich den achten gemeinsamen Punkt der Flichen eines Netzes 2. Ord- 
nung gerade aus den verbundenen Punkten abgeleitet habe. 

4. Unter den oo Correlationen der beiden Felder betinden sich 
auch co? ausgeartete mit je einem singuliren Punkte in jedem Felde*), 
bei denen die Correlation in ‘die Projectivitét der Biischel um die 
singuliren Punkte iibergegangen ist, derartig, dass nach conjugirten 
Punkten homologe Strahlen der projectiven Biischel gehen. 

Folglich sind die Punkte A, B, welche, nach Abschnitt II von 
,, Eb. Proj.“, in Bezug auf die beiden Gruppen A,,...,.A;; B,,..., B; 
eimander correspondiren (d. h. nach ibnen projective Biischel senden), 
zusammengehorige singulére Punkte fiir jene Correlationen, und wir 
sehen nun, was ich damals noch nicht bewiesen, dass in allen diesen 


———— 


*) Hirst, Proc, London Math. Soc, Bd, 5, 8. 40 (oder Annali di Matematica 
ser. Il, Bd. 6, 8. 260) und Bd. 8, S. 262 (oder in etwas kiirzerer Redaction: 
Travsunti dei Lincei ser. III, Bd. 1); ef. auch die Einleitung meines Aufsatzes 
Math. Ann. Bd, XII, S, 254. 
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Paaren projectiver Biischel homologe Strahlen auch nach den verbun- 
denen Punkten A,, B, gehen.*) — 

Sobald A und B in derselben Ebene sind,**) giebt es in dem 
Correlationssystem auch eine Polarreciprocitiit (Polarsystem, Involu- 
tionsnetz); daher sind A,, B, auch conjugirt in Bezug auf den Kegel- 
schnitt, fiir welchen A,, B,;...; A,, B, conjugirt sind (Rosanes 
Seite 253). 

5. Der Punkt B, hat (,,Kb. Proj.“ Nr. 5) die Eigenschaft, dass, 
wenn A ein beliebiger Punkt des durch A,, ..., A; gehenden Kegel- 
schnitts ist, 

B, (B, B, B; B, B;) A A(A, A, A, A, A;); 
d. h. B, geniigt den beiden Bedingungen: 
: B, (B, B, B, B,) % 4,(A, 4, A, As); 
B, (B, B, B, B;) HK A; (A, A, A, A; 
und es giebt nur einen Punkt, der dies thut, da die beiden Kegel- 
schnitte, auf welche B, durch sie verwiesen ist, schon B,, B,, B 
gemein haben. Aehnliches gilt fiir A). 

Herr Rosanes hat in der Fortsetzung seines Aufsatzes ***), welche 
ebenso, wie dieser, reich ist an interessanten Betrachtungen iiber diese 
(und ahuliche) ,, linear-abhingige“ Punktgruppen, in § 2, 3 eine ein- 
fache Construction von A,, B, mitgetheilt, die sich leicht syuthetisch 
beweisen liisst. 

Man beziehe A,B so correlativ auf einander, dass B,B,, B,B,, 
B, B, die Polaren von A,, A,, A, und B,, B, zu A,, A, conjugirt 
sind. Die Correlation ist dadurch vollstiindig und eindeutig bestimmt; 
denn es liegt nach Herrn Hirst’s Bezeichnung die Signatur [3020] 
vor.) Nun sei B, der Pol von. A, A, in dieser Correlation, also der 
Schnitt der durch B,, B, ‘yehenden Polaren von A,, A,, so dass diese 
sind B, By, B, By. 

Seien ihre Schnitte mit B, B, bez. C,, C,; so ist, in Folge der 
Correlation : 

A,(A, A; A, A;) K B, B,C, C, K B, B,C, C, K By (B, B, B, B;); 
und ebenso ergiebt sich: 

A; (A, A, A, A;) XK By (B, B, B, Bs). 
Demnach ist B, mit B, identisch und B, ist der Pol von A, A, in 
der erwahnten Correlation, und dhnlich A, der von B, B,. 





*) Einen andern Beweis hierfiir hat mir Herr Hirst 1876 mitgetheilt. 
**) Diese Lage habe ich — ohne dass es nothwendig war — in ,,Eb. Proj. 
durchweg angenommen. 
***) Journal f. Math. Bd. 90, S. 303. 
+) Im zuerst genannten Aufsatze von Hirst Nr. 42. 
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Die beiden Dreiecke A, A, A,, A, A, A, sind in der Correlation 
zu B, B, B,, B, B, By polar, und die 12 ,,verbundenen Punkte“ bilden 
demgemiiss in 10 Weisen zwei Paare polarer Dreiecke in 10 verschie- 
denen Correlationen. 

Da zwei polare Dreiecke in sich duale Figuren sind, so bilden die 
12 Geraden 

A, A, A, A,, A, A,, Ay A;, As Ap, Ao Ay, 

B, B,, B, By, B, B,, B, By, B, By, By B, 
ein eben solches linear abhiingiges System von Geraden, in welchem jedes 
Paar unter einander stehender ,,verbunden“ ist mit den fiinf andern 
Paaren, wie dies Herr Rosanes a. a, O. analytisch gefunden hat. 

6. Gehen wir wieder zu dem Falle der Collineation zuriick und 
uehmen wir iiberdies an, dass die Ebenen identisch und A,,..., A, 


5 
bez. mit b,, ..., b, tmeident seien. Dann befindet sich unter den oo* 
den fiinf Bedingungen geniigenden Collineationen auch die Identitdt 
der beiden Felder, bei welcher jedes Element sich selbst entspricht. 
Mithin liegt auch A, auf b,, da b, auch in dieser ausgezeichneten 


Collineation den dem A, entsprechenden Punkt, d. i. A, selbst, ent- 


halten muss, So ergiebt sich ein sehr einfacher Beweis — den ich 
iibrigens aus Herrn Kosanes’ analytischer Darstellung abgeleitet 
habe*) — des zweiten Satzes desselben in seinem ersten Aufsatze 


S. 254, fiir welcheu, nach Herrn Rosanes’ Mittheilung, auch Herr 
Schréter einen rein geometrischen Beweis gefunden hat.**) 

7. Es seien zwei Biindel A, B und im ersteren fiinf Strahlen 
@,, +++, @5, im letzteren fiinf Ebenen £,,..., B; gegeben. Wir be- 
ziehen sie so collinear, dass die den Strahlen a; homologen Strahlen 
bez. in die Ebenen #; fallen. Die co* Collineationen liefern eben so 
viele cubische Raumeurven, bei denen ailen die Sehnen, welche in 
B; je den zweiten und dritten Schnitt (ausser BL) verbinden, durch 
a,B; gehen; es giebt noch eine sechste feste Ebene 6, durch B, in 
welcher auch die analoge Sehne durch emen festen Punkt geht. 

Wenn die Felder A, B correlativ bezogen werden mit 5 festen 
Paaren conjugirter Punkte A,, B,; ...; A,, B,, so haben die oo 
Complexe 2. Grades, welche sie nach Herrn Hirst***) erzeugen, ausser 
den 5 Strahlen A, B,, ..., A,B, uoch einen sechsten festen Strahl! 
A, B, gemein. — 
a a, o 
*) Denn die Gleichung von Rosanes 2 y, + LeYe + Xgy, = 0, transformirt 
fiir den Fall der Collineation in: a, + %gy_g+ %gn3 = 0 (oder au, +---=0 
mit der Bezeichnung von Rosanes), ist die Gleichung des zur Identitait gehdrigen 
,identischen Connexes‘‘; man sehe Abschn. III. 

**) Cf, auch 8. Kantor a, a, O. 8. 97. 

***) Proc. London Math. Soc, Bd. 10, 8. 131 oder Collectanea in memoriam 
D. Chelini. 
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Alle oo! quadratigchen Verwandtschaften zwischen A, B, bei denen 
sich A,, B,; ...; A;, B, entsprechen, haben noch A,, B, zu ent- 
sprechenden Punkten.*) 

Als ein weiteres interessantes Beispiel fiihre ich nach Herrn 
S. Kaator (auf derselben Seite) — wenn ich die betreffende etwas 
knapp gefasste Stelle recht verstehe — noch an, dass die Schnitte 
irgend einer Ebene mit den 6 Paaren von Gegengeraden einer Doppel- 
sechs auf einer cubischen Fliche 6 verbundene Elementenpaare sind ; 
womit dann der Satz des Herrn Schur**), dass die 6 Paare Gegen- 
geraden selbst reciproke Polaren einer und derselben Fliiche 2. Grades 
sind, zusammenhingt. 


8. Befinden sich A, B wieder in derselben Ebene, so giebt es 
unter den co Collineationen des linearen Systems, das durch A,, b,; . . 
..; 4,, 5, definirt ist, weil eine Centralcollineation oder, wie ich sie 
mit Poncelet und Chasles der Kiirze halber lieber nennen will, eine 
Homologie gerade fiinf Bedingungen erfiillen kann, auch eine endliche 
Zahl von Homologien. Doch kéunen wir sofort eine Verallgemeinerung 
eintreten lassen : e 

In A seien 5,4,3 Punkte gegeben, in B 0, 1,2 und jedem tm 
jedesmaligen andern Felde eine Gerade zugeordnet, auf welcher der ent- 
sprechende Punkt liegen soll; die Zahl der diesen fiinf Bedingungen 
geniigenden Homologien ist in allen 3 Fiillen 6. 


Wir denken uns — ahnlich wie Herr Hirst es thut in seinen 
Untersuchungen iiber correlative Ebenen (a. d. angef. Stellen) — em 


einfach uneudliches System von Homologien durch 4 der eben erwiihn- 
ten Bedingungen definirt; w, v-seien die Zahlen derjenigen, die noch 
einer fiinften geniigen, so jedoch, dass bei den w der Punkt in A, bei 
den v aber in B liegt. 

In einem solchen Systeme haben wir zwei Ausartungen der Homo- 
logie, bei denen nicht mehr durchweg, wie bei der allgemeinen, jedem 
Elemente des einen Feldes eins und nur eins im andern entspricht. 
Diese Ausartungen ergeben sich dann, wenn einmal einem beliebigen 
Punkte von A, bez. von B ein Punkt auf der Axe oder einer beliebigen 
Geraden von B, bez. A eine Gerade durch das Centrum der Homologie 
entspricht. Seieg S das Centrum, s die Axe der Homologie, A, B, 
bez. a,b zwei entsprechende Punkte oder Geraden, so haben beide 
Ausartungen folgende Kigenschaften. 

Bei der ersten entspricht einem beliebigen Punkte A stets der Schnitt 


*) S. Kantor a a, 0.8. 92. 
**) Math. Ann. Bd. XVIII, S. 1 (§ 5). 
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(S A,s), dem Centrum S als Punkt von A jeder beliebige Punkt von 
B; also einem beliebigen Punkte B stets das Centrum S, einem auf s 
gelegenen Punkte B jeder beliebige Punkt auf SB. Ferner entspricht 
einer beliebigen Geraden a die Axe s, einer Geraden a durch S jeder 
beliebige Strahl durch sa, also einer beliebigen Geraden b der Strahl 
von S nach sb, der Axe s als Strahl von B jeder beliebige Strahl von A. 

Nennen wir diese Ausartung, weil bei ihr S als Punkt von A und 
s als Gerade von B vollig unbestimmte entsprechende Elemente haben, 
die Ausartung (Sq, $3). 

Bei der zweiten Ausartung hat man nur die Felder zu vertauschen ; 
so dass sie nicht wesentlich verschieden ist. 

Sie heisse die Ausartung (s,, Sg). Ist © der Schnitt des Collinea- 
tionsstrahls S A B mit s und j der Strahl vom Punkte sab nach S, 
so ist der sogenannte Modulus oder die Charakteristik der Homologie 
(S S A B) =(jsab) bei der ersten Ausartung 0, bei der zweiten oo. 
Die Herren Zeuthen und Schubert*) haben diese Ausartung zuerst 
verwerthet. 

9. Seien nun w,A die Zahlen der beiden Ausartungen in unserm 
Systeme, so hat man genau dieselben Formeln zwischen 2, A, uw, v, 
welche Herr Hirst fiir allgemeine Correlationen und Collineationen 
gefunden hat:**) 

du=2iA+ a, 3y=A+ 20; 
der Beweis ist ganz analog. 

Es kommt also darauf an, in unsern drei Systemen, die wir kurz 
mit [4, OJ, [3, 1); [2,2] bezeichuen wollen, die Ausartungszahlen a, a 
festzustellen und daraus w, v zu berechnen. 

Zur Ermittelung von z, A ist die folgende bekannte Erzeugung 
der Curve 3‘ Ordnung und der Curve 3" Classe nach Grass mann***) 
geeiguet: 

Es seien A,, A,, A, drei beliebige Punkte, b,, b,, b, drei be- 
liebige Geraden; dann erzeugen die Punkte X, fiir welche die dre 
Schnitte 

(X A,,b,), (XA, b,), (XA;, bs) 
in einer Geraden X liegen, eine Curve 3. Ordnung, die Geraden x — 
die also die duale Eigenschaft haben, dass die Linien 
(vb,, Ay), (@b,, Ay), (x bs, As) 
in einen Punkt X zusammenlaufen, — umhiillen eine Curve 3. Classe. 
Jene geht durch die Ecken der beiden Dreiecke A, A, Ay, b, b, b,, diese 
tangirt deren Seiten. 
*) Schubert, Kalkiil der abziihlenden Geometrie S, 91, 338. 
**) Proc. etc. Bd. V, Nr, 20, 21. 
***) Journ. f. Math. Bd. 31,8. 111; cf. auch Clebsch, Math. Ann. Bd. V, 58. 422. 
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10. Betrachten wir nun das System [4,0], mit den gegebenen 
Elementen: 

A, A, A; Ay, 

b, by bs by; 
d. bh. das System von Homologien, bei denen die den Punkten A,, A,, 
A,, A, entsprechenden Punkte auf b,, b,, b,, b, liegen und also auch 
«die den b,, b,, b,, b, entsprechenden Geraden durch A,, A,, A;, A, 

gehen. 
Wir haben 6 ausgeartete Homologien (S,, sg); ihre Centra be- 
finden sich in den 6 Punkten, welche den beiden zu 
A,, A,, A;; b,, by, bs 
und 


A,, Ay, Ay; by, by, by 


gehérigen Grass manu’ schen Curven 3. Ordnung, ausser A,, A,, 0, b,, 
gemeinsam sind, und die entsprechenden gemeinsamen Tangenten der 
Curven 3. Classe sind die beziiglichen Axen. 

Ausartuugen (sg, Sg) giebt es ebenfalls 6: s verbindet zwei 
Punkte A,;, und S fallt in den Schnitt der beiden zugeordneten J; . 

Also x = 4= 6, demnach auch » =v = 6; d. h, bei [5,0] und 
bei [4, 1] ist die Zahl der Homologien 6. 

Wir gehen zum Sysveme [3, 1] mit den gegebenen Elementen: 

A, A, A, 4, 

b, b, b, B,. 
A,, Ay, Ag; b,, b,, bs liefern zwei Grassmann’sche Curven. Die 
3 Punkte der Curve 3. Orduung, welche auf a, liegen, geben die 
Centra fiir drei ausgeartete Homologien (S,, sg), und die 3 Tangen- 
ten aus B, an die Curve 3. Classe die Axen fiir 3 weitere. 

3 ausgeartete Homologien (s,, Sg) erhilt man so: S fallt in 
einen Schnitt zweier b;, z. B. in b, b,; s ist danu die Gerade von A, 
nach dem Schnitte von a, mit (b, b,, B,). 

Bei 3 andern verbindet s zwei von den A;, z. B. A,, A,, und 8 
ist dann der Schnitt von b, mit der Geraden (B,, a,s), Also: 


a=Ampu=—v— 6, 


Bei [4, 1] und [3, 2] ist die Zahl der Homologien 6. 
Das System [2, 2], dessen Data: 


A, A, a, a, 

b, b, B, B, 
sind, zu betrachten, ist nicht mehr nothwendig, da es uns die Zahl 
fiir (3, 2] reproducirt und die ihr gleiche fiir [2,3] liefert. Doch mag 
es der Vollstaindigkeit halber geschehen. 
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Die Ausartungen (S,, Sg) ergeben sich auf drei Weisen: 

1) s verbindet B,, B,; S ist der Schnitt von (b, s, A,) und 
(b, s, A,). 

2) S liegt in a, a,; s verbindet (S A,, b,) mit (S A,, b,). 

3) Es lassen sich aus B, und ebenso aus B, je zwei Gerade s 
so ziehen, dass der Schnitt von (b, s, A,) und (b,s, A,) auf a, bez. 
a, fallt: er ist dann S. 

Die Ausartungen (s,, S,) erhilt man durch Vertauschung der 
Felder. — 

In dem Falle [5, 0]: 

A, A, A, A, A;, 


b, b, b, b, 4; 
haben wir demnach 6 Homologien, bei denen jeder der fiinf gegebenen 
Punkte A,, ..., 4, und auch der verbundene Punkt A, seinen ent- 


sprechenden Punkt auf der zugeordneten Geraden b; hat. Zu diesen 
6 Punkten und 6 Geraden tritt ein zweites System von 6 Punkten 
und 6 Geraden, das der 6 Centra und der 6 Axen der Homologien. 
Wir werden im Folgenden (Nr. 16) zeigen, dass diese sich in der- 
selben ,,lincaren Abhiingigkeit“ befinden. 


Il. 


11. Mit jeder Collineation zweier Felder A und B sind, wie be- 
kannt, zwei lineare Connexe verbunden ;*) bei dem einen sind Elementen- 
paare ein Punkt von A und irgend eine Gerade durch den entsprechen- 
den Punkt in B (oder eine Gerade in B und irgend ein Punkt auf der 
entsprechenden Geraden in A), bei dem zweiten dieser letztere und 
irgend eine Gerade durch den ersteren (oder eine Gerade in A und 
irgend ein Punkt auf der entsprechenden Geraden in B). 


Ist die Gleichung des ersten Connexes: 
(1) (44%, A yyy + ayy) My + (Aq, + yy %y + A43X3) Ho 
+ (G5, %, + Gg.% + A533) y; = 9, 
worin 2 Punktcoordinaten in A und y; Geradencoordinaten in B sind, 
denen dann bez. § und y,; als Geraden- und Punkteoordinaten zuge- 
héren; so ist die Gleichung des zweiten Connexes: 
(2) Ay yy + Asy Yo + Agi Ys) 8: + (Aie¥s + Av2Ye + As2¥s) Se 
+ (Ay3%) + A232 + Ass ys) & = 9, 
worin die A,, die Adjuncten der a;, in deren Determinante sind. 
Wir wollen diese beiden Counexe unterscheiden als Connex (A, b) 


*) Clebsch, Math. Ann, Bd, VI, 8. 203. 
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und Connex (a, B) und sie mit einander und mit der Collineation ver- 
bunden nennen.*) 

Im Allgemeinen bestimmt einer von ihnen den andern und die 
Collineation eindeutig; doch nicht so in Ausnahmefiallen. 

Wenn die Collineation ausartet, so dass sie in dem einen Felde, 
etwa in A, eine singulire Gerade a, in dem andern B einen singu- 
liren Punkt 8 hat, so zerfallt der Connex (4, b), nicht aber der 
andere. 

Kinem beliebigen Punkte von A entspricht dann in der Collinea- 
tion der singuliire Punkt 8, und ist jenem im Connexe (A, b) jede 
beliebige Gerade durch 8 gepaart. Einem Punkte aber von A, der auf a 
liegt, entspricht ein beliebiger Punkt eines bestimmten Strahles durch % 
(so dass die Punktreihe a und der Strahlbiischel 8 projectiv werden), 
im Connexe (A, b) ist jenem Punkte auf qa jede beliebige Gerade 
in B gepaart. Die linke Seite von (1) zerfillt in zwei lineare 
Hactoren: 


(ly (a, 2, + a, 2, + a2) (by, + boy, + b3 3) = 9, 
worin «@;, b; die Coordinaten von a, 8 sind. Wir haben, was Herr 
Voss a. a. O. einen speciellen linearen Connex uennt. 

Der andere Connex ist analytisch dadurch gekennzeichnet, dass 
die leterminante seiner Coefficienten verschwindet. Man wird gut 
thun, in diesem Falle analytisch diesen andern als den primitiven an- 
zusehen, aus dessen Coefficienten die des ersten durch Adjuncten- 
bildung abgeleitet werden. Bei diesem zweiten Connex ist einem be- 
liebigen Punkte von B jeder beliebige Strahl durch einen bestimmten 
Punkt auf a gepaart, dem Punkte % ein beliebiger Strahl in A. 

Ferner ist beim ersten Connexe einer beliebigen Geraden in B 
jeder Punkt von a gepaart, eimer Geraden durch §% jeder beliebige 
Punkt in A; beim zweiten hingegen einer beliebigen Geraden in A 
jeder beliebige Punkt eines bestimmten Strahles durch 8, dem Strahle 
a aber jeder beliebige Punkt in B. 

Denn in der ausgearteten Collineation entspricht jedem Strahle 
von A derjenige Strahl durch 8 in B, der dem Schnitte jenes mit a 
in der oben erwihnten Projectivitét zwischen der Punktreihe a und 
dem Strahlbiischel 8 homolog ist, dem Strahle q aber ein jeder Strahl 
in B. 

12. In eimem einfach unendlichen Systeme von Collineationen 
giebt es nun im Allgemeinen eine endliche Zahl von ausgearteten 





*) Nach Clebsch (a. a O. § 4 und Vorlesungen iiber Geometrie, heraus- 
gegeben von Lindemann, Bd. I, S. 944) miisste ich diese beiden Connexe ,,con- 
jugirt“ nennen; diesen Ausdruck gebraucht auch Herr Cy p. Stephanos in seinem 
Aufsatze ,,Sur la théorie des connexes conjugués“ (Bull. des sciences math. sér. LI, 
t. IV). Doch sehe man die Note zu Nr. 15. 
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Collineationen (a, 8), d. h. mit der singuliren Geraden in A und dem 
singuliren Punkte in B, und ebenso von ausgeartetemCollineationen 
(M, 6); bei jenen wird der Connex (A, b), bei diesen der Connex 
(a, B) speciell. 

Wir wollen uns nun die Collineation durch die einfachen Elementar- 
bedingungen A;, b;, bez. a;, B; bestimmt denken; bei jenen ist ein 
Punkt A; in A gegeben und eine Gerade b; in B, auf der der entsprechende 
liegt, bei diesen ein Punkt B; in B und eine Gerade a;, welche den 
eutsprechenden Punkt enthilt; es sind dies die ,,Nullpaare’ des Herrn 
Rosanes, weil sie die linken Seiten von (1) oder (2) zum Ver- 
schwinden bringen. 

Sind nur Bedingungen A;, b; gegeben, so wird der Connex (A, b) 
und die Collineation linear bestimmt; wenn nur Bedingungen a,, B,, 
dann der Connex (a, B) und wiederum die Collineation; der andere 
Connex wird nur indirect bestimmt; im Falle einer Ausartung kann 
er wie auch die Collineation unbestimmt bleiben, wihrend der erste 
Connex vollstiindig bestimmt ist. 

Es seien f, (x, y) = 0, f, (a, y) =90, -- +, fi(@, n) = 0, wo i< 8, 
¢-+ 1 Gleichungen von der Form (1), so giebt: 


aoho + Af; t+ ‘fi = 9 
bekanntlich ein lineares System i" Stufe von Connexen (A, b) und von 
Collineationen; wenn hingegen F,(&, y) = 0, ---, Fi(&,y) =O von 
der Form (2) sind, 
AP, +4, F, +--+ +A4F; =0 

ein lineares System i" Stufe von Connexen (a, B) und ebenfalls von 
Collineationen. Die verbundenen Connexe bilden je ein nicht lineares 
System. 

Die Herren Voss und Rosanes haben nun a. a. O. (beim 
letzteren S$. 249 des ersten Aufsatzes) gezeigt, dass, so lange i < 4, 
in dem linearen Systeme von Connexen keine speciellen enthalten sind; 
wenn aber i = 4, dann ist die Zahl der enthaltenen speciellen Connexe 6. 

Dies scheint auf den ersten Blick nicht vereinbar mit dem oben 
erwihnten Satze, dass schon in einem einfach unendlichen Systeme 
von Coflineationen sich eine endliche Anzahl von Ausartungen beider 
Arten befindet, die zugehérigen beiden Connexsysteme also eine end- 
liche Zahl von speciellen Connexen enthalten. 

Jeder von jenen 6 Connexen ist als Connex wohl bestimmt, nicht 
aber die verbundene Collineation und der verbundene Connex. Die 
Gleichung (1) sagt aus, dass jedem Punkte in A ausserhalb a ein *be- 
liebiger Strahl des Biischels 8 im Connexe (1) zugehért, ihm dem- 
nach in der Collineation der Punkt 8 entspricht — wodurch diese 
eine ausgeartete Collineation (a, 8) wird — und jedem Punkte auf a 
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jede beliebige Gerade von B im Connexe zugehért. Aber welcher 
Punkt ihm inser Collineation entspricht, ist aus (1) nicht zu ent- 
nehmen. Diese Collineation und mit ihr auch der andere Connex — 
dessen Gleichung, nach dem Process der Adjunctenbildung aus (1)’ 
abgeleitet, eine Identitiit wird — sind noch vdéllig unbestimmt, und 
sie werden erst genauer bestimmt, wenn, ausser den 4 das lineare 
System definirenden Bedingungen, noch, da ja eine ausgeartete Colli- 
neation 7 Bedingungen unterworfen werden kann, drei weitere ge- 
geben werden. Freilich diirfen diese nicht von derselben Art sein, 
wie die genannten definirenden, weil wir dann aus dem linearen 
Connexsysteme 4. Stufe ein niedrigeres lineares ausscheiden wiirden, 
in dem es ja keine speciellen Connexe giebt; wir nehmen also am 
besten solehe von der andern Art, a;, B;, an, wenn jene etwa A;, b; 
sind; was wir voraussetzen wollen. Also ist jeder der 6 speciellen 
Connexe als Connex wohl ein einzelnes Gebilde, aber er ist mit co 
Collineationen, welche alle dieseibe singuliire Gerade «1 und denselben 
singuldren Punkt 8 haben, und co* Connexen der andern Art ver- 
bunden. — 

So hat man ja auch in einem einfach unendlichen Systeme von 
Flichen 2. Grades im Allgemeinen eine endliche Zahl von Flichen w 
(nach der Benennung der Herren Zeuthen und Schubert*)), deren jede 
als Ordnungs- oder Punktfliche aus zwei Ebenen (Feldern), als Classen- 
oder Ebenenfliiche aus zwei Punkten (Biindeln) besteht, welche auf 
der Schnittlinie der Ebenen sich befinden; in einem i-fach unend- 
lichen System wird es im Allgemeinen oof! solche Fliichen geben. 
Andererseits aber ist bekannt, dass in einem linearen Systeme von 
Fliichen 2. Ordnung, bez. Classe die Ebenen-, bez. Punktepaare erst 
bei der 3. Stufe auftreten und zwar in endlicher Zahl, bekanntlich 10**). 
Sie sind aber nur einseitig bestimmt, nur als Ordnungs-, bez. nur als 
Classenfliiche, und die duale Bestimmung steht noch vollstiindig frei: 
jede zwei beliebigen Punkte auf der Doppellinie des Ebenenpaars, bez. 
jede zwei beliebigen Ebenen durch diejenige des Punktepaares geben 
uns die Classen-, bez. Ordnungsfliche. Mithin repriisentirt jedes der 
10 Ebenen- oder Punktepaare co? im Systeme 3. Stufe enthaltene 
Flichen w. . 

13. Im Falle die Felder A, B von derselben Ebene getragen werden, 
kénnen wir uns die drei Bedingungen a,, B,; a,, B,; a,, By, welche 
noch zur genaueren Bestimmung einer der Collineationen verfiigbar 
sind, die zu einem der 6 speciellen Connexe des linearen Systems 


*) Zeuthen, Nouv. Ann. sér. Il, Bd. 7, S. 385. — Schubert, Journal f. 
Math. Bd. 71, sowie dessen Kalkiil der abz. Geometrie (Leipzig 1879) § 16, 22. 

**) Vergl. z. B. Reye, Journ. f. Math. Bd, 81, S. 54 (Nr, 34); Sturm, 
Math. Ann. Bd, XV, 8S. 407 (Nr. 26). 
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4. Stufe von Connexen (A,b) gehéren, so geben, dass sie zu einer 
Homologie fiihren, welche dann eine Ausartung (s,, Sg) sein wird 
mit a als Axe, % als Centrum. In allen ausgearteten Collineationen 
(a, B) ist, wie bemerkt, die Punktreihe a mit dem Biischel 8 projectiv 
und jedem Punkte von a entspricht jeder beliebige Punkt des homo- 
logen Strahls von 8. Werden nun a,,...,.B, so gewihlt, dass die 
Punkte (a,, 8B,), (a,, BB,), (a,, BB) sich auf a befinden, dann 
incidiren drei und folglich alle Strahlen von 8 mit ihren homologen 
Punkten auf a. Wir haben Homologie; die Willkiirlichkeit, die doch 
noch in der Wahl von a,,..., B, vorhanden ist, macht dieselbe nicht 
unbestimmt, denn eine ausgeartete Collineation (a, %) ist durch die 
Incidenz homologer Elemente von a und % eindeutig als ausgeartete 
Homologie (s,, S,) charakterisirt. 

Demnach ergiebt sich aus dem Voss-Rosanes’schen Satze der 
folgende: ‘ 

In einem linearen Systeme 4" Stufe von Collineationen zwischen: 
Feldern derselben Ebene, wie es durch 


Aoho + Af; + Ashe + Asts + Ash, = 0 


definirt ist, giebt es auch 6 ausgeartete Homologien (s4, Spr). 

14. Dies ist allgemeiner als das in Nr. 10 bei [4,0] gefundene 
Resultat: A = 6. 

Wihrend die linearen Systeme 1., 2., 3. Stufe von Collineationen 
und Connexen (A, b) zwischen Feldern, die wir nun wieder in ver- 
schiedenen Ebenen gelegen denken, wohl durch 7, 6, 5 der Elementar- 
bedingungen definirt werden kinnen, ist dies bei Systemen hoherer Stufe 
nicht mehr der Fall, analog wie lineare Systeme von Curven, bez. 
Flichen von hdherer als erster, bez. zweiter Stufe nicht mehr durch 
Punkte bestimmt werden kénnen. Die beiden Constituenten eines 
linearen Systems 1. Stufe f, = 0, f, = 0 haben co? Elementenpaare 
(Nullpaare) A, gemein, welche nach der Terminologie von Clebsch 
die Durchschnittscoincidenz der beiden Connexe bilden und die Paare 
der entsprechenden Elemente einer reciproken Verwandtschaft 2. Grades 
sind: ein Punkt in A und die Gerade in B, welche die beiden Punkte 
verbindet, die ihm in den beiden mit den constituirenden Connexen 
verbundenen Collineationen entsprechen. Irgend 7 dieser Klementen- 
paare kénnen als das System 1. Stufe definirend angesehen werden, — 

Die 3 Constituenten f, = 0, f, = 9, f, =O eines linearen Systems 
2. Stufe haben noch oo! Elementenpaare A, b gemein, von denen die 
A in A eine Curve 3. Ordnung, die b in B eine Curve 3. Classe er- 
zeugen (ein Curvenpaar nach Clebsch), Die 3 mit den constituirenden 
Connexen verbundenen Collineationen zwischen A und B induciren 
auch sowohl in der Ebene A, als in der Ebene B drei collineare 
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Felder; in denen in A z. B. entsprechen sich drei solche Elemente, 
die je demselben Elemente von B in den drei Collineationen ent- 
sprechen. Die Curve 3. Ordnung in A ist die Curve der Punkte <A, 
in denen 3 homologe Gerade a, a’, a” der 3 Felder in A zusammen- 
laufen, also 3 Gerade, die in unseren Collineationen derselben Geraden 
b von B entsprechen; auf b liegen dann die 5 Punkte B, B’, B”, die 
dem A entsprechen, also 3 homologe Punkte der drei Felder in B 
und deshalb umhiillt b eine Curve 3. Classe*). 

Irgend 6 von diesen Elementenpaaren kénnen wieder zur Definition 
des linearen Systems 2. Stufe dienen. — 

Gruppirt man die 4 Constituenten eines linearen Systems 3. Stufe 
in zwei Gruppen von je drei, z. B. die beiden ersten bez. mit der 
3. und 4.; so haben wir zuniichst durch die beiden den Gruppen ge- 
meinsamen Constituenten eine reciproke Verwandtschaft 2. Grades 
mit je einem Hauptdreiecke in jeder der beiden Ebenen. Die beiden 
Gruppen geben uns nun zwei Curven 3. Ordnung in A, welche, ausser 
den Ecken des Hauptdreiecks in A, noch 6 Punkte A gemein haben, 
und zwei Curven 3. Classe in B, denen, ausser den Seiten des Haupt- 
dreiecks in B, noch 6 Tangenten gemeinsam sind. Diese 6 Punkte 
und 6 Geraden bilden die 6 Elementenpaare, welche den 4 Consti- 
tuenten und demnach allen Mitgliedern des linearen Systems 3. Stufe 
gemeinsam sind. Da nun ein solches System nur durch 5 Bedingungen 
definirt sein kann, so kénnen 5 von ihnen zur Definition des Systems 
dienen, das sechste ist dann durch sie bestimmt. 

Es scheint mir kaum zweifelhaft, dass auf diesem Wege Clebsch 
selbst zu seinem Theoreme gelangt ist, und im Wesentlichen ist auch 
Herr Rosanes 8. 247—49 diesen Weg gegangen, nur mehr analytisch 
verhiillt. — Endlich die 5 (6,....) Constituenten eines linearen Systems 
4. (oder héherer) Stufe vou linearen Connexen haben im Allgemeinen 
kein Elementenpaar gemein; womit wir auf den Anfang dieser Nr. 
zuriickkommen: ein durch 5 Constituenten definirtes System 4. Stufe 
ist allgemeiner, als ein durch 4 Klementenpaare definirtes. 

15. Herr Voss zeigt nun a. a. O., dass die 6 Paare der singu- 
liren Geraden und Punkte a, 8 der 6 speciellen Connexe eines linearen 
4. Stufe von Connexen (A, b) ein solches System von Elementenpaaren 
bilden, in dem das sechste so von den 5 andern abhingt, wie es der 
Satz von Clebsch aussagt, und beweist ihn damit. 

Auch Herr Rosanes hat, wie gesagt, ebenfalls den Beweis gefiihrt 
und zwar mit Hiilfe des Begriffs apolarer Connexe (A, b) und (a, B) **). 

*) Cf. tiber diese Curven: Schréter, Journal fiir Math. Ba 62, S. 265; 
Reye, Zeitschr. f, Math. Bd. 11, S. 180. 

**) Herr Rosanes selbst, der mehr die algebraischen Formen im Auge hat, 
spricht stets von ,,Formen“ statt von Connexen und, dem entsprechend, von ,,p- 
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Zwei Connexe (A, b) und (a, B) zwischen denselben Feldern, die 
nicht derselben Collineation verbunden sind: 


443%, +++ =0 


By by, +---=0 
heissen apolar, wenn ihre Invariante 


JT = 0, By + +++ + 2 Biyy + Oy, By + °°> 
verschwindet. 

Herr Rosanes zeigt nun, dass es zu einem linearen Systeme 
wer Stufe von Connexen (A, b) oder (a, B) stets ein lineares System 
(7 — «)'* Stufe von Connexen (a, B) oder (A, b) giebt, von der Be- 
schaffenheit, dass jeder Connex des einen zu jedem des andern apolar 
ist, und dass gemeinsame Elementenpaare der Connexe des einen 
Systems die ausgezeichneten Elemente der ‘speciellen Connexe des 
andern sind, und umgekehrt. So sind die 6 Paare a, B der speciellen 
Connexe in dem Systeme 4. Stufe 4, f, + ----+ 4,f, = 0 die gemein- 
samen 6 Elementenpaare (a, B) des apolaren Systems 3. Stufe, von 
denen 5 zur Definition desselben dienen kénnen und das sechste be- 
stimmen. — Auf die Apolaritiit selbst komme ich in IV. zuriick. 

16. Nachdem also die singuliren Elemente a, 8 der sechs spe- 
ciellen Connexe in einem linearen Systeme 4. Stufe von Connexen 


und 


(A, b) als ein solches Clebsch’sches System von 6 Elementenpaaren 
erkannt ist, wollen wir dasselbe nachweisen fiir die Axen und Centra 
der 6 Homologien, welche sich in einem linearen Systeme 3. Stufe 
von Collineationen zwischen von derselben Ebene getragenen Feldern — 


das ja immer durch [5, 0] definirt werden kann (Nr. 14) — befinden 
(Nr. 10 am Ende). 


gliedrigen Gruppen von Formen‘“ statt von (p — 1)-stufigen Systemen von Con- 
nexen, Ferner wendet er das von ihm Math. Ann, Bd. VI, S, 264 (wo er be- 
kanntlich, unabhiingig von Smith und Reye, dieselbe Beziehung zweier Kegel- 
schnitte untersuchte, welche Smith mit ,,harmonisch um-, bez. eingeschrieben‘, 
Reye mit ,,apolar“, bez. ,,stiitzen‘ und ,,ruhen‘‘ bezeichnet hat) fiir das terniire 
und schon friiher fiir das binire Gebiet eingefiihrte Wort ,,conjugirt‘' an, es von 
dem speciellen Falle der Polarsysteme auf den Fall der Correlation und Colli- 
neation iibertragend. Ich kann mich nicht entschliessen, ihm darin zu folgen; 
denn zuniichst entsteht schon eine Collision mit der wesentlich verschiedenen Be- 
deutung, welche der Terminus ,,conjugirter Connex durch Clebsch — eben- 
falls im Bd. VI dieser Annalen — erhalten hat; vergl. die Note zu Nr, 11. Das 
Wort ,,conjugirt“* hat aber nachgerade schon so viele Bedeutungen in der Geo- 
metrie, von welchen verschiedene nur zu oft in demselben Satze zusammen- 
gerathen, dass es empfehlenswerth zu sein scheint, dasselbe etwas sparsamer 
anzuwenden. Ich ziehe deshalb im vorliegenden Falle Herrn Reye’s Wort 
»@polar“ vor, und, wo Clebsch ,,conjugirt‘‘ sagt, bediene ich mich des Wortes 
»verbunden“. 


Mathematische Annalen. XXII. 38 
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Die Gleichung des Connexes (A, b), der mit einer Homologie ver- 
bunden ist, ist bekanntlich*): 


m (x, + %_H_ + X3y3) + (@,%, + @%, + & 25) 
+ (6,9; + by, + b33) = 9, 
wofern beide Coordinatensysteme (x;, &:), (y:, 9:) identisch sind; @;, b; 
sind die Coordinaten der Axe und des Centrums. Die 5 wesentlichen 
Constanten sind @,:@,, @,: a3, b,:b,, b,:b,;, m:a,b,. Setzt man 
m + a,b, + ab, + a,b, = — m, 
so ist die Gleichung des verbundenen Connexes (a, B): 


m (954+ Yob2+ 4383) + (@, 4; + Yat & Ys) (B, & + 28+ b,&,) = 0; 
a ist der constante Modulus (SG@AB). Wird m verindert, so 


ergiebt sich ein lineares System (Biischel) von Homologien mit ge- 
meinsamer Axe und gemeinsamem Centrum und ein System von zu- 
gehérigen Connexen (A, b); darin, fiir m=O ein specieller Connex 
und fiir moo, der identische Connex, bei welchem bekanntlich 
jedem Punkte der Ebene jeder durch ihn gehende Strahl gepaart ist**). 

Und umgekehrt: Jeder Biischel, constituirt durch den identischen 
Connex und einen Homologie-Connex (A, b), enthidlt einen speciellen Connex, 
dessen Gerade und Punkt «, 8 mit Axe und Centrum der Homologie 
identisch sind, wnd sonst lauter Homologie-Connexe mit derselben Axe 
und demselben Centrum. 

Ferner: Jeder Biischel, constituirt aus einem speciellen Connexe 
(a, B) zwischen Feldern derselben Ebene und dem identischen Connexe, 
enthalt lauter Homologie-Connexe mit a als Axe, § als Centrum; oder: 
Jeder Biischel von Collineationen, welcher durch eine ausgeartete Colli- 
neation (a, 8) zwischen Feldern derselben Ebene und die Identitdt (bei 
der jedes Element der Ebene sich selbst entspricht) constituirt ist, be- 
steht aus lauter Homologien mit a als Axe, 8 als Centrum. 

Dies ist auch leicht geometrisch einzusehen: die einem Punkte A, 
einer Geraden b des einen Feldes A, bez. B in den verschiedenen Colli- 
neationen des Biischels entsprechenden Punkte, Geraden bilden eine 
Punktreihe, einen Strahlbiischel; dem Punkte A entspricht aber in 
den beiden coustituirenden Collineationen der Punkt %, beziehlich A, 
dem Strahle 6 der Strahl a, beziehlich 6; also sind in allen Colli- 
neationen des Biischels die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
mit 8, die Schnittpunkte entsprechender Geraden mit a incident; wo- 
durch die Collineationen als Homologien charakterisirt sind. 

Ist nun ein lineares System 3't Stufe 2, von Connexen (A, d) 





*) Salmon-Fiedler’s Kegelschnitte 4. Auflage, Nr. 377. 
**) Clebsch, a. in der Einleitung a. O. § 3. 








ET 8 ON TT 


a 








ee eee eee 


f 











Ueber Collineation und Correlation. 585 


gegeben mit den verbundenen Collineationen und werden aus jedem 
der in demselbev nach Nr. 8— 10 enthaltenen 6 Homologie-Connexe 
und dem identischen Connexe Biischel constituirt, so sind deren spe- 
cielle Connexe die 6, welche sich in dem durch 2, und den identi- 
schen Connex constituirten Systeme 2, befinden; und auch umgekehrt, 
da ein Biischel und ein 2, welche beide in demselben 2, enthalten 
sind, stets ein Element gemein haben, kann aus der Existenz der 6 
speciellen Connexe in 2, auf die der 6 Homologien in 2, geschlossen 
werden, Man erkennt so, warum die Zahl 6 wiederholt auftritt; aber 
man erhalt noch weiter: 

Die Axen und Centra der 6 Homologien in einem dreifach unend- 
lichen linearen Systeme von Collineationen zwischen Feldern derselben 
Ebene bilden ein Clebsch’ sches System von Elementenpaaren; so dass 
das System 

A,, A,, As, Ay, 45; Ap, 
b,, b,, bs, by, B53 by, 


durch welches das Collineationssystem definirt wird, ein zweites nach 
sich sieht in diesen Axen und Centren. 


IV. 


17. In diesem Abschnitte will ich eine, wie es scheint, noch 
nicht bekannte Eigenschaft apolarer (conjugirter) Connexe mittheilen. 
Ich will aber dabei, um mich der tiblicheren Betrachtungsweise, der 
auch Herr Rosanes meistens folgt, anzuschliessen, die Correlation 
statt der Collineation voraussetzen. Wihrend die beiden* mit einer 
Collineation verbundenen Connexe nur durch die Vertauschung der 
Felder sich unterscheiden, treten hier zwei duale Gebilde auf: die 
Elementenpaare sind aus gleichartigen Elementen, bei dem einen aus 
Punkten, bei dem andern aus Geraden gebildet: eben aus conjugirten 
Punkten, bez. Geraden der Correlation. Es sei gestattet, auch diese 
Gebilde Connexe zu nennen und, wenn es nothwendig sein sollte, 
Correlations-Connexe von Collineations-Connexen zu unterscheiden. Ver- 
tauscht man in den Gleichungen (1) und (2) von Nr. 11 die Coordi- 
naten y; und y;, so erhilt man bekanntlich die Gleichungen der jetzigen 
Connexe, die man entsprechend (A, B) und (a, b) nennen kann. 

Sind wiederum die Gleichungen zweier nicht mit derselben Corre- 
lation verbundenen Connexe (A, B), (a, b) bez.: 


Qy,0,Y, +--- = 9, 
By,in, +---=9, 
so sind diese Connexe nach Herrn Rosanes apolar (conjugirt), wenn 


ihre Invariante J verschwindet. Nach Herrn Reye's Terminologie 
38* 
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,ruht (A, B) auf (a, b) und dieser stiitzt jenen.“ Weil aber diese Be- 

ziehung invariant ist, so kénnen wir die Coordinatensysteme verein- 

fachen: wir nehmen als Coordinatendreiecke in A, B bez. die beiden 

Hauptdreiecke der quadratischen Verwandtschaft, welche durch die 

mit den beiden Connexen verbundenen Correlationen inducirt wird. 
Die Connexgleichungen reduciren sich dann auf: 


(3) 24,2, Y, + Ay LoYo + A332, y, = 9, 
(4) By E10; + Bay '.N2 + Bos &30; = 0 
und die Bedingung der Apolaritét auf: 

(5) @,, By, + Gy.By. + a33B;, = 0. 


Dabei mégen, in der iiblichen Weise, die Coordinaten 2;, &; so 
sein, dass die Bedingung der Incidenz ist: 


@,E, + %& + 2 & = 9, 
und ebenso die y;, ;. 
Die harmonische Gerade a’ eines Punktes A = (z,, x, ;) in A 


in Bezug auf das Hauptdreieck in A hat bekanntlich die Coordinaten 
, = : -. die Polare b von A nach der ersten Correlation hat 
@,’ @’? &? 


dann wegen (3) die Coordinaten @,,%,, @.%), @3%,, der Pol B’ von 
a nach der zweiten wegen (4) die Coordinaten B,, - = By - =? 
B,, - =} und die Apolaritiitsbedingung (5) sagt aus, dass dieser Pol 
B' und jene Polare b incident sind. 

Also, avenn die Connexe (A, B) und (a, b), welche mit zwei Corre- 
lationen zwischen den Feldern A und B bez. verbunden sind, apolar 
sind, so construire man die beiden Hauptdreiecke A,, Mg der quadra- 
tischen Verwandtschaft, welche durch die beiden Correlationen inducirt 
wird, dann zu irgend einem Punkte A (oder B) seine harmonische 
Gerade a’ (bez. b’) in Bezug auf &,(&,) und von A(B) nach der 
ersten Correlation die Polare b(a), von a’(b’) nach der zweiten den 
Pol B'(A’), so sind durchweg B’ und b (bez. A’ und a) incident. Und 
umgekehrt, wenn fiir irgend einen Punkt A (oder B) diese Eigenschaft 
statt hat, so findet sie durchweg statt. 

Man kann natiirlich auch von einer Geraden eines der beiden 
Felder ausgehen und ihren harmonischen Punkt in Bezug auf das be- 
treffende Hauptdreieck construiren u. s. f. Zu beachten ist, dass, 
wenn auch das Hauptdreieck nur eine reelle Ecke hat, immer doch 
noch die harmonische Gerade eines reellen Punktes reell ist, und, 
wenn etwa die beiden conjugirt imaginiren Ecken durch eine Invo- 
lution definirt sind, leicht construirt werden kann. 

18. Nehmen wir an, dass beide Correlationen Polarsysteme (der- 








s — —— 


aoe 


ee 





Ag ayy 








‘ - 
Se oe oii eT 


ees 


ome: 








Ueber Collineation und Correlation. 587 


selben Ebene) seien; die beiden Hauptdreiecke vereinigen sich dann 
in das gemeinsame Polardreieck der beiden Polarsysteme oder Kegel- 
schnitte, und wir haben also, wenn das erste Polarsystem auf dem 
zweiten ruht, folgende Kigenschaft, in der, auch wenn elliptische 
Polarsysteme vorkommen oder das gemeinsame Polardreieck nicht ganz 
reell ist, nur reelle Elemente auftreten: A und a’ seien harmonischer 
Punkt und harmonische Gerade in Bezug auf das gemeinsame Polar- 
dreieck, b die Polare von A im ersten, B’ Pol von a’ im zweiten 
Polarsystem; b und B’ sind durchweg incident; und umgekehrt. 


V. 
19. Der eben vorgenommenen Specialisirung auf Polarsysteme 
will ich eine — vom Vorhergehenden unabhiingige — Anwendung 


eines Satzes anschliessen, den ich in den Math. Ann. Bd. XIX, 8. 461 
in Nr. 10 bewiesen habe. Er lautete: 

Wenn bei einer Correlation gweier Felder dersetben Ebene drei 
Paare doppelt (oder in beiderlei Sinne) conjugirter Punkte oder Strahlen 
so liegen, dass die 3 Verbindungslinien nicht in einen Punkt zusammen- 
laufen, bez. die 3 Schnittpunkte nicht auf einer Geraden sich befinden; 
dann ist die Correlation ein Polarsystem. 

Wir denken uns den Satz auf zwei Biindel mit demselben Scheitel 
itibertragen. Ks seien nun noch 9 Paare von (windschiefen) Geraden 
im Raume gegeben: 

a M4 B15 Agha; - - +5 Ag by; 
dann giebt es zu jedem Punkte A eine Flaiche 6. Ordnung von Punkten 
B von der Beschaffenheit, dass man die bejden Biindel A, B so corre- 
lativ (reciprok) beziehen kann, dass die Ebenen A(q,, ao, ..., dg) bez. 
zu den Ebenen B(6,, 6,,..-, 6) conjugirt sind, d. h. die einen ihre 
Polarstrahlen in den andern haben*). Ebenso giebt es zu jedem 
Punkte B eine Fliche 6. Ordnung von Punkten A, Suchen wir nun 
den Ort der vereinigten Punkte A, B, welche C heissen mégen, so 
erhalten wir, durch eine Correspondenz (6, 6) auf jeder Geraden, eine 
Fliche 12. Ordnung fiir die Scheitel C concentrischer reciproker Biindel 
mit der erwaihnten Eigenschaft. Nehmen wir aber an, dass a,, b,, 
Ay, bg, Mg, by bez. mit b,, a,, b,, ay, by, ay identisch seien; dann werden 
die Ebenen Ca,, Cb,; Ca,, Cb,; Ca,, Cb, doppelt conjugirt sein. Die 
Flache 12. Ordnung zerfallt in eine von der 4. und eine von der 8, Ord- 
nung. Die Fliche 4. Ordnung — eine fiir sich interessante Fliche — 
entsteht durch diejenigen Punkte C, bei denen die 3 Schnittstrahlen 


*) Vergl, meinen Aufsatz: Math. Ann. Bd. XII, 8. 254, Nr. 40, 41; insbes, 
in Nr. 40, Tab. 1, Signatur [0008], Colonne », oder auch in Nr. 55, Tab. 2, 
Signatur [0009], Colonne & ,. 
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C(a,, b:), Cla, b,), Clas, bs) im dieselbe Ebene fallen. Dass es auf 
einer Geraden ¢ 4 solche Punkte giebt, folgt daraus, dass die 3 Hyper- 
boloide (ca,6,), (ca,b,), (€a,6,) 4 nicht durch ¢ gehende gemeinsame 
Tangentialebenen haben. Wenn aber jene 3 Schnittstrahlen in eine 
Ebene fallen, so ergeben die allgemeinen Kigenschaften der Correlation *), 
weil alle Schnittstrahlen doppelt conjugirter Ebenen zweier concen- 
trischer Biindel in allgemeiner Correlation in einer Ebene liegen, dass, 
wenn Ca,, Cb, und ebenso Ca,, Ch, doppelt, Ca,;, Cb, einfach con- 
jugirt sind, letztere von selbst auch doppelt conjugirt sind. Folglich 
reduciren sich fiir einen Punkt C der Fliiche 4. Ordnung die 9 Be- 
dingungen auf 8: [0008], welche durch eine einzige Correlation be- 
friedigt werden **), 

Bei einem Punkte aber der Fliche 8. Ordnung liegen jene 3 
Schnittstrahlen nicht in derselben Ebene, also giebt nach dem anfangs 
erwihnten Satz die Correlation einen Polarbiindel. 

Demnach ist der Ort der Spitzen der Kegel 2. Grades, fiir welche 
My, O,5 ~~ -3 Ag, be tm comjugirten Ebenen liegen (oder selbst conjugirt 
sind), eine Fliiche 8. Ordnung. Vereinigt sich jedes a; mit b;, so er- 
hilt man den bekannten Satz iiber den Ort der Spitzen der Kegel 
2, Grades, welche 6 gegebene Gerade tangiren. 

Analog kann man andere Siitze finden. 


Miinster i/W., den 24. Mai 1883. 


*) Cf. Schréter, Journ. f. Math. Bd. 77, S. 105 Nr. 4, oder meine im An- 
fang dieses Abschnitts erwihnten Aufsatz Nr. 4. 

**) Hirst, Proc. Math. Soc, Bd, V, Nr. 42; oder in der ersten, in der vor- 
letzten Note erwiihnten, Tabelle Signatur [0008], Colonne &.. 


In meinem Aufsatze iiber die Curven auf der cubischen Fliiche (Math. Ann. 
Bd. 21, S. 457) bitte ich, 8, 474, Z. 6 ,,€ — 2 oder“ zu streichen, S. 482, Z. 1 
das letzte < in >, ebenso 8, 484, Z. 7, dagegen S, 487, Z. 20 das zweite > in 
< zu verwandeln. Sodann michte ich, was freilich bei einer eingehenden Lec- 
tiire sich von selber ergiebt, hier noch direct aussprechen, dass durch gleiche 
Bezeichnung von Curven in den Tabellen S. 493 —496 einerseits und 509—511 


andererseits nicht nothwendig auch sonstige Uebereinstimmung derselben aus- 
gedriickt werden soll, 
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Sur la théorie des quaternions*). 


Par 


M. Cyparissos Srfépuanos a Paris. 
(Extrait d'une lettre adressée & Mr. F, Klein). 


. 


J’arrive & vos demandes relatives 4 mes recherches sur les qua- 
ternions. 

C’est exprés que, dans le Mémoire que je vous ai déja adressé, 
je nai point envisagé des formes bilinéaires dont tous les coefficients 
seraient donnés en valeur absolue, et que je n’ai point touché a la 
représentation géométrique de ces formes, puisque je me _ reservais 
d’arriver & ces considérations lorsque j’aurais & traiter de la théorie des 
quaternions. 

Quant & mes recherches sur cette théorie elles ont porté succes- 
sivement dans diverses directions. 

D’abord je me suis proposé d’étudier la représentation des formes 
bilinéaires binaires, ou bien des quaternions correspondants, par des 
points pésants, Partant de ce que l'emploi des vecteurs d’aprés Hamil - 
ton était aussi bien admissible sous mon point de vue (et cela d’apres 
Yexemple de Grassmann qui avait introduit les vecteurs, d’en proftiter 
dans le calcul barycentrique de Mébius), javais pensé Strecken, 
pour déduire des opérations entre points pésants etc. une explication 
du cdté géométrique de la théorie des quaternions, autant que cela 
était possible. _ . 

Je ne me suis jamais fait illusion sur le manque de toute signi- 
fication intrinséque dans l'ensemble d’opérations (addition, multipli- 
cation etc.) entre points pésants et vecteurs. Toutefois devant lirré- 
gularité méme dies opératious il y avait lieu de se demander si elles 
n’étaient point l'image d’autres opérations, bien réguliéres, entre des 
étres géométriques correspondant d’une maniére individuelle aux divers 
quaternions. 

Hamilton avait déja fait un premier pas vers la solution de cette 
question. Pour cela il se fondait sur la considération de deux vecteurs 
A et B dont le quotient BA est égal & un quaternion douné Q. 
Ainsi en supposant que A et B aient leur origine en O (origine des 





*) Par des explications relatives & diverses notions considérées dans ce qui 
suit on pourra consulter le Mémoire de M, Stéphanos inséré dans ce volume des 
Annalen (Voir surtout les §§ I, II, VI de la seconde Partie). 
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coordonnées) on voit que la correspondance entre les extrémités de ces 
vecteurs constitue une transformation de similitude du plan du qua- 
ternion Q en lui méme, transformation laissant O immobile. 

Il faut bien convenir que cette transformation de similitude du 
plan de @ constitue un représentant géométrique assez convenable du 
quaternion correspondant. Et en effet non seulement elle détermine 
@ dune maniére unique lorsqu’elle est donnée, mais aussi elle permet 
de donner des constructions géométriques fort simples pour les diverses 
opérations entre quaternions. 

En réflechissant sur ces faits je me suis demandé si la représen- 
tation de a,t, + a,t, + a,t, par lextrémité d’un vecteur ayant son 
origine en O, représentation dont l’influence sur les résultats précédents 
n’est aucunement défavorable, ne doit étre érigée plutdt en régle, et 
si, en accord avec cela, on ne doit point s’attacher 4 une nouvelle 
représentation géométrique d’un quaternion complet, laquelle consisterait 
& représenter a, -+- a, +, + a,+,-+ a,¢, par un élément d’une variété a quatre 
dimensions dans laquelle serait contenu notre espace de points (a, = 0). 

Apres examen attentif des circonstances qui accompagnent le calcul 
des quaternions j’ai été & réconnaitre qu’en effet c’est & une pareille 
représentation des quaternions qu’on devait s’arréter. 

La variété & quatre dimensions dont les élements doivent représenter 
les divers quaternions est celle formée par les diverses sphéres orientées 
de notre espace, (une sphére orientée, semi-sphére de M. Laguerre, 
pouvant, étre considerée comme une sphére dont le rayon est pris avec 
un signe déterminé). Un quaternion Q@ = ay + @,t, + Got, + dgt, 
serait ainsi représenté par la sphére orientée ayant pour centre l’extré- 
mité du vecteur VQ = a,t, + a,t, + 4,1, et dont le rayon serait 
égal A SQ-Y— l=a,V~—1. 

Il est & remarquer que le cdne orienté ayant son. sommet en O et 
circonscrit & la sphére orientée qui représente @, est caractérisé par 
cette propriété que chacun de ses plans tangents coupe le cercle a 
infini en deux points x, y qui se correspondent rs Yhomographie 
établie sur le cercle a l’infini par la rotation 4, u,v = of = = ; 
Il est aussi & remarquer que la norme N@ = a,? + a,?+ a,” + a,? 
d’un quaternion @ est égale 4 Ja puissance du point O par rapport a 
la sphere correspondante Q. 

Mais ce qu'il y a de plus remarquable c’est que le carré de la 
distance tangentielle de deux sphéres orientées Q, et Q,, c’est-A-dire de 
la distance entre les points ot un plan orienté touche ces deux sphéres 
orientées, est égal 4 N(Q, — Q,)*). C’est la un fait de la plus grande 


*) Ainsi la condition pour que les denx sphéres orientées Q, et Q, se touchent 


est N\Q: Q1) = 0, 
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importance pour |’emploi qu’on peut faire des quaternions dans l’étude 
des correspondances de contact entre sphéres orientées. 

En partant de cette représentation des quaternions isolés, on a 
a chercher l’interprétation du role que revétent les sphéres correspon- 
dantes dans les diverses opérations entre quaternions 

Et d’abord pour ce qui concerne l’addition des quaternions on doit 
supposer qu'une sphére orientée @ représente une translation égale a 
VQ suivie d'une dilatation égale i SQ-/— 1 (cette dernivre opération 
ayant pour effet d’ajouter au rayon de toute sphére orientée la longueur 
SQ-/Y—1). Laddition des quaternions n’est ainsi autre chose que 
Yimage de la composition de ces transformations (Y = Q + X). 

Maintenant, pour ce qui concerne la multiplication, on doit con- 
sidérer une sphére orientée Q comme définissant une correspondance 
(1) Y=Xq. 

Au produit de deux sphéres Q,, Y, correspondrait ainsi le produit 
des deux transformations 

Y=XQ,, Y= XQ, 

La transformation (1) fait en général correspondre a des points 
des sphéres orientées. Les seuls points X =A auxquels correspondent 
ainsi des points Y = B sont situés dans le plan de Q; il en est de méme 
pour les points B. C’est cette méme correspondance A, B que nous 
avons déja eu a considérer. 

Il est & remarquer qu’a des plans orientés*) - paralléles correspon- 
dent par cette transformation aussi des plans orientés paralléles. Deux 
plans correspondants se coupent toujours suivant une droite qui ren- 
contre le cercle & l’infini C.. Les deux autres points d’intersection de 
ces plans avec le cercle C, sont correspondants dans |’homographie 


P e : a a a, 
établie sur ce cercle par la rotation A, u,v = —', —*, —*. 
A 


A’ a 

Dans cette transformation les divers coénes de révolution orientés 
ayant leur centre en O se transforment les uns dans les autres. Deux 
pareils cOnes correspondants sont circonscrits & une infinité de sphéres 
orientées correspondantes. Les puissances par rapport & O de deux 
spheres X, Y correspondantes sont du reste liées entre elles par la 
relation NY = NX-NQ. LEnfin il est & remarquer que les cercles 
suivant lesquels deux pareilles sphéres coupent le plan de Q sont corre- 
spondants dans la transformation de similitude B = AQ du plan de Q. 

Dans les opérations de l’addition et de la multiplication le point 
O joue le rdle de zéro, tandisque la sphere orientée ayant le point O 


pour centre et J/— 1 pour rayon jour le role d’wnité (Q=1). Enfin ce sont 
les plans orientés qui se présentent comme des infinis. Il est a noter 





*) Semi-plans de M. Laguerre. 
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qu’étant donnés le point O et la sphére orientée 1 la somme et le 
produit de deux sphéres orientées sont parfaitement déterminés. 

Les propriétés précédentes montrent déja combien la représen- 
tation des quaternions par des sphéres orientées est naturelle. Quant 
au calcul géométrique de Hamilton, envisagé sous son véritable 
aspect, on peut dire qu'il répose sur la représentation des formes bili- 
néaires symétriques (vecteurs) par des points de l’espace. Aussi je 
trouve que les applications de ce caleul doivent étre cherchées dans 
étude des propriétés élémentaires des systémes de points dans |’espace*). 
Cela tiendrait 4 ce que les opérations S et V, appliquées aux produits 
de plusieurs vecteurs pris deux & deux ou trois 4 trois, conduisent a 
tous les invariants et covariants des formes quadratiques correspon- 
dantes, relatifs & des substitutions linéaires de déterminant égal a 1, 
et par conséquent 4 tous les invariants et covariants des points de 
Yespace correspondants, relatifs & des rotations effectuées autour du 
point O. 

Par contre avec l’extension de la représentation des quaternions, 
par l’emploi de sphéres orientées, le champ des applications de ce calcul 
parait s’étendre de lui-méme dans les limites de la Géométrie des 
sphéres de M. Lie. 

Ainsi par exemple A, B, C, D désignant des quaternions arbi- 
traires et X, Y deux quaternions variables la relation 

XAY+ XB+CY+D=0 
représente la transformation de contact la plus générale entre sphéres 
orientées. 

Pour A =O on a des transformations entre plans orientés; etc. etc. 

En se servant de la correspondance entre sphéres (orientées) et 
droites de M. Lie on pourrait aussi représenter les quaternions par 
des droites de l’espace. On aurait ainsi une nouvelle application du 
calcul des quaternions qui ne serait peut-étre moins intéressante. 

Ce n’est que dernitrement que je suis parvenu 4 cette interpré- 
tation des quaternions au moyen de sphéres orientées. Ainsi je n’ai 
pas encore eu le temps d’achever l’exposé dont je parlais en commen- 
gant. Malheureusement le temps va, parait-il, encore me manquer, 
de sorte que je ne sais pas si je pourrai vous envoyer ce travail de 
sitot, d’autant plus que d’autres recherches me pressent également. 
C’est pourquoi je me suis permis de vous en présenter ici les traits 
principaux, 


Paris, le 3. Mai 1883. 


*) Ou tout au plus a des études relatives au groupe des transformations 
par rayons vecteurs réciproques. 
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Clebsch, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe [+ als 
Professor in Gittingen], Theorie der Elasticitét fester Kér- 
per. (XI u. 424 8.) gr. 8 1862. geh. n. M 9.— 


»»Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schule zn Karlsruhe Gelegen- 
heit und Beruf, sich ausfihrlicher mit den Anwendungen der allgemeinen Theorie der Elastizitat 
auf die in der Technik besonders wichtigen Fille zu beschiiftigen. Die Resultate dieser Studien 
liegen uns jetzt in einem ziemlich umfangreiehen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dafs er unsere deutsche Litteratur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der strengen Theorie eg: ew ihm iiber die Genaui keit seiner 
Resultate und die ag wd der in der Praxis tiblich or en Aufschlufs giebt, anderer- 
seits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
und des Gleichgewichts elastischer Kérper zu speziellen Fallen gelangen kann, und ihm die grofse 
Mithe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
erginzt daher dieses Handbuch das berihmte Werk des franzésischen Physikers Lamé, welches 
vorziiglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der krystallinischen Kérper und ihre optischen ————— behandelt, wihrend Herr Clebsch 
ausschliefslich unkrystallinische Kérper und deren Verschiebungen durch dufsere Krifte in Betrach- 








tung zieht.“ [Literarisches Centralblatt 1863, No. 31.] 
Theorie der bintiren algebraischen Formen. (VIII 
u. 467 S.) gr. 8. 1871. geh. n. & 11.— 


Gegentiber dem von Hrn. Fiedler tibersetzten Salmonschen Lehrbuche, welches bisher 
das Hauptmittel fir das Studium der neuern Algebra war, wird man in dem vorliegenden 
Werke einerseits eine Beschrinkung, andrerseits Erweiterungen finden. Die Beschrinkung 
besteht darin, dafs nur binire Formen behandelt sind. Dies wurde fast geboten durch den 
Umstand, dafs nur die Theorie der biniren Formen bis jetzt in gewissem Grade abgeschlossen 
scheint. Der Verfasser geht davon aus, Invarianten und Kovarianten durch symbolische Pro- 
dukte zu definieren; ein Standpunkt, welcher ihm schon vor 10 Jahren als der richtigste er- 
schien, Diese Ansicht hat im Laufe der Zeit um so mehr sich bei ihm festigen miissen, als 
gerade hiervon ausgehend Herr Gordan den wichtigen Satz fand, dafs die Anzahl der zu jeder 
Form gehdrigen Invarianten und Kovarianten eine endliche sei; und mit diesem Satze waren 
denn wieder Fragen gegeben, welche nur bei biniren Formen aufgestellt und beantwortet 
werden kinnen, und welche eben der Theorie der biniren Formen jenen vorzugsweise ent- 
wickelten Charakter geben. 

Indem diese und andere, auf friihern Arbeiten des Verfassers beruhenden Untersuchungen 
ausfihrlich behandelt sind, ist dem erwiihnten Werke gegeniiber eine sehr wesentliche Fortent- 
wickelung gegeben, welche bis zu dem neuesten Stande dieser Disziplin fihrt. 

Andrerseits wird in dem Werke die geometrische Interpretation beriicksichtigt, welche 
neben den algebraischen Untersuchungen hergeht, und welche zugleich die Grundlage der synthe- 
tischen Geometrie liefert, nimlich die Theorie der Punktreihen cat Strahlenbiischel. 

Es ist endlich ein grofses Gewicht auf ausfiihrliche Behandlung einiger Probleme gelegt, 
welche dem Studierenden als Muster fiir die Behandlung algebraischer Fragen dienen kénnen, und 
welche ihn so auch praktisch in einen der wichtigsten Teile der neuern Mathematik einfiihren. 


Vorlesungen tiber Geometrie. Bearbeitet und heraus- 

gegeben von Dr. Ferdinand Lindemann. Mit einem Vorwort von 

Felix Klein. Erster Band. (XII u. 10508.) gr. 8. 1875. geh. 
Auch in zwei Teilen: n, M 24.— 

I. Teil [S. 1—496] n. M 11.20. 

Il. ,, [S. I—XIl u. 497—1050]. n. M 12.80. 


Es bedarf wohl kaum einer nihern Erklirung, wenn nach dem nur allzu frih erfolgten 
Hinscheiden von A. Clebsch alsbald der Gedanke entstand, seine Vorlesungen tiber Geo- 








metrie, welche fir das Studi der W von so a Einflusse waren, 
allgemein zugiinglich zu machen. Es bezieht sich dies sowohl auf die ausschliefslich geo- 
metrischen, als auch auf einzelne Abschnitt d Vorl , soweit in letzteren geo- 





metrische Probleme gelegentlich behandelt wurden. Dem Herausgeber fiel somit die Aufgabe 
zu, in mdglichst A 1 an den Vortrag, wofiir ihm h hgeschrieb efte 
zur Verfigung standen, und teilweise unter Benutzung von Ulebsch herrihrender Manu- 
skripte ein zusammenhingendes Bild der verschiedenen geometrischen Disziplinen zu entwer- 
fen, besonders unter Wahrung des einheitlichen Gedankenganges, welcher den Vorlesungen 
von Clebsch so sehr eigentiimlich war. Wihrend sonach in den ersten Abteilungen die 
rein geometrischen Gesichtspunkte vorwalten, driingt sich schon bei den Kegelschnitten, bez. 
den Flichen 2, Ordnung die Notwendigkeit eines eingehenden Studi er Invariant 
theorie auf; und dieser algebraische Charakter kommt bei weiterem Fortschreiten immer 
mehr zur Geltung. Andererseits soll das Buch auch in jene tb fruchtb Unt h 
gen einfiihren, welche aus der Theorie der elliptischen und Abelschen Funkfionen, sowie der 
eindeutigen Transformationen fir die G trie er h Die erwihnten Ziele bezeichnen 
zugleich die Stellung dieser Vorlesungen gegeniiber den von Herrn Fiedler tibersetzten und 
bearbeiteten Salmonschen Lehrbiichern, indem der Stoff, im einzelnen mehr beschrinkt, 
im ganzen doch ein weiteres Gebiet umfalst. 

In dem ersten Bande wird in dem operon Sinne die Geometrie der Ebene 
behandelt, Den Schlufs bildet die Darstellung der Grundztige einer Theorie der Konnexe, 
jener von Clebsch noch zuletzt in die Geometrie eingefihrten Gebilde. 























Clebsch, Dr. A., und P. Gordan, Professor in Erlangen, Theorie der 
Abel’schen Functionen. (XIII u. 333 8.) gr. 8 1866. 
geh. n. M 7.20. 


Die Herren Verfasser suchen in diesem Werke die Theorie der Abelschen Funktionen auf 
eine ganz neue Weise zu begriinden, welche das Interesse der Mathematiker in hohem Grade 
erregt und das Verstindnis der Theorie wesentlich geférdert hat. 


Schréter, Dr. Heinrich, Professor der Mathematik an der Universitit 
Breslau, Theorie der Oberflichen zweiter Ordnung und der 
Raumkurven dritter Ordnung als Erzeugnisse projektivischer 
Gebilde. Nach Jacob Steiner’s Prinzipien auf synthetischem Wege 
abgeleitet. (XV u. 720 S. mit vielen Figuren im Text.) gr. 8. 
1880. geh. n. MA 16.— 


Den von Jacob Steiner entworfenen Plan ,,einer ausfithrlichen und umfassenden Be- 
handlung der Kurven und Flichen zweiten Grades durch Konstruktion und gestitat auf _ 
jektivische Eigenschaften“ (siehe Vorwort zu J. Stei Vorl aber syntheti 
II. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte. 2. Aufi., Leipzig 1876), hat der Verfasser voullegenden 
Buches weiter auszufihren gesucht, indem er, gestatat auf die ,,Theorie der Kegelschnitte“, die 

i projektivischer Gebilde im ban seam d. i, die Oberfliche zweiter Ord- 
nung und die Raumkurve dritter Ordnung eingehend ht. Der Betrachtung der letzteren, 
die erst durch die Arbeiten von Moebius, Chasles ai Seidewitz den Geometern niiher bekannt 
wurde, geht naturgemiifs die synthetische Behandlung der geradlinigen Flichen 2. 0. (Kegel, 
einfaches Hyperboloid) voraus und bildet den grifseren Teil des ersten Abschnittes. Der 
Verfasser beschriinkt sich hierbei nicht blofs auf die reellen Flichen, sondern gelangt von den 
Polareigenschaften derselben zu den erweiterten Begriffen des ,,Polarbiindels“ und des ,,riéum- 
lichen Polarsystems“, welche auch die imaginiren Flichen einschliefsen und deren Kenntnis 
wir den Arbeiten K. G. C. v. Staudts (Geom. d. Lage. Niirnberg 1872 u. Beitriige zur Geometrie 
der Lage 1856—60) verdanken. Die Raumkurve 3. 0. wird sodann als Erzeugnis dreier pro- 
jektivischer Ebenenbischel eingefiihrt, und aus dieser Erzeugung werden ihre hauptsiichlichsten 
Eigenschaften, die von Moebius, Chasles, Cremona, v. Staudt u a. entdeckt sind, zusammen- 
hingend abgeleitet. 

Im zweiten Abschnitte werden die vier Grundgebilde zweiter Stufe (das Strahlen- und 
Ebenen-Biindel, das Punkt- und Strahlen-Feld) eingefiithrt, die in doppelter Art auftretende 
projektivische Beziehung derselben (Kollinearitiit und Reziprozitit) durch Konstruktion fest- 
gestellt, wie es die Arbeiten von Magnus, Moebius und Seidewitz gelehrt haben und als Er- 
zeugnisse dieser Gebilde nach der sich wiederum darbietenden Raumkurve 3. O. vorzugsweise 
die allgemeine Fliche 2. O. einer ausfiihrlichen Betrachtung gpene-von_~on Hier tritt nun die 
Fliche 2. O. (auch die nicht geradlinige), als Er is zweier i 2 Biindel, die Raum- 
kurve 8. O. als Erzeugnis zweier kollinearen Bindel auf. Die Konstruktion selbst fihrt aufs 
neue zum riumlichen Polatsystem, aus dem die Eigenschaft der konjugierten Durchmesser und 
der Fokalkegelschnitte mit ihren metrischen, wie deskriptiven B in allgemeinst 
Weise hervorgehen. Den Schlufs des Buches bildet eine kurze Betrachtung des Flicheubiischels 
und Flichenbiindels 2. O., deren erschépfende Untersuchung spiiterer Zeit vorbehalten bleibt. 
Die vorstehende kurze Inhaltsangabe wird die Stellung des Buches charakterisieren zu den 
bekannten Werken von Moebius, Chasles, Steiner, von Staudt, Cremona und Reye. Die Dar- 
stellung ist durchweg so elementar wie mdglich gehalten und setzt nur die Bekanntschaft mit 
ad »Theorie der Kegelschnitte“ voraus, auf welche in dem Buche vielfach verwiesen wird. 

w h vorzugsweise den Studierenden an den Universitiiten und technischen 
wackeshalen zur Einfihrung in die synthetische Geometrie des Raumes empfohlen. 


Steiner’s, Jacob, Vorlesungen tiber synthetische Geometrie. 
2 Teile. Zweite Auflage. gr. 8. geh n. M, 20.— 
Einzeln: 

I. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
stellung. Auf Grund von Universitiitsvortrigen und mit Benutzung 
hinterlassener Manuscripte Jacob Steiners bearbeitet von Dr. C. 
F. Geiser, Professor am Schweizerischen Polytechnikum. Zweite 
ia Mit vielen Holzschnitten. (VIII u. 208 S.) gr. 8. 1875. 

n. & 6.— 

IL. Feil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestiitzt auf projek- 
tivische Eigenschaften. Auf Grund von Universititsvortragen 
und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiners bear- 
beitet von Dr. Heinrich Schréter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
sitit zu Breslau. Zweite Auflage. Mit vielen apeenananeer"s (XVI a 
535 8.) gr. 8. 1876. geh. . MH 14.— 

Das vorli de mit allg i Beifall aufg Werk ist ne ., bestimmt 
als Lehrbuch zur Kinfihrung der studierenden Jugend in die synthetische Geometrie zu dienen. 
Es liegen demselben die beiden Vorlesungen des berihmten Mathematikers zu Grunde: I. ,,Eigen- 
schaften der Kegelschnitte und einiger anderen Curven, synthetisch und elementar entwickelt* 
welche Hr. Prof. Geiser fir den ersten Band bearbeitet hat; und II. ,,Uber die neueren Methoden der 


synthetischen Geometrie“, deren Bearbeitung Hr. Prof. Schriter sich im zweiten Bande 
unterzogen hat. 



































